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1. Uvod?

Z atomov vyskytujucich sa v prirode vznika ich vzajomnymi kombindciami cely rad zlucenin,
vyznacujucich sa rozmanitymi fyzikdlnymi i chemickymi vlastnostami. Vlastnosti zlucenin vo
vSeobecnosti zdvisia od druhu atédmov, z ktorych zli¢enina pozostava, avsak vtuhom
skupenstve zavisia aj od vzdjomného usporiadania zdkladnych stavebnych ¢astic — atomov ¢i
molekul, teda od Struktury tuhej latky. Ako priklad mozno uviest uhlik, pri ktorom je rozdiel
medzi vlastnostami jeho dvoch modifikécii — diamantu a grafitu — zvIast vyrazny?. Odliné su
napr. i vlastnosti kryStalického a nekrystalického germania, kde tzv. prepinaci jav — vyuzivany
v pamétovych prvkoch — je typicky pre nekrystalickii modifikaciu. Struktura je preto jednou
zo zakladnych charakteristik tuhych latok. Jej poznanie ma dva aspekty — prakticky (napr.
kontrola predpisanej struktury zliatiny, polovodivého materidlu), ale aj teoreticky. Znalost
Struktiry umoznuje pochopit vlastnosti latok aich spravanie sa pod ucinkom réznych
vonkajsich vplyvov.

Studium Struktury latok od vzniku tejto discipliny aZ po dneok poskytlo obrovské mnozstvo
udajov, na zaklade ktorych fyzika i chémia buduju nase nazory na stavbu tuhych latok.
Dnesna experimentalna technika je na takej Urovni, Ze prakticky niet latky, ktorej Strukturu
by nedokazala rozriesit. V sucasnej dobe uz pozname Struktdru viac nez 10 000 zluéenin,
pricom rocne pribuda niekolko desiatok az stoviek novych vyrieSenych Struktur. Medzi
vyrieSené Struktury patria nielen jednoduché Struktury anorganickych zlucenin, ale i také
zloZité pripady, ako Struktury nukleinovych kyselin, ktoré su nositelkami genetickych kddov.

Vzhladom na usporiadanie zakladnych stavebnych ¢astic delime tuhé latky predovsetkym na
krystalické a nekrystalické (Casto oznaCované ako amorfné). Toto zdkladné delenie sa
odzrkadluje aj v tejto u¢ebnej pomocke, pricom v sulade s historickym vyvinom text zacina
rozborom krystalickych latok. Venuje sa im aj vacsia pozornost, ¢o sa prejavuje v prisluSnom
rozsahu. Je to aj odzrkadlenim sucasného stavu v tedrii tuhych latok, kde tedria krystalickych
latok je zvladnutd uspokojivo, zatial €o tedria nekrystalickych latok je prakticky len na
zaCiatku svojho rozvoja. Relativne velky rozsah je venovany tedrii simernosti a jej opisu
pomocou aparatu tedrie grip. Suvisi to s tym, Ze pomocou tedrie griup mozino pomerne
rychlo a jednoducho robit kvalitativne zavery pri rieseni niektorych problémov krystalickych
tuhych latok .

1 Tento prepis do Wordu v podstate zachovava pdvodny text, teda text z roku 1977, s vynimkou niektorych
zjednoduseni textu; doplneny je aktualizacnymi poznamkami pod Ciarou.

2V stéasnosti si zndme aZ Styri modifikdcie, popri uvedenych dvoch aj fulerén a grafén (objavené 1970, resp.
2004)



2. Krystalické latky
2.1 Pojem krystalickej latky

Obsah pojmu krystal prekonal po obsahovej stranke zaujimavy vyvoj. Od najstarsich Cias az
po zaciatok 20. storocia sa spajal s dokonale vyvinutymi vonkaj$imi plochami. S rozvijajucimi
sa fyzikalnymi a chemickymi metédami sa obsah pojmu postupne obohacoval. Najdélezi-
tejsSiu zmenu priniesli predstavy o vnutornej stavbe krystalov — o Struktdre — ¢im sa vysvetlili
aj zakonitosti ich vonkajSich geometrickych tvarov. ZaviSenim tejto etapy, ktord zacala
priblizne v polovici 19. storolia predpokladom pravidelného usporiadania atémov v
kry$taloch3, bolo a? jeho experimentédlne potvrdenie pokusmi Maxa von Laueho ajeho
spolupracovnikmi v roku 1912. Vyuzili difrakciu nedavno predtym objaveného rontge-
nového Ziarenia, ktorého vinova dizka mala priblizne rovnakud velkost ako medziatémové
vzdialenosti v krystaloch. Tato zhoda velkosti umoznila pozorovat interferenciu difrakto-
vaného Ziarenia, ktora bola dokazom jeho vinovej povahy, ako aj periodicity usporiadania
zakladnych stavebnych castic v krystaloch.

Za vyznamné makroskopické charakteristiky krystalu povazujeme homogénnost, anizo-
tropiu, presny chemicky vzorec a presny bod topenia. Z hladiska vnutornej stavby, ktoru
dnes povaziujeme za rozhodujucu, pod idedlnym krystalom rozumieme tuhd latku
s pravidelnym, trojrozmerne periodickym usporiadanim jej zakladnych stavebnych castic —
atémov, idnov, elektronov, ¢i molekul. Velkost, alebo vonkajsi tvar krystalu nie je pritom
rozhodujuci.* Napriklad pri vyrobe krystalického kremika vyrastaju z taveniny krystaly
s povrchom valcovitého tvaru, hoci patria do kubickej sustavy. Vnatorna stavba vsak tejto
krystalografickej sustave zodpoveda. Treba dalej uviest, Ze krystaly, ¢i uz prirodzené, lebo
umelo pripravené, prisne vzaté, nevyhovuju uvedenej definicii krystdlu, lebo usporiadanie
ich zakladnych stavebnych ¢astic nie je dokonale trojrozmerne periodické, ale odliSuje sa od
neho poruchami réznej kvality a mnoZstva. S postupnym zvaéSovanim koncentracie poruch
sa tuha latka svojim usporiadanim stdle viac odchyluje od krystalickej latky. Je vSak velmi
tazké urcit hranicu, kedy sa tuha latka kvalitativne meni z krystalickej na nekrystalicku.
Jedinym vhodnym kritériom potom zostdva kvantitativna charakteristika usporiadanosti
Struktury (pozri kapitolu 6.)

Experimentalne sa zistilo, Ze vzdialenost, po ktorej sa v krystéli opakuje zakladny stavebny
motiv, je porovnatelnd s rozmermi atémov, takZze ma obyc¢ajne hodnotu niekolkych desatin

3 Néazor, Zze hmota v krystaloch md periodické usporiadanie, uverejnil uz v roku 1781 francuzsky vedec René
Just Hadlly. Vyznamny pokrok v tomto nazore urobil vroku 1848 Auguste Bravais, opisom moZznych typov
symetrie periodicky usporiadanych bodov v rovine a priestore.

4 Podla Medzindrodnej krystalografickej unie (IUCr) tuha latka je krystalickd, ak v nej existuje usporiadanie
atémov, iénov resp. molekul na velkej vzdialenosti; krystalicka latka poskytuje dostatocne ostré difrakéné
maxima. Stavbu krystalickej latky charakterizuje maly pocet druhov stavebnych jednotiek a ich konfiguracii.



nanometra. Napriklad v krystali NaCl je takouto vzdialenostou 0,562 nm, ¢o je dvojnasobok
minimalnej vzdialenosti medzi idnmi sodika achléru vtomto krystali. V optickom
mikroskope nemozno rozli$it detaily mensie nez 10~°m, ¢o je hodnota, ktorej zodpovedd az
niekolko tisic medziatémovych vzdialenosti; preto sa z makroskopického hladiska krystal javi
ako homogénny (rovnorody).

Makroskopickd homogénnost znamena, Ze v kazdom objemovom elemente su fyzikdlne
vlastnosti krystalu rovnaké. Treba poznamenat, Ze aj objemovy element musi byt
makroskopického charakteru, tj. musi obsahovat dostato¢ny pocet atébmov. Na povrchu
kryStalu moze byt situdcia ina, preto povrch krystalu z tychto dvah vylu¢ime, alebo — ¢o je
formélne to isté — krystal budeme povaZovat za nekonecne rozlahly. To znamen3, Ze
uvazujeme len o takych vlastnostiach krystalu, ktoré nezavisia od jeho rozmerov, neuva-
Zujeme o vlastnostiach, suvisiacich s povrchom. Homogénnost krystalu mozno potom defi-
novat ako invariantnost jeho fubovolnej vlastnosti Q vzhladom na [ubovolnd translaciu t

Q@) =Q(F+7), (2.1)

kde 7 je polohovy vektor. Symbol Q(7) reprezentuje fyzikadlnu vlastnost (hodnotu veliginy)
v blizkom okoli bodu s polohovym vektorom 7 , pri€om tato vlastnost mdze byt povahy
skalarnej (napr. teplota), vektorovej (napr. intenzita pola) alebo tenzorovej (pozri ¢ast 8.1).

Z hladiska submikroskopického vsak krystal nie je homogénny. Ind je napriklad hustota
elektronov v blizkosti jadra atdomu, ind uprostred medzi dvoma atémami. So zmenami
hustoty elektrénov suvisia aj zmeny vnuatornych poli — elektrického aj magnetického.
Postupujic kry$tadlom pozdiZ lubovolne zvolenej priamky mali by sa periodicky menit
elektrénové hustoty, vnutorné polia, aj iné charakteristiky. Hodnoty vnutornych poli a inych
charakteristik (vlastnosti) v jednotlivych bodoch medzi atémami krystalu nie je mozné
priamo experimentdlne overit. Periodicita vSetkych fyzikdlnych vlastnosti krystalu
v submikroskopickom meradle sa preto postuluje aoveruje len nepriamo na zdaklade
dosledkov vyplyvajlcich z tzv. mrieZkového postuldtu. Podla tohto postuldtu sd vsetky
fyzikdlne vlastnosti (charakteristiky) kryStalu invariantné vzhladom na translacie typu

kde L,,L,,Ls su lubovolné celé &isla a d,,d,,ds; tri nekomplanarne vektory, charak-
teristické pre dany krystal. Velkosti trojice vektorov s na Udrovni medziatdmovych
vzdialenosti. Mriezkovy postulat moZno potom zapisat podobne ako vztah (2.1)

Q) = Q(# + Lydy + Lya, + Lids), (2.2)

ktory plati pre lubovolny vektor ¥ a pre lubovolnd trojicu celych é&isiel L; . To znamend, Ze
kazda fyzikalna vlastnost Q krystalu je trojrozmernou periodickou funkciou s periédami
a,, a,, as, ¢osudlzky (velkosti) vektorov d,,d,,ds .



Funkciu Q preto mozno rozvinat do trojrozmerného Fourierovho radu. Aj polohovy vektor 7
je vhodné vyjadrit ako linedrnu kombindciu trojice vektorov a; :

?=x1a1+x2a2 +x36_i3, (23)
pri¢om staci obmedzit sa na hodnoty stradnic 0 < x! < 1, ako vyplyva zo vztahu (2.2).

Mriezkovy postulat nie je v rozpore s makroskopickou homogenitou krystalu, naopak, tato
z neho vyplyva, lebo v fubovolnom mieste krystalu sa submikroskopické vlastnosti rovnako
opakuju.

V mriezkovom postuldte mozno najst aj vysvetlenie anizotropie. Ak je totiz krystal
anizotropny, znamena to, Ze aspon jedna jeho vlastnost (napr. elektricka vodivost, rychlost
svetla a pod.) ma odlisné hodnoty v réznych smeroch krystalu. Tri nekomplanarne vektory
d; , charakteristické pre dany kry3tal, méZu mat rézne velkosti, ¢o méZe byt postaujicou
podmienkou pre vznik kvantitativneho rozdielu medzi hodnotami niektorej fyzikalnej
vlastnosti v prislusnych smeroch.

S mriezkovym postulatom suvisi aj skutoénost, Ze krystal ma presny chemicky vzorec.
V zmysle postulatu musi krystal pozostavat zo stavebnych jednotiek, ktoré sa trojrozmerne
opakuju. V kazdej stavebnej jednotke musi teda byt rovnaky pocet atémov, z ¢oho vyplyva,
Ze krystal ma presny chemicky vzorec.

Mriezkovy postulat je tak zakladom, na ktorom spociva sucasna tedria krystalickych latok,
a to nielen klasicka, ale aj kvantova.

2.2 Niektoré dolezité pojmy

Vzhladom na trojrozmerne periodickd Struktiru mozno v kazdom krystali ndjst mnozinu
bodov, nazyvanych mrieZkové body, vyznaéujucich sa rovnakym okolim. Na dvojrozmernom
znazorneni krystalu (obr. 2.1a) takito mnozinu rovnocennych bodov predstavuju napr.
priesecniky vzajomne kolmych priamok. V krystali mozno najst, alebo vybrat viacero mnozin
bodov s rovnakym okolim — pocetnejSie, i menej pocetné. NajpocetnejSia z nich tvori
priestorovu mrieZku krystalu

Pri hladani priestorovej mriezky mézeme vychadzat z lubovolného bodu v krystali, vysledna
mriezka bude vidy rovnaka, iked posunutd. Na obrazku 2.1c su znazornené dva
vychodiskové body — A a B.

5V minulosti sa pouZival termin uzlovy bod, ale vzhfadom na skutoénost, Ze v dynamickej tedrii difrakcie ma
odlisny vyznam, uprednostiuje sa termin mriezkovy bod (v medzinarodnych tabulkach lattice point)

8



a b C Obr. 2.1

Obr. 2.1 Mriezka a Strukturny motiv rovinnej periodickej Struktury

Periodickd struktdra umoiniuje rozdelit stavebné Ccastice krystalu tak, aby na kazdy
mriezkovy bod pripadla rovnakad skupina &astic, nazyvand $trukturny motiv® (obr. 2.1b).
Vyber Struktirneho motivu je lubovolny, ale obycajne sa pritom zohladriuje chemické
zloZenie latky.

Strukturu kry$talu preto opiSeme, ked udame jeho mrieiku, ¢astice tvoriace $truktdrny
motiv a ich zoskupenie v nom, ako aj umiestnenie Struktirneho motivu v mriezke.

V odbornej fyzikalnej literature sa termin ,kryStalova mriezka“ ¢asto pouZiva vo vyzname
krystalu ako celku. Napriklad pri osvetleni krystalu sa zvykne pisat, Ze fotony odovzdavaju
svoju energiu kryStalovej mriezke. PouZivanie terminu kryStdlova mriezka v takomto
vyzname nie je spravne, treba ho nahradit terminom ,krystal“.

Priestorovu mriezku opisujeme pomocou trojice nekomplandrnych vektorov d, , d, , ds, pre
ktoré sa pouZiva pomenovanie zdkladné vektory. Tvoria tzv. bdzu suradnicovej sustavy. Ich
celociselnou linedrnou kombinaciou dostaneme mnoZinu tzv. mrieZkovych vektorov:

?L = Llal + Lzaz + L36_1)3 )

ktorych koncové body tvoria priestorovi mriezku (L; su celé cisla). Pomocou trojice
zadanych vektorov d; dokdZeme vytvorit mriezku jednoznacne. Pri zndmej mriezke v3ak
vyber trojice vektorov nie je jednoznac¢ny. Na obrazku 2.2 je zndzorneny vyber niekolkych
dvojic vektorov charakterizujicich tud istd rovinni mriezku. Ich celociselnou linearnou
kombinaciou vznikne vidy ta istd mriezka. Aby pre danu mriezku (trojrozmernu) bol
zaruéeny vzdy rovnaky vyber zakladnych vektorov, A. Bravais zaviedol nasledujuce pravidla:

a) sumernost rovnobeZnostenu vytvoreného zo zakladnych vektorov musi byt rovnaka
ako simernost mriezky

5V minulosti sa pouZival termin baza, ale tymto terminom sa oznacuje trojica vektorov uréujucich stiradnicovd
sustavu v krystali



b) medzi zdkladnymi vektormi ma byt ¢o najvacsi pocet pravych uhlov
c) objem rovnobeZnostenu ma byt pritom najmensi (tj. zakladné vektory ¢o najkratsie)

/

e

Obr. 2.2
Vyber zakladnych vektorov mriezky

Lahko si mozZno overit, Ze z dvojic vektorov nakreslenych na obrazku 2.2 vyhovuje uvedenym
podmienkam len dvojica celkom doluvlavo. Treba poznamenat, Ze uvedené kritéria
nemozno dosledne uplatnit v hexagonalnej krystalografickej sustave.

Velkosti a;, a,, a;  zdkladnych vektorov auhly a.f,y medzi nimi su mrieZkové
parametre’. RovnobeZnosten zostrojeny pomocou zakladnych vektorov je zdkladnd bunka.
Jej postupnymi translaciami o vietky mriezkové vektory 7, vyplnisa cely kry$tél bez zvy3ku.

Splnenie prvej (a) Bravaisovej podmienky niekedy vedie k situdcii, Ze mriezkové body lezZia
nielen v rohoch zakladnej bunky, ale iuprostred jej stien, ¢i na priesecniku telesovych
uhlopriecok. Takéto bunky su oznaCované ako centrované bunky. Zakladné bunky, ktoré
maju mriezkové body len v rohoch, sa nazyvaju primitivne. Na obr. 2.3 je nakreslena tzv.
plosne centrovand kubicka bunka, na ktorej su krizkami zvyraznené mriezkové body. Su na
nej nakreslené dve trojice vektorov — trojica zdkladnych vektorov d,,d, ,ds a trojica tzv.

primitivnych vektorov I;l , Bz ,53 . Pomocou celodiselnej linedrnej kombinacie vektorov Ei sa
da vytvorit Uplna mnoZina mriezkovych vektorov danej mriezky, ale celoCiselnou linedrnou
kombindaciou vektorov d; ziskame len také mriezkové vektory, ktorych koncové body leZia
v rohoch zakladnej bunky. Mriezkovy vektor, ktorého koncovy bod leZi v bode A, ziskame
suctom d, +2d3 tj. ,necelociselnou” linedrnou kombindciou vektorov. Bunka vytvorena

trojicou d; je zdkladnd, bunka (tj. rovnobeZnosten) vytvorena trojicou b; je primitivna;
v uvedenom pripade zjavne nie su rovnaké.

Priamka prechddzajluca aspon cez dva mriezkové body je mriezkovd priamka. Orientovany
smer mriezkovej priamky vyjadrujeme pomocou suradnic najkratSieho mriezkového vektora,
ktory je s fiou sthlasne rovnobeiny; kladu sa do hranatej zatvorky, napr. [231] a nazyvaju sa
smerové Cisla.

7V minulosti sa pouZival aj termin mrieZkovi konstanty, ¢o viak nie je vhodny termin, lebo sa menia s teplotou
¢i tlakom

10
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Obr. 2.3
Zakladné a primitivne vektory

V krystalografii je zauzZivany spdsob oznacCovania zapornych suradnic znamienkom minus nad
¢islom (=3 = 3). Vzhladom na periodicku $truktdru krystalu pri kazdej mriezkovej priamke
jestvuje mnozina mriezkovych priamok s nfou rovnobeznych, vycerpavajucich vsetky
mriezkové body mriezky — ide o osnovu mrieZzkovych priamok.

Rovina prechadzajuca aspon cez tri mriezkové body neleZiace na jednej priamke, je
mriezkova rovina. MnoZina ekvidistatnych a s nou rovnobeznych rovin, vycerpavajucich
vSetky body mriezky, je osnova mriezkovych rovin. Sklon osnovy mriezkovych rovin
vzhladom na zédkladné vektory d; sa vyjadruje pomocou Millerovych indexov. Pre dand
osnovu mriezkovych rovin ich ziskame nasledovne. Jeden mriezkovy bod zvolime za zaciatok
suradnicovej sustavy, do ktorého umiestnime zadiatky vektorov d; . Tymto bodom precha-
dza jedna z mriezkovych rovin osnovy. NajbliZsia rovina osnovy vytina na vektoroch d; Useky
napr. d,/2, d,/3, —ds , Prevratené hodnoty zlomkov 1/2, 1/3,—1/1 vystupujdcich pri
vektoroch d; su Millerove indexy, v uvedenom pripade teda 2, 3, —1, ¢o sa zapisuje v tvare
(231), a nazyva Millerov symbol. Millerove indexy sa vo vieobecnosti oznacuji pismenami
h,k,l, pre konkrétnu rovinu sa zapisuju v okrihlych zatvorkach — (hkl), pre osnovu rovin
{hkl} . Na obrdzku 2.4 st zndzornené priklady mriezkovych rovin s réznymi Millerovymi
indexmi. Ciarkovane je naznacend najblizsia dalsia z osnovy mriezkovych rovin. Vyznamnou
charakteristikou osnovy mriezkovych rovin je ich medzirovinna vzdialenost, ktora pri danych
mriezkovych parametroch zavisi od sklonu rovin vzhladom na zakladné vektory, cize od
Millerovych indexov. Tato vzdialenost sa vSeobecne oznacuje ako djy; -

Casto pouzivanym terminom v krystalografii a aj pri analyze $truktdry krystalov je zéna.
Rozumie sa tym mnoZina mriezkovych rovin, ktoré su rovnobezné so zvolenym smerom, tzv.
osou zény. Roviny patriace do jednej zény sa pretinaju v priamkach rovnobeZnych s osou
zony, normaly na tieto roviny su na os zény kolmé.

Ak je rozlozenie stavebnych Castic periodické pozdiZ lubovolného smeru v celom objeme
tuhej latky, ide o monokrystdl. Vyskyt vacsich monokrystalov v prirode je zriedkavy. Ovela
CastejSie sa stretdvame s latkami polykrystalickymi, ktoré pozostavaju z mnozstva drobnych
monokrystalov (zfn) navzdjom nahodne orientovanych. Rozmery zfn mézu byt rézne i vtom
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Obr. 2.4
Roviny s réznymi Millerovymi indexmi

istom kuse latky a m6ézu nadobudat hodnoty od makroskopicky pozorovatelnych az po
submikroskopické.

2.3 Reciproka® mriezka

Vo fyzike tuhych Iatok, ako aj v Strukturnej analyze ma velky vyznam tzv. reciprokd mriezka.
Zavadza sa definiciou, priom sa vychadza z priestorovej mriezky krystalu. So Struktdrou
krystalu nesuvisi tak bezprostredne ako pévodnd priestorovd mriezka, ktord budeme
v protiklade k reciprokej nazyvat priama mrieZka.

K danej trojici nekomplanarnych vektorov d; zavadzame trojicu reciprokych vektorov d’
pomocou skaldrnych sucinov medzi vektormi:

(2.6)
priom 6;; =1 ak i=j a §;;=0 ak i #j.

Celotiselnou linedrnou kombinaciou vektorov d’ ziskame mnoZinu reciprokych mriezkovych
vektorov, ktorych koncové body predstavuju mriezkové body reciprokej mriezky. Zo vztahu
(2.6) vyplyva, Ze napriklad vektor a! je kolmy na vektory d, a ds , &im je uréeny jeho smer
v priestore. Jeho velkost uréuje podmienka d, - al = 1.

8 V niektorych starsich publikicidch sa pouZival termin reciproénd mrieZka. Po diskusii s jazykovedcami sa véak
ustalil termin reciprokd, — ¢asopis Kultdra slova 2013 ¢. 4
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Reciproky vektor d! je kolmy na rovinu vektorov d, a ds , takZe sa da vyjadrit ako
skaldrny nasobok ich vektorového sucinu:

(_1)1 = Sl((_iz X (_1)3)

Skaldr s, ziskame z podmienky d, - @' = 1, z ktorej vyplyva
sy = 1/[d,d; ds],

tj. rovna sa prevratenej hodnote zmie3aného sudinu [d,d, d;] trojice zakladnych
vektorov priamej mriezky. Takymto postupom dostdvame pre trojicu reciprokych
vektorov vztahy:

- - - - - -
_>1_a2><a3 a3><a1 a1><a2

- 2 = a3 =
[C—ilc—iZ 63]

===, — . (2.7)
[d,d, a3] [d,d, as]

Ak chceme ziskat reciproki mriezku krystalu, musime vychadzat =z trojice
primitivnych vektorov a;. Zo vztahov (2.7) vyplyva, Ze aj objemy primitivnych buniek
priamej a reciprokej mriezky su reciproké, tj. Zze plati

[d,d, d,][@'d2d3] = 1. (2.8)

Z tohto vztahu dalej vyplyva, Ze ak je trojica v poradi d,, d,, d; pravotodiva, tak
Ve Yo . .o —)1 —)2 —)3 ’ 1’ .
pravotociva je aj trojica a-, a“, a’ vrovnakom poradi podla indexov.

Tak ako sme vyjadrili trojicu vektorov @’ pomocou trojice d; vztahmi (2.7), tak isto
moZno analogickymi vztahmi najst opacné vyjadrenie. tj. trojicu vektorov d;
pomocou trojice @’/. Vztah medzi priamou a reciprokou mriezkou je tak jedno-
jednoznacny, Cize z matematického hladiska su tieto mriezky rovnocenné.
Z fyzikalneho hladiska vSak priama mriezka bezprostredne suvisi so Strukturou
krystalu, zatial Co reciprokd mriezka ma vyznam skér metodicky.

Pouzivanie reciprokej mriezky (reciprokého priestoru) v mnohych pripadoch
zjednodusuje zapis fyzikalnych vztahov. Ako priklad uvedieme zapis vektora kolmého
na osnovu rovin s Millerovymi indexmi h, k, l. Jedna z rovin osnovy, ktora prechadza
tesne popri zaciatku suradnicovej sustavy, vytina na zakladnych vektoroch priamej
mriezky Gseky d,/h, d,/k ads/l (obr.2.5). Vektor

b=ad,/k—d,/h avektor é=ds/l—d,/k

leZia v rovine s Millerovymi indexmi h, k, [, takZe ich vektorovy sucin, tj. vektor g =

b X € je na tato rovinu kolmy.
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az/k

a
1/ Obr. 2.5 Urcenie normaly

na rovinu (hkl)

Vektor § méZeme zapisat v tvare

- - - - - > > - > >
a, aq as a, a, X as as X aq a4 X a,

k h Ik kl hl hk
_la,d, ds] < dy X ds d3 X Gy Gy X dy > _
hkl [alaz 53] [alaz C_i3] [&151)2 C_i3]

[d,d, ds] [d.d, ds] -
= 12T Gt + ka4 133) = — 23
el hd Fkat+1dt) hkl

Ak ide len o urfenie smeru vektora kolmého na rovinu (hkl), tak tento je uplne

charakterizovany vektorom Nz reciprokého priestoru

N = had' + ka? + 1a3. (2.9)
Millerove indexy su celé Cisla, takZze vektor N je mriezkovym vektorom reciprokej
mriezky.
Z obrazku 2.5 vidno, Ze vzdialenost uvaZovanej roviny od zaciatku suradnicovej

sustavy, Cize medzirovinnd vzdialenost osnovy rovin (hkl), sa rovna velkosti

priemetu vektora d,/h do smeru ich normdly, teda do smeru vektora N :

d, ha'+ka*+ a3 1

1
do =2 - =—. (210
MU R |h@t+ k@2 +1a3| T |hat + ka2 + 133 |N]| (210)

Pomocou vektora N fahko zistime aj prislusnost roviny s indexmi (hkl) k zéne. Ak je
os z6ny zadana vektorom Z = zld, + z%d, + z3d; potom rovina patri do zény, ak

_
jej normadla N je na os kolma, Cize ak plati

7N =z%h+2z%k + 231 = 0. (2.11)
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3. Sumernost krystalovych struktur

3.1 Pojem sumernosti

Sumernost (symetria) je jednou z charakteristickych vlastnosti kazdého krystalu. Nemyslime
tym len sumernost vonkajSieho tvaru dokonale vyvinutého krystalu, ale najma simernost
usporiadania jeho zakladnych stavebnych ¢astic — atdmov — Cize sumernost Struktury.
Sumernost nie je vlastnostou len krystalov, preto uvedieme jej vseobecnejsiu definiciu.

Budeme uvaZovat o objekte umiestnenom v laboratdrnej suradnicovej sustave, s ktorym
spojime dalSiu suradnicovu sustavu — objektovu. Fyzikalne vlastnosti objektu (napriklad
teplotu, hustotu a pod.) vyjadrime ako funkcie polohy Q(#) vzhladom na laboratérnu
sustavu. Transformujme objekt tak, aby sa zachovali vzdialenosti medzi jeho fubovolnymi
dvoma bodmi®. Ak sa pri tom zachovaju hodnoty funkcii Q(#) vo v3etkych bodoch 7
laboratdrnej sustavy, prislusna transformacia je operaciou sumernosti (symetrie) objektu.
Nech napriklad niektory bod objektu ma v laboratdrnej sistave polohu opisanu polohovym
vektorom 7;. Ak sa tento bod operédciou simernosti presunie do polohy 7,, tak pre
lubovolnu fyzikdlnu vlastnost Q vtedy plati: Q(7;,) = Q(#,). Body objektu, ktoré mali pred
touto operaciou polohové vektory 7; a 7, , nazyvame ekvivalentné. MnoZina vietkych
operdcii sumernosti objektu charakterizuje jeho sumernost (symetriu).

Ako priklad za objekt zvolme krystal a za transformdciu posunutie (transldciu) o mriezkovy
vektor 7. Translacia kry$télu o lubovolny mriezkovy vektor je zrejme operaciou sumer-
nosti, lebo to vyplyva z mriezkového postuldtu (2.2); preto sa nazyva trividlna. Ekvivalent-
nymi bodmi v kry$tali su teda body navzajom posunuté o lubovolny mriezkovy vektor 7; .

Struktura vacsiny krystalov sa popri trividlnej translaénej simernosti vyznacuje aj dal$imi
typmi sumernosti, slvisiacimi s operdciami otocenia ¢i zrkadlenia. Medzi operacie sumer-
nosti zapocitavame i také transformacie objektu, ktoré nemusia byt redlne uskutocnitelné.
Medzi redlne uskutocnitelné (tzv. vlastné) operdcie sumernosti patri transldcia a rotdcia
(pootocenie) okolo osi sumernosti. Medzi redlne neuskutocnitelné operacie simernosti
(tzv. nevlastné) patri napriklad inverzia (zrkadlenie v bode, nazyvanom stred sumernosti)
alebo zrkadlenie v rovine sumernosti.

Stred sUmernosti, rovina sumernosti (zrkadlova rovina) a os simernosti su tzv. jednoduché
prvky sumernosti, Pri stidiu simernosti Struktir sa stretdvame aj s kombinovanymi prvkami
umernosti, ako su inverznd os (otoCenie + inverzia), sklzna rovina (zrkadlenie + posunutie

9 Ide o transformacie, ktoré objekt nedeformuju, napriklad otoéenie, posunutie
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rovnobezne s rovinou zrkadlenia) a skrutkova os (otocenie okolo osi simernosti + posunutie
Vv jej smere).

Tato bohata mnozina operacii simernosti sa pri roznych typoch Struktur krystalov uplatiuje
v roznych kombinaciach. Kombinacie vsak nemézu byt [ubovolné, st navzdjom viazané tak,
Ze mnozina vsetkych operdcii simernosti Struktury daného krystalu tvori z algebrického
hladiska grupu. Tato grupa sa nazyva priestorovd grupa krystdlu. Operacie Cisto translaéné
(ich mnoZina sa zhoduje s mnoZinou véetkych translacii o mriezkové vektory 7;) tvoria tzv.
translacnu grupu krystalu, ktora je podgrupou priestorovej grupy.

Operacie sumernosti, pri ktorych zostava aspon jeden bod Struktury kryStadlu na svojom
mieste, sa nazyvaju bodové atvoria bodovu grupu krystadlu. Medzi bodové operacie
sumernosti patria inverzia, rozne otocenia a zrkadlenie.

Tedriou sumernosti kryStalov sa vedci zaoberali najma v 19. storoci, kedy tato disciplina bola
v podstate aj zaviSena. Zasluzili sa o to najma J. Hessel (1830) — bodova symetria, A. Bravais
(1848) — translacnd symetria, a E.V. Fiodorov spolu s A. Schoenfliesom sa zasluzili
o vybudovanie sustavy priestorovych grip. Pozoruhodné je, Ze tedria sumernosti Struktury
krystalov bola zaviSend este pred priamym experimentdlnym overenim periodickej Struktury
krystalov. Nebola to lahka uloha, ved priestorovych grup je 230. VSetky typy grup
bodovych, translaénych i priestorovych mozno odvodit $pekulativhou cestou, ako to urobili
Fiororov a Schoenflies, ale i dosledne cestou algebrickou, za pomoci tedrie grup, s vyuzitim
matic ¢i tenzorov. Takto postupoval F. Seitz (¢lanky 1934 — 1936) s pouzitim matic, a W.
Zachariasen (kniha 1945), s pouzitim tenzorov. V tejto kapitole je na odvodenie grup
symetrie pouZity menej narocny, ndzornejsi postup, ktory je vSak na pochopenie
problematiky postacujuci.

3.2 Grupa operacii sumernosti

Postup, ktory pouzili Seitz [1] a Zachariasen [2] predpoklada urcité znalosti z tedrie grup
a tenzorového poctu. Pre Uplnost su potrebné definicie a vztahy z tychto disciplin uvedené
v dodatkoch.
Pri operacii sumernosti sa transformuje bod objektu uréeny v laboratdrnej suradnicovej
sustave polohovym vektorom 7 do ekvivalentného bodu 7', o symbolicky zapisujeme
vztahom

=75, (3.1
kde S predstavuje operator prislusnej operacie sumernosti. Z hladiska tedrie grdp ma kazdy
objekt aspon jednu operdciu sumernosti — identitu, pri ktorej sa kazidy bod objektu
transformuje do seba. Identickd operdciu symbolicky zapisujeme v tvare
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7T=7-FE (3.2)
platnym pre vietky vektory 7 . Znac¢ka E predstavuje operator tejto identickej operacie.

Pri operdcidch sumernosti prichddzaju do uvahy len také transformacie, pri ktorych sa
zachovavaju vzdialenosti medzi flubovolnymi dvoma bodmi. Takymito transformaciami moézu
byt translacie celého objektu a rozne otocenia. OtoCenie sa da matematicky vyjadrit ako
skalarny sucin polohového vektora 7 stenzorom druhého stupria P , translacia pripoci-
tanim vektora t k vektoru 7. Ak ide o kombindciu rotacie s translaciou, tak transformovany
vektor 7' vyjadrime Seitzovym zapisom:

bt 4

P = 7 [3,1]

+t 78 (3.3)

el

Operator S zapisujeme vtvare S = [5, E], priCom spdsob jeho aplikacie na vektor 7 je
dany vztahom (3.3). Operator identickej transformacie ma potom tvar

E=[1,0]=1, (3.4)
kde Tje tzv. tenzor identity.

Predpokladajme, Zze S; = [d=>1, fl] a S, = [52, 52] predstavuju operatory dvoch réznych
operdcii sumernosti S; a S, . Ak operacie vykoname postupne za sebou, tak je logické, ze
zloZzena operacia ako celok je opéat operaciou sumernosti. Operaciou S; sa transformuje
vychodiskovy bod z polohy # do ekvivalentnej polohy 7’ aoperdciou S, do daliej
ekvivalentnej polohy 7": 7" =#'-S5, =%-S;-S,, alebo podrobnejsie

F”:(?'cT)l-l_El).SZ:(?.$1+El).q=)2+t_;2:
27'51'524‘?1'524‘;2.

Operator reprezentujuci postupnu aplikaciu dvoch operacii S; aS, moieme symbolicky
napisat ako sucin operatorov S; - S, ; operator vyslednej operacie sa tak da vyjadrit takto:

Sl ' SZ = [CT)l, El] b [52, Ez] = [CT)l ) q:)z ) El ) q:)z + Ez] . (3.7)

alebo zretelnejsie: S;-S, = [(CT>1 . CTDZ), (El . CTDZ + Ez)], kde rotacna a transla¢na cast su
v samostatnych okruhlych zatvorkach. Vyraz ¢, - CTDZ predstavuje posunutie o dizku vektora

t, , ale v otocenom smere.

Z tohto zdpisu vidno, Ze operacie nemusia byt komutativne, tj. Ze S;-S, # S, -S; . Kazda
z operacii sumernosti premiestiuje body objektu do ekvivalentnych pol6h, takze to plati aj
pre ich postupnu aplikaciu; preto aj vysledny operator S;-S, je operatorom operacie
sumernosti.

Postupnu aplikaciu dvoch operacii simernosti mozno zovseobecnit na postupnu aplikaciu
n-operacii, reprezentovanu sucinom prislusnych operatorov = S;-S,:..S, . Zvlastnym
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pripadom je n-ndsobnd aplikacia tej istej operdcie, reprezentovana n-tou ,mocninou”
operatoral®, pre ktord sa pomocou vztahu (3.7) da ziskat vztah

n=[o", F{I+®+ P2+ + P 1], (3.8)
kde 2 = - @ atd.

Ku kaZdej operécii simernosti S méZeme najst inverzni operaciu oznacent ako S71, s tou
vlastnostou, Ze vysledkom ich postupnej aplikicie je operacia identity; pre prislusné
operatory potom plati

S-Sl=§1.S=E. (3.9)

Pomocou vztahov (3.4), (3.7) a (3.9) pre operator S~ ziskame vyjadrenie:

sTt=[0"1, -t - 071]. (3.10)
Je zrejmé, Ze aj inverznd operacia je operaciou sumernosti, lebo vracia transformovany bod
do povodnej ekvivalentnej polohy.

Pri predoslych Uvahach sme zistili, ze

a) mnozina operacii sumernosti lubovolného objektu vzhladom na postupnu aplikaciu
tychto operacii je mnozZinou uzavretou, lebo postupna aplikdcia dvoch operacii je
opat operaciou sumernosti; to plati aj pre prislusné operatory

b) pri postupnej aplikacii operacii sumernosti plati asociativny zakon, ¢o vyplyva
z asociativnosti sucinov prislusnych operatorov (tenzorov)

c) v mnoZine operdcii sumernosti je vidy pritomna aj identickd operacia, v tedrii grup
nazyvana neutrdlna; ma tu vlastnost, Ze pri postupnej aplikacii s lubovolnou inou
operaciou sumernosti, tito nemeni

d) ku kaZdej operacii simernosti jestvuje inverznd operacia

MnoZina operécii simernosti fubovolného objektu spifia tymto vietky grupové postulaty,
Cize tvori grupu — grupu sumernosti objektu. O dvoch objektoch tvrdime Ze maju rovnaku
sumernost (symetriu), ak ich grupy sumernosti pozostavaju z rovnakych mnozZin operacii
sumernosti.

10'|de napriklad o viachdsobné otocenie o ten isty uhol
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3.3 Sumernost rovinnych periodickych struktur!?

Postup ktory pouzili Seitz a Zachariasen je naroény ¢o do obsahu, ale najma rozsahu. Rozsah
vtejto Casti zmensime tak, Ze nebudeme sa zaoberat Struktirami priestorovymi, ale
rovinnymi. Metodiku zjednodusime tym, Ze budeme postupovat nazorne geometricky [5].

3.3.1 Mriezky rovinnych Struktar

Rovinnd mriezka je charakterizovand dvoma nekolinedrnymi vektormi d,, d,, ich
velkostami a uhlom medzi nimi. Pre dand mriezku maju byt tieto vektory zvolené tak, aby
v sulade s Bravaisovymi podmienkami (2.5) bol obsah rovnobeZnika z nich vytvoreného ¢o
najmensi. To mozno dosiahnut tak, Ze z mnoZziny mriezkovych vektorov vyberieme dva
najkratsie.

Nech vektor d,; je najkrat$im vektorom danej rovinnej mriezky. Smer a velkost druhého
najkratSieho vektora zavisia od typu mriezky. Napriklad v tetragonalnej (Stvorcovej) mriezke
volime druhy vektor kolmo na prvy, pricom obidva majui rovnaku velkost. Pri hladani
druhého najkratsieho vektora v rbéznych typoch mriezok budeme vychadzat z obr. 3.1.
Ukazeme, Ze staci sa obmedzit na pripady, ked koncovy bod druhého najkratSieho vektora
leZi v zaCiarkovanej oblasti, vratane jej hranic. Podla predpokladu vektor d, je najkratsi
mriezkovy vektor. Ak aj vektor d, vynid3ame z bodu O, jeho koncovy bod neméZe leZat vo
vnutri kruhu ohrani¢eného kruznicou k . Nemoéze lezat ani vpravo od priamky ¢ (ta je kolma
na vektor d, a prechadza jeho stredom), lebo jeho vzdialenost od bodu A by bola mengia
neZ od bodu O, takZe vektor d, by vtomto pripade nebol druhym najkrat$im vektorom
v mriezke. Nebudeme uvaZovat ani body leZiace vlavo od priamky p , lebo mriezky
s takymito dvojicami vektorov su rovnocenné s tymi (su ich zrkadlovym obrazom), ktoré
vzniknu, ked koncovy bod vektora a, leZi vpravo od priamky p — st ich zrkadlovym obrazom.
ISlo by v podstate len o pohlad zhora, resp. zdola na tu istd mriezku. Z rovnakého dovodu

netreba brat do Uvahy ani body v dolnej polovici obrazka —

p c pod osou OA.

QF:-ZZ] Zostavaju teda len nasledujice mozZnosti, kam umiestnit
k u koncovy bod vektora d, :

A a) Koncovy bod leZi vnutri zaciarkovanej oblasti, nie

0 a na jej hraniciach. Vznikd $ikma mriezka, pricom vektory d,
a d, nemaju rovnaku dlzku (vektor d, je dlhsi) a uhol

| obr. 3.1 medzi nimi nem3 Ziadnu z vyznamnych hodnoét (rozumie sa
r.3.

90°, alebo 60°). Zakladna bunka aj mriezka sa vyznacuju

11 prikladom méZu byt tapety, alebo rovinné rezy $truktirou krystalov
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pritomnostou len dvojndsobnych osi simernosti, bez zrkadlovych priamok. Takato
bodova sumernost sa oznacuje symbolom 2.

b) Koncovy bod vektora d, leZi na polpriamke p, nie viak vbode Q . Vznikne
ortogonalna (pravouhld) mriezka, zakladnd bunka ma tvar obdiZnika. Mriezka
aj zakladnd bunka sa vyznacuju dvojnasobnymi osami simernosti a dvoma na seba
kolmymi sustavami zrkadliacich priamok. Bodovu simernost tohto typu oznacujeme
symbolom 2mm. Znacky m reprezentuju zrkadlové priamky?!?.
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c¢) Koncovy bod druhého najkratSieho vektora lezi na priamke c, nie vSak v bode H.
Takto vytvorena mriezka ma dvojndsobné osi sumernosti, a dve na seba kolmé
sustavy zrkadliacich priamok. Ma rovnaki bodovli sumernost ako mriezka
z predoslého pripadu, tj. 2mm . Zakladna bunka vytvorené z vektorov d, , a, ma vsak
len dvojnasobné osi sumernosti, nemd zrkadlové priamky. Preto v sulade

s Bravaisvou podmienkou 2.5a volime nové zékladné vektory b, , b, , ktoré vytvaraju
bunku srovnakou sumernostou aki ma mriezka. Zakladna bunka vytvorena

z vektorov Bl , Bz ma vSak mriezkovy bod aj uprostred svojej plochy, preto sa nazyva
centrovand. Zakladna bunka vytvorena z vektorov d, , d, sa nazyva primitivna a mé
mriezkové body len vo svojich vrcholoch. Vektory d,, d, tvoria tzv. primitivhu
dvojicu. (Obr. 3.2c).

d) Koncovy bod druhého najkratSieho mriezkového vektora lezi na Useku u kruznice k
medzi bodmi Q aH, ale mimo nich.  Vektory d,, d, majui rovnaku velkost,

12 pri trojrozmernych Utvaroch sa pouZiva termin zrkadlovd rovina. Pri rovinnych mriezkach prieseénik
dvojnasobnej osi simernosti s rovinou mriezky sa zhoduje so stredom simernosti.
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avytvdraju kosoStvorcovd bunku. Mriezka aj zakladnd bunka sa vyznaduju
dvojnasobnymi osami sumernosti a dvoma sustavami zrkadlovych priamok, tentoraz
viak rovnobeznych s uhloprie¢kami rovnobeznika vektorov d, , @, (Obr.3.2d). Ked'si
tuto mriezku lepSie vSimneme, zistime, Ze ide o rovnaky typ sumernosti ako
v predoslom pripade. Aj tdto ma bodovu sumernost 2mm, vektory d,, d, tvoria

- -
primitivnu dvojicu, za nové zdkladné vektory mozno zvolit vektory b;, b, tvoriace
pravouhld centrovanu bunku.

e) Koncovy bod d, je totoZny s bodom Q. MrieZka aj zadkladna bunka maju simernost
Stvorca, obsahuju Stvornasobné osi sumernosti a Styri sustavy zrkadlovych priamok.
Dve z nich sU rovnobezné so zdkladnymi vektormi, dve s uhloprieckami zakladnej
bunky. Takato bodova simernost sa oznacuje symbolom 4mm.

f) Koncovym bodom vektora d, je bod H. Mriezka md 3estndsobné osi sumernosti
a Sest sustav zrkadlovych priamok, pootocenych postupne o 30°. Oznacenie bodovej
sumernosti je 6mm.

Takto sme ziskali 5 typov rovinnych mriezok, pricom mriezky ¢ a d su rovnakého typu.
Ich prehlad je uvedeny v tabulke 3.1. P&t typov rovinnych mriezok sa vyznacuje len
Styrmi typmi bodovej sumernosti, Styrmi typmi rovinnych bodovych grup. Bodova
sumernost mriezky urcuje jej prislusnost do jednej zo S$tyroch rovinnych
krystalografickych sustav, ktoré su tiez uvedené v tab. 3.1. V ortogonalnej (pravouhlej)
sustave rozliSujeme dva typy mriezok (resp. zakladnych buniek) ato primitivnu (p)
a centrovanu (c). V ostatnych krystalografickych sustavach su len primitivne bunky. Pat
typov mriezok predstavuje pat typov rovinnej translacnej simernosti, tj. 5 typov
rovinnych translacnych grup.

Tab. 3.1 Typy mriezok, krystalografické sustavy, bodové grupy

. Krystalograficka Typ X , .
Mriezka | | L. Zakladné vektory Bodové grupy
sustava (syngonia) = bunky

klinogondlna p
a) ) a, # a,, a # 90° 1,2
(kosouhld)
b) ortogondlna p
, a, # a,, a = 90° m, 2mm
c), d) (pravouhld) c
) tetragonalna p a;, = a,, a = 90° 4,4mm
e
(Stvorcova)
f hexagondlna p a, = a,, a = 120° 3,3m, 6, 6mm

(Sestuholnikova)
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3.3.2 Bodové grupy rovinnych periodickych Struktur

V predchadzajucej casti boli opisané sumernosti rovinnych mriezok bez néplne, tj. bez
ohladu na pritomnost S$truktirneho motivu. Struktirny motiv mé vlastni bodovd
simernost, ktord méze byt vyssia, rovnakd, alebo niZsia nez bodova simernost mriezky?!3.
VloZzenim Struktirneho motivu do mriezky vznikne rovinna Struktura, ktorej bodova
simernost — v porovnani s bodovou simernostou mriezky — moze byt len nizdia, alebo
rovnaka. NiZsia je vtedy, ked je bodova simernost Struktirneho motivu nizsia nez mriezky.
To znamenad, Ze rovinna struktira méze mat rovnaké operacie simernosti ako jej mriezka,
alebo menej operdacii. Zmnoziny bodovych operacii simernosti mriezky niektoré mozu
vypadnut, ale zvySok musi opat tvorit grupu. Preto bodova grupa sUmernosti rovinnej
Struktury sa bud zhoduje s bodovou grupou mriezky, alebo je jej podgrupou.

Mriezku, ktord ma bodovlu sumernost typu 2mm charakterizuji nasledujlice operacie
sumernosti (tj. prvky bodovej grupy):

identita — oznacenie e

otocenie o 180° okolo dvojnasobnej osi — oznacenie 2

zrkadlenie v jednej sustave priamok — oznalenie m,

zrkadlenie v druhej sustave priamok, kolmej na prvi — oznaCenie m,,

AW

Bodovu grupu 2mm vyjadrime zapisanim vSetkych jej prvkov: 2mm = (e, 2, my, my).
Symbol m, predstavuje sustavu priamok rovnobeznych s osou x kartezianskej suradni-
covej sustavy, analogicky symbol m, . Podgrupami grupy 2mm sd mnoziny operdcii
(e,2),(e, my) a (e, my), pokial neuvaiujeme aj dve tzv. trividine podgrupy 1 ={e} a
2mm . Podgrupa (e, 2) sa oznaluje symbolom 2, dal3ie dve spoloénym symbolom m, lebo
obidve predstavuju rovnaky typ sumernosti, liSia sa iba oznadenim osi kartezianskej
suradnicovej sustavy.

Ak ortogonalna mriezka ma simernost 2mm , tak rovinna Struktira na nej vytvorend moze
mat simernosti s oznaceniami 1,2, m, 2mm.

Bodové sumernosti 1 a 2 sa vyskytuju aj v klinogondlnej krystalografickej sustave, su
charakteristické prdve pre fu, a preto sa do ortogonalnej sustavy nezaraduju. Ak uvazime
vSetky podgrupy bodovych grup mriezok, tj. podgrupy grip 2, 2mm, 4mma6mm, tak
zistime, Ze vratane trividlnych jestvuje 10 rozlicnych typov bodovych grup, charakte-
rizujucich bodova simernost rovinnych periodickych Struktur. Su to grupy s oznaceniami:

1, 2, m, 2mm, 4, 4mm, 3, 3m, 6, 6mm. (3.11)

Ich zaradenie do Styroch krystalografickych sustav je uvedené v tab. 3.1, a zobrazené su
v dodatku D4.

13 Objekt s vy33ou simernostou (symetriou) ma vacsi poet operdcii simernosti
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Podla bodovej simernosti sa posudzuje prislusnost rovinnej struktury do krystalografickej
sustavy. Ak mriezka ma simernost vysSiu ako vyZzaduje krystalograficka sustava, do ktorej
patri Struktura, tak ide o tzv. pseudosymetriu. Napriklad ak mriezka je tetragondlna, ale
Strukturny motiv zniZuje symetriu na ortogonalnu. Bodové grupy uvedené v tabulke 3.1 na
konci svojho riadku, charakterizuji sumernost mriezky tejto sdstavy anazyvaju sa
holoédrické (uplné). Vtabulke su uvedené aj udaje o mriezkovych parametroch
charakterizujucich prislusna krysStalograficku sustavu.

3.3.2 Rovinné grupy rovinnych periodickych Struktur!4

Kazdd rovinnd periodickd Struktira sa vyznacuje jednym z piatich typov translacnej
sumernosti a jednym z desiatich typov bodovej simernosti. Translacné a bodové simernosti
vsak nemozno kombinovat lubovolne. Napriklad hexagondlna mriezka sa nekombinuje
s bodovou simernostou 4mm a pod. Kombinacie vznikaju len v ramci krystalografickych
sustav (tab. 3.1). Pocet rovinnych grup symetrie v jednotlivych sustavach ziskame
vyndasobenim poctu typov mriezky po¢tom bodovych grup. Takto dostaneme v klinogonalnej
sustave 2, ortogonalnej 4, tetragonalnej 2 a v hexagonanej 4 typy rovinnych grip. Spolu je
to 12 typov, v tabulke 3.2 st uvedené pod ¢islami 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 16, a 17.

Uvedenymi dvanastimi typmi sa simernost rovinnych periodickych Struktdr nevycerpava.
StruktUrny motiv, ale aj mriezka samotna v niektorych pripadoch vyvolavaju v $truktuire
zvlastny prvok sumernosti — skiznu priamku. PrisluSsnd operacia sa skladd zo zrkadlenia
v priamke a nasledujucej translacie rovnobeznej s touto priamkou. Transla¢na cast operacie
nepatri do translacnej grupy Struktury, lebo jej velkost sa rovna polovici najkratSieho
mriezkového vektora rovnobeZzného so sklznou priamkou. Tato transldcia je neoddelitelnou
sucastou takejto operacie simernosti. Na obr. 3.3 je znazorneny priklad rovinnej Struktury
so sklznymi priamkami. Mriezkové body su vyznacené Ciernymi krdzkami, sklzné priamky
Ciarkovane a pismenom g (z angl. glide), Strukturny motiv je v elipse, zakladna bunka je siva.

Obr. 3.3

14 Pri trojrozmernych periodickych $truktirach sa pouZiva termin priestorové grupy
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Tab. 3.2 Rovinné grupy

Typ

Cislo Krystalograficka zékladnej Bodova Oznacenie rovinnej grupy
grupy sustava grupa uplné skratené
bunky
1 klinogonadlna 1 pl pl
2 (kosouhld) P 2 p211 p2
3 plml pm
4 P m plgl pg
5 ortogonalna c clmi cm
6 (pravouhla) p2mm pmm
7 p 2mm p2mg pmg
8 p2gg pgg
9 c c2mm cmm
10 4 p4 p4
tetragonalna
11 5 ) p padmm pam
(Stvorcova) 4mm
12 pdgm pag
13 3 p3 p3
14 hexagonadlna p3ml p3ml
15 (Sestuholnikova) p 3m p31m p31m
16 6 p6 p6
17 6mm pébmm pém

Sklzné priamky su sucastou Styroch typov sumernosti (Styroch rovinnych grip), v tabulke 3.2
uvedené pod Cislami 4, 7, 8 a 12. Poslednd, sedemndsta grupa — uvedend pod Cislom 15, sa
podoba na grupu pod cislom 14, odliSuju sa len orientdciou Strukturneho motivu so
sumernostou 3m vzhladom na mriezku. Zmenena poloha Struktirneho motivu ma vplyv na
rozloZenie prvkov sumernosti po zakladnej bunke, o ¢om sa mozZno presvedcit na obrazkoch
tychto grup v dodatku D5.

Jestvuje teda 17 typov sumernosti rovinnych periodickych Struktur, tj. 17 typov rovinnych
grup, obsahujucich operacie simernosti tychto Struktur. Ich zoznam aj s rozdelenim do
kryStalografickych sustav a bodovych griup je uvedeny vtab. 3.2. Oznacenia v tabulke
nadvazuju na oznacenia mriezok a bodovych grup. Napriklad symbol p4gm predstavuje typ
sumernosti s primitivnou (p) zakladnou bunkou so Stvorndsobnymi osami (4) so sustavou
sklznych (g) a zrkadlovych (m) priamok.

Vratime sa eSte k Strukture so sklznymi priamkami. V klinogonadlnej sustave sa nevyskytujq,
lebo tam niet ani zrkadlovych priamok.

V ortogonalnej sustave, ak je mriezka primitivna, mézu sa vplyvom tvaru Struktdrneho
motivu zmenit zrkadlové priamky na sklzné (obr. 3.3). TakZe popri grupach pm a p2mm
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patria do kryStalografickej sustavy aj grupy pg, p2mg a p2gg. Ak je mriezka centrovana,
vyskytuju sa v nej sklzné priamky bez vplyvu struktdrneho motivu (obr. 3.4). Ich pritomnost
v centrovanej Strukture preto nepredstavuje novy typ sumernosti, takZe napriklad typ cg
sa v tabulke ako samostatny nevyskytuje, lebo je totoiny stypom cm. Na obrazku su
mriezkové body vyznacené Ciernymi kruzkami, sklzné priamky Ciarkovane a pismenom g,
zrkadlové priamky plnou ¢iarou, zakladnd bunka je sivd. Naznacené su aj zakladné vektory.

V tetragonalnej mriezke sa spajaju vlastnosti ortogonalnej mriezky a mriezky
s kosostvorcovou zdkladnou bunkou (typ d na obr. 3.2). Obidve mriezky maju bodovu
sumernost 2mm, ale odliSuju sa polohou zrkadlovych priamok vzhladom na dvojicu
primitivnych vektorov — v ortogondlnej su rovnobezné so stranami primitivhej bunky, v
kosostvorcovej s jej uhloprieckami. V tetragonalnej mriezke su pritomné obidva druhy
zrkadlovych priamok. Pre mriezku s kosostvorcovou zakladnou bunkou su teda
charakteristické Sikmé sklzné priamky, ktoré sa vyskytuju aj v tetragonalnej mriezke. Ich
pritomnost v tetragonalnej strukture preto neznamena novy typ simernosti, Novy typ vsak
mbze vytvorit vhodny Struktdrny motiv, ktory zmeni horizontalne a vertikdlne zrkadlové
priamky na sklzné.

V symbole p4mm sa prvé m vztahuje na sustavu zrkadlovych priamok rovnobeznych so
zakladnymi vektormi (horizontalne a vertikdlne priamky), druhé m sa vztahuje na priamky
rovnobezné s uhloprieckami zakladnej bunky (Sikmé priamky). Preto popri type siumernosti
p4mm sa v tetragonalnej krystalografickej sistave méze vyskytovat ako samostatny aj typ
p4gm , nie viak typy pdmg a pdgg. Aj tieto typy je vhodné porovnat na obrazkoch
v dodatku D5.

V hexagonadlnej krysStalografickej sustave niet takych typov symetrie, v ktorych by
pritomnost sklznych priamok bola vyvolana struktirnym motivom. Zakladom tejto sustavy je
hexagonalna mriezka, v ktorej sa opat spajaju sumernosti dvoch typov mriezok -
centrovanej ortogonalnej a kosostvorcovej. V centrovanej ortogondlnej mriezke sa vyskytuju
horizontdlne aj vertikalne sklzné priamky. Preto sa v hexagonalnej mriezke vyskytuju
horizontalne, vertikalne, aj Sikmé sklzné priamky. Ich pritomnost v hexagonalnej Struktdre
nepredstavuje novy typ sumernosti.
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3.3 Sumernost trojrozmernych periodickych struktir

Pri trojrozmernych Strukturach, v porovnani s dvojrozmernymi Struktdrami, je situdcia
zloZitejSia. Pri hfadani moznych typov priestorovych mriezok mohli by sme postupovat
podobne ako pri rovinnych mriezkach, tj. hladat treti najkratsi vektor. Zistili by sme, Ze
jestvuje 14 typov priestorovych mriezok, ¢ize 14 typov translaénej simernosti (— dodatok
D6), ktoré urcil A. Bravais uz vroku 1848. Podla typov bodovej sumernosti sa delia do
siedmich krystalografickych sustav. Sedem bodovych holoédrickych grip, charakterizujucich
sumernost mriezok, spolu so svojimi podgrupami, tvori 32 rozlicnych grip bodovej
sumernosti trojrozmernych periodickych struktdr. Nizsiu nez holoédricki bodovd sumernost
maju Struktury, ktorych Struktdrny motiv ma nizsiu simernost neZ mriezka, alebo je
vzhladom na mriezku nevhodne orientovany. Pre bodové grupy krystalov sa pouzival aj
termin oddelenia, resp. triedy simernosti. Opisuju makroskopickl simernost krystalov —
sumernost ich vonkajSich tvarov, ako aj simernost fyzikalnych vlastnosti. V tabulke 3.3 je
uvedené rozdelenie 14 typov Bravaisovych mriezok a 32 bodovych grup do siedmich
krystalografickych sustav. Toto rozdelenie je délezité, lebo podla bodovej simernosti
(prislusnej bodovej grupy) sa posudzuje prislusnost krystalu do krystalografickej sustavy.

Vtabulke je uvedené, aké su vztahy medzi mriezkovymi parametrami v jednotlivych
sustavach. Posledna bodova grupa uvedena pri kryStalografickej sustave je holoédricka,
ostatné su jej podgrupy. Na oznacenie bodovych grip je pouzitd neskratend medzinarodna

. , = . Ly . . . 6
symbolika. Napriklad symbol 1 predstavuje inverziu, 4 Stvornasobnu inverznu os, —

Sestnasobnu os a zrkadlovd rovinu na fiu kolmu, 3m trojndsobnd os leZiacu v zrkadlovej
rovine. Symboly v bodovych grupach maju uréené aj poradie. Napriklad v kubicke] sustave,
ak sa symbol skladd z troch znaciek za sebou, prvy sa vztahuje na hranu kocky, druhy na
telesovu a treti na stenovu uhlopriecku. Pri oznaceni uhla medzi dvoma zakladnymi vektormi
sa v tabulke pouZiva index tretieho z vektorov. Znacka P predstavuje primitivnu zakladnu
bunku, C — bazicky centrovanu, | — objemovo centrovanu a F — ploSne centrovanu. Ak je
niekolko takychto symbolov uvedenych v zatvorke, znamena to, Ze prislusné typy mriezok su
rovnocenné, liSia sa len volbou zakladnych vektorov. Index sa pripisuje podla toho, ktora
stena zdkladnej bunky je centrovana (napr. C1 , C;), pri€om pri priradeni indexu plati
rovnaké pravidlo ako pri uhloch medzi zakladnymi vektormi.

Struktira kazdého krystalu ma istd simernost translaént aj bodovd. Rézne kombinacie
transla¢nej a bodovej simernosti, dalej pritomnost réznych sklznych rovin a skrutkovych osi
vytvara 230 réznych typov sumernosti trojrozmernych periodickych Struktir, struéne — 230
priestorovych grup. Ich podrobny opis je v medzinarodnych tabulkach [3]. V prirode nie su
jednotlivé typy simernosti zastlipené rovnomerne, niektoré sa vyskytuju ¢asto, iné nemaju
medzi krystalmi doposial reprezentantov.

Pocet typov simernosti v rovinnych a priestorovych Strukturach je pre porovnanie sihrnne
uvedeny v tabulke 3.4 .
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Tab. 3.3 Mriezky a bodové grupy trojrozmernych struktur

Krystalograficka
sustava

Triklinicka

Monoklinicka

Rombicka

Tetragonalna

Trigonalna
(Romboédricka)

Hexagonalna

Kubicka

Periodické
Struktary
rovinné

priestorové

Mriezkové parametre Typ mriezky Bodové grupy
a, a,, a _
1r 72273 P 1,1
a;, ay, as
a, a,, as P ) 2
0(1=C¥3=90°, aZ (Cl,C3,/) e
a,, a,, as P, I F 299 2222
o ymmei,———
a; =a; =az =90 (C1, G, G) mmm
_ 4
4,4 ,— ,422
a = ap, a3 p | m
a1=0(2=a3=90° ’ _ 422
dmm,42m,———
mmm
a1 - a2 - a3
a, = a, =az #90° R
alebo: _ _2
3,3,32,3m,3—
a1 - a2 ) a3 m
a, = a, =90°, P
az = 120°
_ 6
a, = az, az 6,6,— ,622
a1=a2=900, P m 62 2
as = 120° 6mm, 62m, ———
mmm
a, = ay = a, 23, 3, 432
P, I, F
a1=a2=a3=900 Zl-3m igz
’ m
Tab 3.4 Prehlad poctu typov simernosti
Krystalografické . ) Priestorové
) Typy mriezok = Bodové grupy o
sustavy (rovinné) grupy
4 5 10 17
7 14 32 230
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4. Vazbové sily v tuhych latkach

4.1 Chemicka vazba

Predchadzajuce Casti boli venované systematike Struktur tuhych latok. Nasledujuca ¢ast sa
zaoberd sudrinostou castic, ktoré tuhd latku vytvaraju. Zakladnym je v tomto smere
problém chemickej vazby. Ak ho chceme désledne fyzikdlne vysvetlit, nemozno sa v sicasnej
dobe zaobist bez kvantovej mechaniky. Kvantova mechanika nielen Ze spresriuje klasicku
tedriu chemickej vazby, ale napriklad povahu kovalentnej vazby nemozno klasicky vobec
interpretovat. Napriek tomu niektoré problémy chemickej vazby mozno aspon kvalitativne
vysvetlit klasicky.

Presny opis interakcie dvoch atémov tvoriacich molekulu, je velmi naroc¢ny. Obidva atomy
pozostavaju z jadra a elektrdnov, tj. z vdacsieho poctu mikrocastic, pri ktorych je nevyhnutné
pocitat s ich vlnovymi vlastnostami. Preto sa principidlne treba opierat o riesenia
Schrédingerovej rovnice. Vo vseobecnosti mozno povedat, Zze ak Uhrnna energia interagu-
jucich atébmov je mensia nez sucet ich energii v izolovanom stave, potom atomy vytvaraju
stabilni molekulu. Ak pri priblizovani sa atdmov energia sustavy vzrasta, p6sobia medzi nimi
odpudivé sily, a vznik stabilnej molekuly nie je mozny.

Medzi atdbmami poOsobia sily gravitacné, magnetické a elektrické. Ohodnotime ich velkosti.
Dva najtazsie atdmy s hmotnostnymi Cislami 250, nachadzajlce sa vo vzdialenosti 0,3 nm
maju vzajomnu gravitaénd polohovl energiu —2,4 x 10732eV. Dva Bohrove magnetény
(elementdrne magnetické momenty) maju v rovnakej vzdialenosti vzajomnu polohovu
energiu velkosti —7 X 10~ %eV. Tato energia je uZ podstatne vacsia ne? gravitaéna, da sa uz
merat. Napriek tomu je podstatne mensia nez vazbova energia atomov v molekulach
a krystaloch. Vazbovej energii velkostou zodpovedd elektrostaticka interakcia medzi
atémami.

Vzdjomna polohova energia dvoch elementdrnych elektrickych nabojov, nachadzajucich sa
vo vzdialenosti 0,3 nm ma hodnotu —5 eV. Radovo sa zhoduje s rozdielmi energii medzi
hladinami vonkajsich, tzv. valencnych elektrénov, prostrednictvom ktorych sa uskutocnuje
chemicka vazba medzi atdmami.

Pre kazdu molekulu je charakteristickd rovnovazna vzdialenost jadier atdmov, z ktorych
pozostdava. Na zvdcSenie ale aj na zmenSenie tejto vzdialenosti je potrebné vonkajsie silové
pbsobenie. Pri zvacésovani vzdialenosti sa medzi atdbmami molekuly prejavuju pritazlivé sily,
pri zmensovani — sily odpudivé. V rovnovainej vzdialenosti sa tieto sily vzajomne kompen-
zuja.

Sila sa da vyjadrit ako gradient polohovej energie, ¢o poukazuje na suvislost medzi silou
a energiou pri opise vazby medzi dvoma atémami. VSeobecna zavislost vzajomnej polohovej
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energie W, dvoch atomov, tvoriacich stabilnd molekulu, od ich vzajomnej vzdialenosti, je
znazornena na obr. 4.1. Pritazlivé sily sa prejavuju v oblasti, kde so vzrastom vzdialenosti
rastie vzajomna polohovd energia (od bodu 7, vpravo), odpudivd tam, kde klesa.
RovnovaZna poloha — pri vyrovnani pritaZlivych a odpudivych sil — preto zodpovedd minimu
vzdjomnej polohovej energie. Na obr. 4.1 je schematicky znazorneny aj priebeh zavislosti sily
F od vzdialenosti atdmov. Hodnoty pod vodorovnou osou odpovedaju odpudivym silam.

Obr. 4.1

Zavislost polohovej energie W, od vzdialenosti medzi atémami, ako je znazornena na obr.
4.1, sa da analyticky vyjadrit pribliznym vztahom
A B

VVp = ﬁ - 7"_m ) (41)
kde prvy €len savisi s odpudivymi silami, a druhy (zaporny) s pritazlivymi silami; vsetky ¢leny
A,B,m,n su kladné konstanty, pricom n > m. Tento vztah vystihuje skutocnost, Ze
pritaZlivé a odpudivé sily sa so vzdialenostou r nemenia rovnako, Ze odpudivé sily maju
strmsiu zavislost (n > m). Vhodnym vyberom konstint vo vztahu (4.1) sa d4 dosiahnut
pomerne dobry suhlas medzi vypocitanymi a experimentalne ziskanymi zavislostami energie
W, od vzdialenosti r. Napriek tomu vztah (4.1) nedokaZe vystihnut vietky detaily tejto
zavislosti. Analyticky vhodnejSia zavislost je zndma z kvantovej mechaniky, iked treba
poznamenat, Ze svojim priebehom je zhodna so zavislostou na obr. 4.1

Z hladiska kvantovej mechaniky je delenie energie W, na Cast odpudivu a pritaZlivi viac-
menej konvencéné, ale pri klasickom, resp. poloklasickom pohlade na chemicku vazbu je
vyhodné hovorit oddelene o pricinach odpudivych a pritaZlivych sil. Pritazlivé sily budu
opisané v dvoch krajnych pripadoch chemickej vazby — pri kovalentnej a pri idnovej vazbe.
Ostatné typy interakcii medzi atdmami resp. molekulami budd opisana az v ¢lankoch
o krystdloch, v ktorych sa takéto interakcie prejavuju.
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4.1.1 Odpudivé sily

Pritazlivé sily medzi atdbmami vytvarajucimi molekuly, resp. tuht latku sa pri jednotlivych
typoch chemickej vazby navzajom odliSuju svojim charakterom. Odpudivé sily su vsak vo
vietkych pripadoch rovnakej povahy®®. Medzi odpudivé sily treba zaratat v prvom rade
interakciu jadier atédmov, na ktorych je skoncentrovany kladny naboj. Ich interakcia je vsak
tienena elektréonmi. K odpudivym silam treba pripocitat vzajomné pdsobenie prenikajucich
sa elektrénovych obalov atémov. ESte pred vznikom kvantovej mechaniky Max Born pocital
na zaklade takychto predstav potencidl odpudivych sil a dostal preri mocninovu zavislost
typu b/r™ ako je uvedend vo vztahu (4.1). Born si vytvoril staticky model s elektronmi
nehybne uloZzenymi na povrchu gule, v strede ktorej sa nachddzalo jadro atému. Takyto
postup nezohladrioval vinové vlastnosti elektronov, preto nemohol viest k dokonalému
vysvetleniu vlastnosti odpudivych sil. Uspokojivé vysledky poskytuje vypocet vyuZivajuci
kvantovi mechaniku, pri ktorom sa statické rozdelenie elektronov nahradza spojitou
distribu¢nou funkciou ur¢enou druhou mocninou modulu vinovej funkcie.

Obr. 4.2

Najjednoduchsi vypocet potencidalu odpudivych sil metdédou kvantovej mechaniky mozno
ukazat na prenikani proténu do atému vodika. Nech sa v bode A (obr. 4.2) nachadza jadro
atému, bod C nech reprezentuje okamzitu polohu jeho elektréonu. Ked sa k atému priblizi
dalsi protén (bod B), celkovu energiu sustavy vyjadrime ako sucet energie atomu vodika
a dodatoc¢nej polohovej energie:

W= e? (1 1)_ e? <1 1 > 42)
4me, \r 1y 4me, \r \/r2+raz—2rrac0519 ' '

Takto vyjadrena energia W sa vztahuje na okamZitu polohu bodového elektrénu. Pri vypocte

metddou kvantovej mechaniky treba poéitat so strednou hodnotou energie (W), ktora sa
ziska stredovanim pomocou vinovej funkcie W elektrénu

(W) = fWI‘PIZdV, (4.3)
|4

pricom treba integrovat cez cely priestor, v ktorom sa elektron nachadza. Predpokladajme,
Ze atém vodika sa nachadza v zdkladnom stave 1s, takZe vinova funkcia prislusna tomuto
stavu ma tvar

15 Vo vietkych pripadoch viak ide o sily elektromagnetickej povahy, o elektromagneticku fyzikalnu interakciu
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(ma3)~1/%e7"/e, (4.4)

kde a je polomer prvej Bohrovej drahy. Vztah (4.2) pred dosadenim do (4.3) treba najprv
upravit. Ked zavedieme substitucie

y=—, a R=2r/a

energiu rozvinieme do Taylorovho radu a upravime podla mocnin y/R , tak pre y <R

dostaneme
e? 2[ycos9 vy?/3 1
= — — Z_ | — 219__
47‘[8061[ R? +R3 (ZCOS 2)+
aprey >R
W= e? 2 (1 1>+Rcosz9+R2(3 2 g 1)+
"~ 4me,al\y R y? y3 ZCOS 2

Vzhladom na gulovl symetriu atdmu vodika v zakladnom stave je vyhodné poditat integral
(4.3) vo sférickej suradnicovej sustave, v ktorej dV = r?sind dd de dr. Pri integrécii
vypadnu vsetky ¢leny obsahujuce funkciu cos 9, takze zostane len vyraz

e? (/1 1 a
W) = - (———) Y y2dy = 2B, (1 4= )e2r/e, 45
w) 4ﬂeoaL ;T R)ETVY o( +r)e (4-5)
kde
o2
°:_4nsoa

je energia atomu vodika v zadkladnom stave.

Tento postup teda vedie k exponencidlnej zavislosti polohovej energie odpudivych sil a nie
k mocninovej, ako to vyplyva z Bornovho klasického vypoctu.

Ziskany exponencialny tvar ma SirsSiu platnost, ako iba v uvedenom jednoduchom priklade.
Vieobecne sa pouziva zavislost v tvare be~"/9, kde b a q su konstanty, ktoré sa daju urcit
aj experimentalne. Exponencidlny tvar lepSie suhlasi s experimentdlnymi udajmi, neZ
mocninovy. Napriklad exponent n v mocninovom tvare br " sa pri alkalickych halogenidoch
(NaCl, LiBr a pod.) meni v rozsahu od 5 (zlu€eniny litia) az po 11 (zlu¢eniny cézia), zatial ¢o q
z exponencialnej zavislosti sa od svojej strednej hodnoty neodliSuje viac nez o 6%.

Uvedena kvantovomechanickd metéda vypoctu odpudivej energie je len priblizna. Ak sa
k atdmu vodika znacne priblizi dalsi protdn, vinova funkcia elektrénu sa uz nebude zhodovat
svinovou funkciou zakladného stavu atému. Pri presnom vypocte treba uvaZovat
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s pohybom elektronu v poli obidvoch proténov, ¢o vedie kinym vinovym funkciam
a odlisSnému spektru energii v porovnani so spektrom izolovaného atému vodika.

Ked sa dva atédmy natolko priblizia, Ze tvoria jednotnu sustavu, vznika nové energetické
spektrum liSiace saod povodného spektra rozstiepenim hladin energie. Podla Pauliho
vylucovacieho principu sa v jednej sustave nemézu nachadzat dva elektrény v rovnakom
kvantovom stave. Ak su v dosledku toho niektoré elektrony nutené obsadit vyssie hladiny
energie, ako vizolovanych atémoch, tak podstatne vzrastie energia sustavy, s ¢im suvisi
vznik odpudivych sil. Tento faktor je pri vzniku vazby medzi atdmami ovela délezZitejsi nez
odpudivé elektrostatické posobenie medzi elektronmi.

Vzrast energie pri zmenseni vzdialenosti atdbmov molekuly pod jej rovnovaznu hodnotu je
neobycajne prudky. Zo vztahu (4.5) vyplyva, Ze ked sa vzdialenost z rovnovaznej hodnoty
zmensi na polovicu, odpudiva ¢ast polohovej energie vzrastie priblizne 8-krat (pritazliva cast
polohovej energie v idonovych krystaloch sa pritom zvacsi len 2-krdat). Tento prudky vzrast
energie vysvetluje charakteristické vlastnosti tuhych latok — neprestupnost a tvrdost.
Sucasne umoznuje priradit atdmom vyznamnu veli¢inu — efektivny atomovy polomer, pod
ktorého hodnotu je velmi tazké zmensit ich rozmery.

4.1.2 Kovalentnd vazba

Kovalentnad vazba medzi atdbmami sa realizuje prostrednictvom jednej, alebo viacerych
dvojic elektrénov, ktoré pri vazbe nadobudaju charakter elektrénov spolo¢nych pre obidva
viaZuce sa atomy. Hustota pravdepodobnosti vyskytu tychto elektréonov je najvacSia na
spojnici medzi atdbmami, ¢im sa medzi kladnymi atdmovymi zvySkami vytvdra zaporny
priestorovy naboj, podsobiaci na ne pritazlivymi silami. Typickym a najjednoduchsim
prikladom sustavy, v ktorej sa realizuje kovalentna véazba, je vodikovd molekula. Ziskat
rozdelenie hustoty pravdepodobnosti vyskytu elektrénov vo vodikovej molekule nie je
mozné klasickou cestou, ale len prostrednictvom rieSenia Schrédingerovej rovnice.
Uvedieme zakladné ¢rty postupu, ktorym ho touto cestou ziskali W. Heitler a F. London
v roku 1927.

Predstavme si dva izolované vodikové atémy, oznaéme ich indexmi a a b. Dovolené stavy
elektrénov (hladiny energie) ziskame rieSenim Schrédingerovych rovnic

i:loaLpa(]-) = Eolpa(l) a ﬁobq',b(z) = E,¥, (2) ’
kde

su operatory celkovej energie, v ktorych V? je Laplaceov operator, A Planckova konstanta
delend hodnotou 2w , r,; vzdialenost prvého elektrénu od jadra ,,a“, 13, vzdialenost
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druhého elektrénu od jadra ,b“. Dalej, velicina E, predstavuje celkovi energiu atému a

“"

Y, (1) vinovu funkciu prvého elektronu v okoli jadra ,a“, priom jednotka v zatvorke
symbolizuje priestorové suradnice prvého elektrénu. Ak je jadro ,a“ umiestnené v zaciatku

sUradnicovej sustavy, a jadro ,b“ na osi x vo vzdialenosti R od neho, potom
ra1=(x2+y2+zz)1/2, rb2=[(x—R)2+y2+ZZ]1/2.

Pre zakladny stav atdmu vodika z rieSenia Schrodingerovej rovnice vyplyva, Ze prislusna
energia E, = —13,51 eV, pri¢om vinové funkcie elektrénov maju tvar

Y.(1) = (ma®) V2exp(—14/a), W¥,(2) = (ma®) V2exp(—ry,/a),
kde a je polomer prvej Bohrovej drahy (kruznice).

Druhd mocnina vinovej funkcie W, (1) predstavuje objemovu hustotu pravdepodobnosti
vyskytu prvého elektrénu v okoli jadra ,,a“; analogicky vyznam ma druhd mocnina vinovej
funkcie ¥, (2) .

Obidva atomy, i ked' su od seba velmi vzdialené, takze prakticky na seba nepdsobia, m6zeme
skimat ako jednotnu sustavu a hladat vinovu funkciu opisujicu stav obidvoch elektrénov
sucasne. Prislusnu Schrodingerovu rovnicu zapiSeme v tvare

HW¥,(1,2) = E,¥,(1,2), (4.6)
kde
H,=H,,+H,, a ¥,(1,2)=%,(1)-¥,(02).

Druhd mocnina vinovej funkcie W, (1,2) udava, aka je pravdepodobnost, Ze prvy elektrén sa
nachadza v jednotkovom objeme v okoli istého zvoleného bodu a sucasne druhy elektrén
v okoli iného zvoleného bodu. Pokial su atdmy od seba dostatocne vzdialené, nepdsobia na
seba, pohyb elektronov a teda aj pravdepodobnost ich vyskytu v priestore su nezavislé javy.
Preto je vysledna pravdepodobnost dand sucinom jednotlivych pravdepodobnosti. Tato
okolnost sa preto odzrkadluje na vinovej funkcii W,(1,2), ktora je si¢inom vinovych funkcii
elektrénov v izolovanych atémoch.

Schrédingerovej rovnici (4.6) vyhovuje aj vinova funkcia ¥,(2,1) = ¥,(2) - ¥, (1) . Takéto
vinova funkcia opisuje stav sustavy dvoch atémov, v ktorom sa prvy elektrén nachadza pri
jadre ,b“ a druhy pri jadre ,a“. Podla kvantovej mechaniky je vymena elektronov medzi
dvoma hoci vzdialenymi atémami realna. Prislusny vypocet ukazuje, Ze napriklad v sustave
elektréon — dva protény, vzdialené od seba 0,1 nm, moze elektrén prejst od jedného proténu
kdruhému az 10%-krdt za jednu sekundu. Srasticou vzdialenostou proténov tato
pravdepodobnost sice prudko klesa (pri vzdialenosti 1 nm je to uZ len 1-krat za sekundu), ale
pri teoretickych Uvahach treba kalkulovat s vymenou aj pri vacsich vzdialenostiach. Stavy
opisané funkciami W,(1,2) a ¥,(2,1) sa realizuji s rovnakou pravdepodobnostou, ¢o
znamena, Zze v dlhodobom ¢asovom priemere sa prvy aj druhy elektrén nachadzaju rovnako
dlho pri kazdom jadre.
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Rovnaka pravdepodobnost realizdcie obidvoch stavov uUzko suvisi s nerozliSitelnostou
elektrénov. Ich vymenou (permutdciou) sa pravdepodobnosti nemézu zmenit. takze pre
vlnovu funkciu W(1,2), opisujlcu stav dvoch elektrénov siéasne, musi platit

w1217 =¥QDI5, 4. ¥(1,2)=1¥(21). (4.7)
Permutaciou elektronov sa moze zmenit nanajvys znamienko vinovej funkcie.

Schrédingerova rovnica je linearna, a tak jej rieSenim je aj linearna kombindcia vinovych
funkcii ¢, ¥,(1,2) + c,¥,(2,1) . S ohladom na podmienku (4.7) sa z mnoziny linearnych
kombinacii mo6zZu realizovat len dve:

Y5(1,2) = ¥, (1,2) + ¥,(2,1) a Y\(1,2) =¥,(1,2) —¥,(2,1).
Pre prvu z nich — symetrickd — plati
Ys(1,2) = +%5(2,1),
a pre druhu — antisymetricku
Ys(1,2) = —¥5(2,1).

Ked sa atéomy priblizia natolko, Ze treba uvaZovat ich vzajomné pdsobenie, treba riesit
zlozitejSiu Schrodingerovu rovnicu

(H, + W)W(1,2) = E¥(1,2), (4.8)
kde

. e? /1 1 1
)
4’71-“30 T12 Ta2 Tph1
predstavuje energiu interakcie dvoch elektrénov medzi sebou, prvého elektrénu s jadrom

o

,b“ adruhého elektréonu sjadrom ,a“. Do energie nie je zapocitana interakcia jadier

(—e?/4me,R) , ktora sa viak do vztahov vyjadrujlcich Ghrnnd energiu musi pridat.

RieSenie rovnice (4.8) by malo poskytnut vinové funkcie W(1,2) a vlastné hodnoty energie
E. Pre posudenie stability molekuly je dolezité ziskat zavislost energie E od vzdialenosti R
jadier. Presné rieSenie Ulohy nie je moiné, lebo ide o problém Styroch castic. Za zaklad
priblizného rieSenie mozno vziat vinovd funkciu neinteragujidcich atémov, korigovanu
opravnym clenom:

W(1,2) =Ws(1,2) + ¢ alebo W(1,2) =W¥,(1,2) +¢.

V prvom priblizeni sa vSak aj korekéné funkcie zanedbdvaju, takZe zostavaju len funkcie
Ws(1,2) a W5 (1,2). Vinova funkcia elektronov v molekule (tzv. molekulova vinova funkcia —
molekulovy orbitdl) sa teda v prvej aproximdcii ziskava linedrnou kombinaciou atémovych
vinovych funkcii (atémovych orbitdlov). Tato Siroko pouZivand metdéda sa oznaluje
symbolom LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals).

Energiu E z rovnice (4.8) mbZeme zapisat v tvare

E=2E,+W,
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tj. ako sucet energii izolovanych vodikovych atomov a interakénej energie W. Velkost
interakénej energie sa pritom pocita podla vztahu

e @,2) Ww(1,2) dv; dv,
fw(1,2) w(@1,2)dv, dv,

kde W*(1,2) je komplexne zdruZzena funkcia s funkciou W¥(1,2), dV; a dV,objemoové
elementy pocitané podla suradnic prvého, resp. druhého elektronu. Vysledok vypoctu zavisi
od toho, ¢&i za W(1,2) dosadime symetrickd, alebo antisymetricki funkciu. Podla toho
dostaneme vysledky

C+A C—-A

= [ — k
Ws=11s20 YWa=1-g2 de

C = flpgm) WZ(2) Wdv, dv,,

A= [0 %) w.2) ) Wav, v,

2

5= [ .0 %@ W@ %O @, = [ [ OB,

Integral C predstavuje energiu elektrostatickej interakcie, lebo {e-W2(1)}, a {e-WP2(2)}
su elektréonové hustoty v atédme ,,a“ resp. ,b“ (e je naboj elektronu). Integral A nema taku
klasicki analogiu ako integrdl C. Vystupuju v nom tzv. vymenné hustoty elektronov
vyjadrené vyrazmi {e-¥,(1) ¥Y,(1)} a {e-¥,(2) ¥,(2)} , preto sa nazyva vymenny
integrdl. Veli¢ina S je mierou vzdjomného prekrytia vinovych funkcii ¥,(1) a ¥, (2) atémov
vzdialenych o R. Vypoctom mozZno pre S ziskat vysledok

R 1/R\?
S = [1 +E+§(E> l exp{—R/a},

podla ktoréhopriR > a S0, priR=2a S=06 apri R=a $=0,85.

Aj integraly C a A zavisia od vzdialenosti jadier, takZe mozno najst zavislosti W5 a W, od R.
Tieto zavislosti nasli Heitler a London, po velmi narocnych a rozsiahlych vypoctoch. Ak sa
k interakénym energidm pripocita aj vzajomnd polohovd energia proténov, dostaneme
celkovu energiu vodikovej molekuly:

2 2

e e
Us =— 2E, + W, Uy =— 2E, + W, .
s 47_[80"‘ o T Ws A 47_[80"‘ o T Wa

Zavislosti Us a Uy su nakreslené na obrazku 4.3. Energia U, ma len kladné hodnoty,
pribliZovanim atdémov energia suUstavy len rastie. Pri antisymetrickej linearnej kombinacii
vinovych funkcii stabilna molekula nevznikne. Naproti tomu energia Us nadobuda aj zaporné
hodnoty, podla Heitlera a Londona dosahuje minimalnu hodnotu —2,9 eV pri vzdialenosti
jadier 0,08 nm. Experimentdlne ziskané hodnoty si —4,478 eV pri vzdialenosti 0,075 nm.
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Neskor, presnejSim rieSenim Schrodingerovej rovnice ziskali James a Coolidge hodnoty
—4,454 eV pri vzdialenosti jadier 0,074 nm.

U eVl

R [10™°m]

Obr. 4.3

DoterajSie Uvahy vynechali uUlohu spinovych momentov elektrénov, ich orientaciu.
Z vlastnosti vinovych funkcii, ktoré suvisia s Pauliho vyluc¢ovacim principom vyplyva, Ze
spinové momenty v stavoch opisanych symetrickou vinovou funkciou musia byt orientované
nesuhlasne. Dvojica elektronov sprostredkujica kovalentnu vazbu ma teda spinové
momenty orientované proti sebe, takZze vysledny spinovy moment dvojice je nulovy. Tento
vysledok sa potvrdzuje nielen pri vodikovej molekule, ale plati vSeobecne.

Pomocou obrazkov mozno nazorne ilustrovat vznik stabilnej vodikovej molekuly, resp. jej
ionu — HJ. Tento i6n predstavuje sustavu dvoch proténov a jedného elektrénu. Podla
metddy LCAO zvolime vinovu funkciu elektrénu v tvare linedrnej kombinacie vinovych
funkcii zodpovedajucich izolovanému stavu atému vodika. Do Uvahy prichadzaju opat len
dve kombinacie — symetricka ¥, + W, aantisymetricka W, — ¥, , kde napr. ¥, opisuje
stav elektrénu v okoli izolovaného atému ,,a“. Sucet vinovych funkcii W, + W}, v zavislosti od
vzdialenosti proténov je zndzorneny na obr. 4.4. Pri velkej vzdialenosti sa vinové funkcie ¥,
a W, neprekryvaju, takZze uprostred medzi proténmi je nulova hustota pravdepodobnosti
vyskytu elektronu. Pri vzdialenosti niekolkych Bohrovych polomerov zadinaju sa vinové
funkcie pozorovatelhe prekryvat a pri rovnovaznej vzdialenosti proténov iénu HY je uZ na
spojnici protédnov znacna hustota pravdepodobnosti vyskytu elektrénu. S tym suvisi vznik
zaporného priestorového naboja a pritazlivych sil zarucujucich stabilitu sustavy. Ako vidno z
obrazku 4.4d, antisymetricka kombinacia vinovych funkcii vedie k zmenseniu zaporného
priestorového naboja medzi protédnmi, takze chyba kompenzacia odpudivych sil medzi nimi.
Preto antisymetricka kombindcia vinovych funkcii neméZe opisovat stabilnd sdstavu Hy .

Kovalentna vazba sa v tuhych latkach vyskytuje velmi ¢asto. Jej vysvetlenie, ktoré podali
Heitler a London, bolo velkym Uspechom kvantovej mechaniky, ktora sa tak stala dolezitym
nastrojom v teoretickej chémii a fyzike tuhych latok.
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4.1.3 |6nova vazba

Vysvetlenie idnovej vazby nie je po matematickej stranke také zlozité ako v pripade
kovalentnej vazby. Jej vznik je podmieneny elektronovymi konfiguraciami viaZzucich sa
atomov. Typickym prikladom na iénovu vazbu je molekula NaCl. Izolovany atom sodika ma
obsadené prvé dve vrstvy desiatimi elektronmi, v tretej vrstve ma jediny elektrén. Nachadza
sa od jadra najdalej, navyse pritazlivy Gcinok jadra je tieneny ostatnymi elektronmi.
Efektivny ndboj pdsobiaci na najvzdialenejsi elektron je tak len +¢, a nie +11e, akym je pre
elektrény nachddzajluce sa k jadru najblizSie. Preto na ionizdciu atému sodika postacuje
pomerne mald energia. Podobnd situdcia je aj pri ostatnych prvkoch z prvého stipca
Mendelejevovej tabulky.

Atém chléru ma spolu 17 elektrénov, ktoré celkom zapliiaju prvé dve vrstvy a stav 3s.
V stave 3p, kam sa v sulade s Pauliho vylu¢ovacim principom mdzZe umiestnit 6 elektrénov,
sa ich nachadza len 5. Je zname, Ze atdmy s podobnou konfiguraciou ochotne prijimaju dalsi
elektrén, ¢im sa vytvori konfigurdcia elektronov zhodnd s konfiguraciou niektorého
vzacneho plynu. Z elektricky neutrdlneho atému chléru tak vznikne pomerne stabilny ién
Cl~, lebo prijatim elektronu sa uvolni energia, takZze celkova energia iénu Cl~je mensia nez
energia neutrdlneho atému Cl .

Atém sodika pomerne lahko straca vonkajsi elektron a pripadny blizky atém chléru sa
ochotne s nim spoji na zaporny ién. Kladny ién sodika a zaporny ién chléru moézu vplyvom
pritaZlivych elektrostatickych sil vytvorit stabilni molekulu. Na rozdiel od kovalentnej vazby
vo vytvorenej molekule niet elektrénovych dvojic spolo¢nych obom atémom (iénom).
Hustota pravdepodobnosti vyskytu elektrénov na spojnici medzi ionmi dosahuje prakticky
nulovu hodnotu, ¢im sa ibnova vazba podstatne lisi od kovalentne;.
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Na posudenie stabilnosti molekuly NaCl uvedieme energeticku bilanciu. Na ionizaciu atému
sodika je potrené dodat energiu 5,14 eV, ¢o vyjadrime zapisom

Na+5,14eV — Nat +e”,
Pri prijati elektronu neutralnym atédmom chléru sa uvolni energia 3,61 eV, takze
Cl + e — ClI-+3,61eV.
Na vytvorenie obidvoch iénov treba dodat rozdiel uvedenych energii, takze
Na+Cl+1,53eV — Na*+ CI".

Vzniknuté idny pdsobia na seba elektrostatickou pritaZlivou silou. Predpokladajme, Ze sa
nachdadzaju od seba nekoneéne daleko a Ze ich vzajomna polohova energia je vtedy nulova.
Po priblizeni na vzdialenost napr. 0,4 nm, nadobudne ich vzajomna polohova energia taku
hodnotu, ako dva elementérne naboje e~ a e' v rovnakej vzdialenosti:

eZ

Wy = ——o,
P 4me R

po vypocte W, = —3,6 eV ..

To znameng3, Ze pri pribliZzeni sa iénov z nekonecna do vzdialenosti 0,4 nm sa uvolni energia
3,6 eV. Znazornime to zapisom
Na* + CI- — Nat+ Cl™+ 3,6eV
o 0,4 nm
Ak do bilancie energie zapocitame aj vznik idnov, tj. spotrebu 1,5 eV, dostaneme vysledny
vztah

Na* + Cl- — Nat+ Cl™+ 2,1eV
oo 0,4 nm

z ktorého vyplyva, Ze pri vzdialenosti 0,4 nm by molekula NaCl mohla byt stabilna. Pri tejto
vzdialenosti idnov sa odpudivé sily prakticky eSte neuplatiiuji, vznikaju az vtedy, ked sa
elektrénové obaly idnov (presnejsie — vinové funkcie elektrénov) za¢nu Ciastocne prekryvat.
Odpudivé posobenie ma vplyv na hodnotu vazbovej energie molekuly, ktora sa tym znizuje.

Zavislost celkovej energie molekuly od vzdialenosti idnov, ak ma byt uréena exaktne, musi sa
pocitat metddami kvantovej mechaniky. Je podobna ako zavislost energie U na obr. 4.3,
pravda s odliSnymi ciselnymi hodnotami. V izolovanej molekule NaCl dosahuje celkova
energia minimum —4,2 eV pri vzdialenosti iénov 0,24 nm. Pri tejto vzdialenosti su pritazlivé
a odpudivé sily v rovnovahe a molekula je stabilna.

V prirode sa vsak izolované molekuly prakticky nevyskytuju, znama je len krystalicka forma
NaCl. Suavisi to s bilanciou energie ¢o bude podrobne rozobrané v nasledujiucom ¢lanku
o iénovych krystaloch.

Okrem kovalentnej a idnovej vazby sa v tuhych latkach uplatfiuja aj dalSie typy chemickej
vazby, ¢o do vyznamu a vyskytu menej délezité. Pri ich vysvetlovani sa vSsak mozZno opriet
o predstavy ziskané v uvedenych dvoch pripadoch, takZe ich moino uvadzat uz priamo
v suvislosti s vazbami Castic v tuhych latkach, nie je nevyhnutné uvadzat ich samostatne.
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4.2 I6nové krystaly

Podmienky na vznik iénového krystalu su podobné ako podmienky na vznik molekuly
sidnovou vazbou. Aj idnovy krystal pozostdva z dvoch druhov atémov, z ktorych jeden
pomerne lahko straca elektrény a druhy naopak — elektrény l'ahko pribera.

Vidnovom krystali sa uplatiiuju dva druhy elektrostatickych sil — pritazlivé medzi iénmi
s opaénymi znamienkami, aodpudivé — medzi iénmi so suhlasnymi znamienkami.
Nevyhnutnou podmienkou pre vznik idbnového krystalu je, aby pritazlivé sily medzi ionmi
prevladli nad odpudivymi. Preto idbny musia byt v krystali rozmiestnené tak, aby najblizsi
susedia kazdého iénu mali opacnu elektricki polaritu. Takéto usporiadanie je zretelné
napriklad na Struktdrach krystalov NaCl (obr. 4.5) a CsCl (obr.4.6), typickych reprezentantoch
krystalov s idnovou vazbou.

Obr. 4.5 Obr. 4.6
Struktira NaCl Struktira CsCl

Pre tieto Struktury je typické striedavé obsadzovanie koordinacnych sfér idnmi opacného
znamienka. Na prvej koordinacnej sfére (sféra najblizSich susedov) maju iény opacné
znamienka ako centrdlny ién, na druhej sfére idny maju suhlasné znamienka atd. Pocet
idbnov na jednotlivych koordinacnych sférach, ako aj polomery tychto sfér, zavisia od
Struktury a chemického zloZenia krystalu.

I6bnova vazba nema charakter nasytenej vazby, ako ma kovalentnda vazba, tj. pocet
najblizSich susedov idnu (koordinacné Cislo) nie je obmedzovany mocenstvom idnu. Krystal
je vSak ako celok elektricky neutralny, ¢im je uréeny podiel poétu kladnych a zdpornych
idnov v krystali, resp. v kazdej zakladnej bunke.

Vazbova energia pripadajuca na jeden idn je v krystali ind neZ v izolovanej molekule.
Uvedieme vypocet pre krystal NaCl. Na fubovolny ién Na* leZiaci dalej od povrchu kry3télu
posobi :
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a) 6idnov Cl~ prvej koordinacnej sféry pritazlivymi silami. S tym suvisi vzajomna
polohovd energia

1 e?

dmeg T,
kde r; je polomer prvej koordinacnej sféry, tj. najkratsia vzdialenost medzi iénmi
Na* a Cl~ (v kry3tali NaCl r; = 2,814 x 107 1°m .)

b) 12iénov Na*t druhej koordinaénej sféry odpudivymi silami (rz = rlx/f) , S Cim suvisi

W1=_6

polohova energia

eZ

47'[80 rl\/i ’

c) 8idnov Cl~ tretej koordinaénej sféry s polomerom r; = r;V/3 pritazlivymi silami,

WZ = +12

pricom prislusnd polohova energia ma hodnotu

W; = -8 ! i
4me, /3’
atd.
Sucet energii W, , W, ...poskytne vysledok
ool E(go2 B 8, ) e
4me, 1 V2 V3 VA 45 dmeo 1y

kde A je tzv. Madelungova konstanta. S ohladom na pomaly pokles coulombovskej energie
so vzdialenostou treba pri vypocéte konstanty A vziat do Uvahy pomerne velky pocet ¢lenov
suétu, tj. zapoditat interakciu iénu aj s pomerne vzdialenymi koordinaénymi sférami.
Madelungova konstanta nezavisi od velkosti mriezkového parametra, takie pre vsetky
idbnové krystaly s rovnakym typom Struktury ma rovnakd hodnotu. Pre Strukturne typy
pozostavajuce z kladnych a zapornych iénov rovnakého mocenstva ma nasledujice hodnoty:

typ NaCl 1,748
typ CsCl 1,763
typ sfaleritu 1,638
typ wurtzitu 1,641

Prispevok odpudivych sil, ktoré vznikaju prekryvanim elektronovych obalov (vinovych
funkcii) idnov vyjadrime pomocou Bohrovho vzorca (4.1) v tvare W = +B/r™, kde kladné
znamienko dokumentuje odpudivy charakter interakcie. Uhrnna polohova energia jedného
ionu ma hodnotu

e? B

+—. (4.9)

w'=-A
4te,r T

Pri rovnovazinej vzdialenosti idnov 7, enrgia W' nadobidda minimum, takzZe plati

dw’ 4 e? nB — o
dar ) _ - Tdmeyrz orptt

—'o
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z ¢oho vyplyva

Ae?
4men

-1 (4.10)

a pre energiu ionu

e? 1
wW'=-A (1 — —) .
4me,T, n

Posledny vztah vyjadruje energiu lubovolného iénu (Na* alebo CI7)v poli ostatnych iénov.

Energia kryStalu skladajuceho sa z N kladnych a N zapornych iénov ma hodnotu

2

1 e 1
W ==2NW' = —NA (1 — —) . 411
2 4me,t, n ( )

Faktor 1/2 v tomto vztahu vystupuje preto, lebo vo vyraze 2NW' sa energia kazdého paru
idnov vyskytuje dvakrat.

Exponent n zc¢lena pre energiu suvisiacu s odpudivymi silami sa da ziskat meranim
stlacitelnosti krystalu. Tato moznost suvisi s tym, Ze pri vSestrannom tlaku na krystal sa
posobenie vonkajsich sil kompenzuje prave odpudivymi silami, vzrastajdcimi pri prekryvani
sa vinovych funkcii idnov.

Koeficient stladitelnosti k sa definuje vztahom

_1dv
Vdp’
kde V' je objem a p tlak. Pri adiabatickom stlacani plati dW = —p dV, takie
!_ % d*w 4.12
ko dvz’ (4.12)

Objem krystalu sa da vyjadrit pomocou vzdialenosti r dvoch najblizSich idnov s opaénymi
znamienkami

V =cNr3, (4.13)

pricom hodnota konstanty c¢ zavisi od Struktury krystalu. Pre Struktdru typu NaCl ma
hodnotu ¢ = 2, pre $truktiru typu CsCl ¢ = 8v/27. Vztah (4.13) umoZfiuje prepisat vztah
(4.12) do tvaru, v ktorom ako nezavisle premennad vystupuje r. Najprv vsak treba uskutocnit
nasledujucu Upravu

dw _dwdr _ &W _dw dr  d*W <dr)2
dv — dr dv dvz — dr dvZ = drz \dV

2
V rovnovaznej polohe, tj. pri r =r1,, plati (i—V:) = 0, pricom pre vyraz (j—;) pomocou
vztahu (4.13) ziskame
(dr)z 1
dv/,, ~— 9c2N2r}’

41



Dalej zo vztahov (4.9), (4.10) a (4.11) ziskame Gdaj

2wy  e? NA 1( H
dr? ) C4me, 13 " '

o

Po ich dosadeni do vztahu (4.12) dostaneme pre koeficient stlacitelnosti vysledok

1 _eZA(n—l) 114
k  9cdme,rt (4.14)

Extrapoldciou experimentalne ziskanych hodndt koeficienta stlacitelnosti k absollutne
nulovej teplote aich dosadenim do vztahu (4.14) boli ziskané nasledujice hodnoty pre

exponent n:
krystal LiF LiCl LiBr NaCl NaBr
n 59 8,0 8,7 91 9,5

V porovnani so zavislostou potencidlnej energie medzi dvoma bodovymi nabojmi, ma
exponent n velkd hodnotu, ¢o suvisi s prudkym vzrastom odpudivych sil a polohovej
energie pri priblizovani sa idnov pod ich rovnovaznu vzdialenost. Hodnoty n sa pre rdozne
kryStaly navzajom dost odliSuju. Treba vsak uviest, Ze zmena n zhodnoty 9 na 10
predstavuje zmenu energie (4.11)leno 1 %.

Hodnota exponentu n stvisi s po¢tom elektrénov v obale iénov. Cim vacsi je ich pocet, tym
silnejSie odpudivé sily moZno ocakavat. Preto vLiF n =5,9, a LiBr n = 8,7. TUto zavislost
vysvetlil L. Pauling uZ v roku 1927.

V krystéli NaCl je rovnovazna vzdialenost 7, = 2,81 X 1071°m , Madelungova konstanta
A = 1,748 a exponent n = 9. Po dosadeni tychto hodnét do vztahu (4.11) by sme dostali
energiu celého krystalu, ktora zavisi od jeho velkosti. Pre porovnavanie je délezZita energia
pripadajuca na jeden par idnov, tj. hodnota W/N. Pre krystal NaCl vychadza hodnota
W /N = —7,97 eV . Ak zapocitame aj energiu 1,53 eV potrebnu na vytvorenie i6nového paru
Nat a ClI~ zpévodne neutrdlnych atémov (&ldnok 4.1.3), tak pre vizbovl energiu
pripadajucu na idnovy par dostaneme

W, =(-7,97 + 1,53) eV = —6,44 eV.
Experimentdlne ziskana hodnota —6,56 eV pomerne dobre suhlasi s vypocitanou.

Vazbova energia izolovanej molekuly NaCl je —4,2 eV . Je teda mensia nez vazbova energia
v krystali. To vysvetluje skutoc¢nost, preco si samostatné molekuly NaCl v prirode zriedkavé.
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4.3 Kovalentné krystaly

V prirode sa vyskytuje pomerne malo krystalov, v ktorych sa medzi atdbmami uplatiuje len
kovalentna vazba. Patria medzi ne napriklad diamant, germanium, kremik, sivy cin. Vznik
kovalentnej vazby je podmieneny vhodnou konfiguraciou elektrénov v ich najvyssej, tzv.
valenc¢nej vrstve. Preto nie je prekvapujuce, Ze konfigurdcie v uvedenych pripadoch su
podobné. Atdm uhlika ma konfiguraciu (1s)? (2s)? (2p)?, kremik md zaplnené prvé dve
vrstvy, v tretej mé konfigurdciu (3s)? (3p)?, germanium ma zaplnené prvé tri vrstvy, a vo
Stvrtej konfiguraciu (4s)? (4p)?, akoneéne cin md v piatej vrstve usporiadanie elektrénov

(55)2 (5p)*.

So stavom p suvisia tri prakticky zhodné hladiny energie. Na kazdej z nich sa mézu
nachadzat dva elektrony s opacne orientovanymi spinovymi momentmi. VSetky uvedené
prvky maju na tychto hladinach len po dva elektrény, takze tam zostavaju este Styri volné
miesta (obr. 4.7a). Na obrazku 4.8a je zndzornené rozlozenie hustoty pravdepodobnosti
vyskytu elektrénu nachddzajuceho sa na p-orbitali. Z obrazku vidno, ze maximalne hodnoty
mobze dosahovat vsmere suradnicovych osi x, y alebo z. Dva elektrény s opacne
orientovanymi spinovymi momentmi by sa mohli pohybovat napr. po orbitali p, , tj. mali by
spolo¢né maximum hustoty pravdepodobnosti svojho vyskytu v smere osi x. Vtakomto
upsporiadani by vsak boli blizko pri sebe (obr. 4.7a) aich elektrostaticka interakcia by
zvySovala celkovu energiu atdmu. Preto je z hladiska energie vyhodnejsie, ak sa elektrony
nachadzaju na réznych orbitaloch, napr. jeden na p, , druhy na p,, pricom spinové
momenty maju orientované suhlasne. Toto je v sulade s tzv. Hundovym pravidlom, podla
ktorého sa na podhladinach s rovnakym vedlajSim kvantovym cislom (tj. na podhladinach p,
d, f, ..) vytvaraju také konfiguracie elektréonov, aby vysledny spinovy moment podhladiny bol
maximalny.

ﬁf—— _I__T__T_ S S SR

Iy

a b C
Obr. 4.7 Hladiny 2s a 2p atému uhlika pri hybridizacii

Dva elektrény na podhladine 2s atému uhlika majui priestorové rozdelenie hustoty
pravdepodobnosti vyskytu gulovo sumerné. Ked sa vSak atdom uhlika chemicky viaze, tak
z hladiska energie je vyhodnejsie, ak jeden elektrén z podhladiny 2s prejde na podhladinu 2p
(obr. 4.7b) a ked' sa nakoniec vytvori zvlastna konfiguracia elektrénov, nazyvana hybridnad
(obr. 4.7c). V takejto konfigurdcii su vsetky Styri elektrony rovnocenné jednak z hladiska
energie, jednak z hladiska schopnosti sprostredkovat chemickt vazbu. Hustota pravdepo-
dobnosti vyskytu tychto elektrénov ma pritom sumernost tetraédra (obr. 4.8b) s uhlami
medzi smermi maxim uz nie 90°, ale 109,5°.
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Obr. 4.8 Cisté a hybridné orbitdly atému uhlika

Opisand hybridna konfiguracia sa oznacuje symbolom sp3. Na vysvetlenie hybridnej
konfiguradcie vyuzZijeme vinové funkcie elektrénov, ale v jednoduchSom pripade,
oznacovanom sp , kde interaguju len dva elektrény. Ako priklad na takudto hybridizaciu
uvedieme atdm berylia, ktory mda konfiguraciu elektronov (1s)? (2s)2. Pri hybridizacii
prechadza jeden elektrén z podhladiny 2s na podhladinu 2p. Po hybridizacii uz nie su stavy
tychto dvoch elektronov opisané vinovymi funkciami W5 a W, (v dalSom strucnejsie S
resp. P), ale novymi tzv. hybridnymi funkciami, ktoré oznacime ako ¥; a ¥, .

Vinové funkcie Wy, su vsak tri: Wy, , Wop, a Wy, —0znacené v indexe podla suradnicovej
osi, v smere ktorej dosahuju maximalnu hodnotu.
Namiesto vinovych funkcii elektrénov v atdme berylia uvedieme podobné funkcie opisujuce

stavy v atome vodika, ktoré vsak dobre poslizia v dalSom opise. Tri z moznych stavov
elektronu v atéme vodika opisuju tieto funkcie:

Wys = ! (2 - r/ao) exp{—r/Zao} )
4 27Ta2/2
Wopr = T exp{—r/2a,}cos0,
4 27Tai/2 Qo

¥ . —— {-r/2a,}sin 0 exp{tie}
v = expi—r/2a,}sin 6 expiti@}.

Zpy 8\/nai/2 ao ?

V nasledujucom postupe ich vyuzZijeme.

"

Elektrény zo stavov ,s“ vo vSeobecnosti vytvaraju slabsSie chemické vazby ako elektrény zo
stavov ,,p“, ¢o suvisi s inym priestorovym rozdelenim hustoty pravdepodobnosti ich vyskytu.
Hybridna dvojica ,sp“ vSak vytvara dve rovnocenné vazby. Hybridné vinové funkcie hladame
v tvare linearnej kombindacie vychodiskovych vinovych funkcii S a napriklad P, (E l}’sz):

l'pl = aIS + blpZ ) lpz = azs + bZPZ ) (4’.15)

kde a,, a,, by, b, su koeficienty, ktoré treba urcit. Vychddza sa pritom z podmienok,
kladenych na hybridné funkcie.

Ziada sa, aby boli
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— normovang, tj. [WZdV = [WZ2dV =1,
— ortogondlne, tj. [W, ¥,dV =0,

— ekvivalentné; ekvivalentnost hybridnych vinovych funkcii znamenda, Ze vhodnym
otocenim suradnicovej ststavy je mozné previest jednu funkciu do druhej a naopak.

Z podmienky ekvivalentnosti funkcii ¥; a W, a z gulovej sumernosti funkcie S vyplyva, Ze
koeficienty a; , a, surovnaké, tj.

a, = a,=a.
Z podmienky normovania pre funkciu ¥; vyplyva
jlpf dv = f(aS + b P,)? dV = f a’s?dv + j b2P2 dV + 2 J ab;SP, dV =
aszz dV+b12JPZZdV+2ab1JSPZdV =a’+b?=1,
lebo aj funkcie S a P, sU normované a vzajomne ortogonalne, tj. plati
szdel, jPZZdV a jSPZdV =0.

Z podmienky normovania funkcie W, ziskame podobnym postupom vztah a? + b = 1.
Spojenim vysledkov z oboch podmienok normovania dostaneme

Znamienko + neakceptujeme, lebo poskytuje totozné, a nie ekvivalentné funkcie.
Z podmienky ortogonalnosti hybridnych vinovych funkcii sa da vypocitat velkost
koeficientov a, b, :

ftpltpz dv=f(as+b1pz)(a5—b1pz)dvza2+b12=0.

V spojeni so vztahom a? + b? = 1 dostaneme:

Lot
V22
a pre hybridni vinové funkcie
W= S4B = expl-1/20,) = [(2 - ) + cos ]
VZ' V2T wamal” vl el a
Wy = oS-k = expl-1/2a,) = [(2 - )~ —cost) .
VT V2T wzmal Vel el a

Do konecného vztahu boli dosadené vinové funkcie atdmu vodika, ale zavislost od uhla 0 je
rovnaka aj pri atéme berylia, resp. vSeobecne pri kombinacii vinovych funkcii W a Wp, .

Lahko sa mbéieme presvedcit, Zze ziskané dve hybridné vinové funkcie uréuju rovnaké
rozdelenie elektronovej hustoty — prva v smere osi +z, druha vsmere —z. To znamena, Ze
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uhol medzi vazbami realizovanymi hybridnym stavom ,,sp“je 180°, a Ze prislusna molekula
je linedrna. Ako priklad posliZzia molekuly BeCl, alebo ZnCl, . D4 sa pritom ukazat, Ze
pevnost vazby vytvorenej hybridnymi stavmi je vacésia nez pri Cistych stavoch ,s“ alebo ,p“.
Hybridizacia vznika len vtedy, ked' je energeticky vyhodna, ked' zisk s fou suvisiaci prevazi
stratu energie pri prechode elektrénu zo stavu ,s“ do stavu ,p“ svysSSou energiou.
Hybridizacia sa preto neuplatiuje v izolovanych atémoch, ale len v atdmoch, ktoré su
chemicky viazané.

V atome uhlika sa hybridné vinové funkcie vytvaraju linearnou kombindaciou vinovych funkcii
S, P, B, , P, , pricom maxima hybridnych vinovych funkcii sa nachadzaju na spojniciach
vrcholov tetraédra s jeho stredom, v ktorom je jadro atému. Tym je podmienena smerovost
vytvdranych vazieb zretelnd v krystdli diamantu. To isté plati o Strukture kremika, germdnia
asivého cinu — Struktura diamantu je nakreslend na obr. 4.9. Okrem smerovosti sa
kovalentna vazba vyznaduje aj nasytenostou — jeden elektrén sprostredkuje vdazbu nanajvys
s jednym susednym atomom. Aj susedny atém sa vazby zucastrfiuje prostrednictvom
jedného zo svojich elektrénov, pricom vznika charakteristicka dvojica vazbovych elektrénov
s opacne orientovanymi spinovymi momentmi. Preto je pre kovalentnu vazbu v krystaloch
typicka koordinacia s malym poc¢tom najblizSich susedov. V diamantovej Struktire — v sulade
s tetraédrickou konfiguraciou vazieb — ma kaidy atéom Styroch najblizSich susedov. V
krystaloch s kovalentnou vazbou nie je myslitelna koordindcia so Siestimi alebo viacerymi
najblizsimi susedmi, ako je tomu napr. vionovych krystaloch, kde sa vazba uskutocruje
prostrednictvom nenasytenych elektrostatickych sil.

Vazbova energia v kovalentnych krystaloch dosahuje hodnoty 3 az 5 eV na jeden atém, o sa
priblizne zhoduje s hodnotami v krystaloch s idnovou vazbou. Preto su kovalentné krystaly
velmi tvrdé, topia sa pri vysokej teplote a su nerozpustné v beznych rozpustadlach.

Obr. 4.9
Struktura diamantu — svetlej$ie kruzky predstavuju atémy, ktoré leZia v mriezkovych bodoch

ploSne centrovanej kubickej mriezky, tmavsie kruzky atédmy posunuté v smere telesovej
uhloprie¢ky o% jej dizky; svetlej$i spolu stmaviim predstavuju Strukturny motiv; pri
Strukture typu sfaleritu tmavsie krazky predstavuju atémy iného druhu

Vazba disto kovalentna acCisto idnova predstavuju extrémne pripady, velmi ¢asto sa
v kryStaloch uplatiuje prechodny typ medzi nimi. Ako priklad uvedieme zlGéeniny typu
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A"BV, medzi ktoré patria vyznamné polovodivé materialy InSb a GaAs. Ich $truktira sa
podobd diamantovej, tj. maju kubickd ploSne centrovanud mriezku, ale Struktirny motiv sa
skladd z dvoch réznych atdmov. Napriklad atdmy In sa nachadzaju v mriezkovych bodoch,
atémy Sb s posunuté vsmere telesovej uhlopriecky zakladnej bunky o % jej dizky.
Elektrénova konfigurdcia v atéme In je (5s)? (5p)! avatéme antiménu (5s)? (5p)3. Ak
jeden elektrén antiménu prejde katdému india, vytvori sa pri obidvoch atémoch
konfiguracia, ktord ma tendenciu k tetraédrickej hybridizacii sp® a ku vzniku kovalentnej
vazby. Sucasne z oboch atédmov vznikaju idény, ¢im sa vytvaraju podmienky pre vazbu
ibnového charakteru. Elektron antiménu vsak neprechadza k atdmu india Uplne, takze
vznikd chemicka vazba prechodného typu, tzv. poldrna vazba.

Prechodny typ chemickej vazby sa uplatiiuje aj pri inych typoch Struktdr s wvysSSim
koordinacnym cislom, napr. pri type NaCl (krystal AgCl a iné), ako aj v rade dalSich zlucenin.
Vyznamnym rozliSovacim znakom medzi kovalentnou aidénovou vazbou je hustota
elektronov na spojnici jadier viazucich sa atémov, o ¢om bola zmienka uz v predoslom
¢lanku. Daldim znakom je odli$nd frekvencnd zavislost permitivity prislusnych krystalov.
Vidnovych krystaloch sa pri nizkych frekvenciach zucastiuju kmitov idny ako celky, pri
vysSich uz len elektrény, ktoré vzhladom na svoju mald zotrvacnost stacdia sledovat aj
rychlejSie zmeny vonkajsieho elektromagnetického pola. Napriklad v krystali KCl (typicky
idbnovy krystal) pri radiovych frekvenciach ma relativna permitivita hodnotu 4,7 , pri
optickych frekvenciach uz len 2,1. Permitivita kovalentnych krystédlov je v celej frekvencnej
oblasti prakticky konstantna.

4.4 Krystaly s van der Waalsovou vazbou

Pricinou vzniku krystadlu mozZze byt aj pomerne slabé silové — tzv. van der Waalsovo
pésobenie medzi molekulami, zaloZzené na interakcii elektrickych dipdlovych momentov
molekul. Ak latka pozostava z molekul, v ktorych su vsetky chemické vazby nasytené,
uplatiuju sa medzi molekulami len interakcie reprezentované roéznymi typmi van der
Waalsovych sil. Aj inertné plyny krystalizuju len vd'aka existencii van der Waalsovych sil, lebo
elektronové konfiguracie atdmov im neumoZnuju viazat sa kovalentne, alebo prostred-
nictvom iénovej vazby.

Vlastnosti van der Waalsovych sil sa daju dobre vysvetlit pomocou jednoduchého
elektrostatického modelu. Sudrznost krystalov mozno pritom vysvetlit podobne ako pri
idnovych krystaloch, s tym rozdielom, Ze coulombovska interakcia medzi idnmi sa nahradi
interakciou dipél—dipélovou.

V suvislosti so vzajomnym posobenim elektrickych dipdlov molekul treba rozlisovat, ci
molekula ma vlastny (trvaly) dipdlovy moment, alebo ¢i vznikol indukciou — pdsobenim
elektrického pola okolitych molekul.
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Elektricky potencidl V vo vzdialenosti r od elektrického dipdlu s momentom p sa pocita
podla vztahu

B 7

=—"7. 4.1
4me,r3 (4.16)

Zo vztahu vyplyva, Ze znamienko potencidlu v fubovolnej vzdialenosti r od dipdlu zavisi od
uhla medzi vektormi p a 7 (kladné je pri uhloch mensich nez 90°), pricom absolitna
hodnota potencidlu sa vidy zmensuje s druhou mocninou vzdialenosti r.

Polohova energia U dipdlu p’ = q'd’ v polidipdlu p sa pocita pomocou vztahu (¢’ = q})

U=q, V@) +q . V#E)=q'(V, =V.)=q'dV = q'a’ -grad V

takze
U=—q'd-E=-p"E, (4.17)
kde
- 1 [3p7, p
E=- = -, 4.1
grad V 47T€ol el r3l (4.18)

(Aj vo vztahoch (4.17) a (4.18) vzajomna orientacia vektorov ovplyvriuje znamienka.)
Silu pésobiacu medzi dvoma elektrickymi dipdlmi vyjadrime vztahom
F=—gradU. (4.19)

Absolutna hodnota elektrického potencidlu V (4.16) okolo dipdlu klesa s druhou mocninou
vzdialenosti, velkost intenzity elektrostatického pola s tretou mocninou. Ak obidve molekuly
maju viastné dipélové momenty, absolitna hodnota ich vzajomnej polohovej energie U sa

zmensuje s trefou mocninou vzdialenosti a teda velkost sily F (4.19) medzi nimi so Stvrtou
mocninou. So spomenutymi znamienkami stvisi aj smer sily zo vztahu (4.19)%.

Polarna molekula, tj. molekula svlastnym dipélovym momentom, dokaze pritahovat aj
molekuly bez trvalého dipélového momentu, ak st polarizovatelné!’. Van der Waalsove sily
takéhoto pdévodu nazyvame indukcné. Pri polarizacii molekuly sa jej povodne splyvajuce
taziska kladného a zaporného naboja separuju, takZze molekula ziska indukovany dipdlovy
moment p; , pre ktory plati

B; = aF,
kde E je vektor intenzity elektrického pola v mieste nepoldrnej molekuly a a koeficient
polarizovatelnosti molekuly. V takomto pripade pre polohovu energiu indukovaného dipélu
p; v poli dipdlu P s vlastnym momentom plati vztah

R a p
U=—fF=—akb? = ————
pi “ (4me, )26

2

(14 3 cos? ), (4.20)

16 Ak sa dva dipdly moZu v priestore volne otadat, tak vplyvom vzdjomného elektrostatického pdsobenia maju
tendenciu otodit sa tak, aby sa navzajom pritahovali.
17 7j. ich dipSlovy moment vznikne vplyvom vonkaj$ieho elektrického pola.
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kde ¢ je uhol medzi vektormi p a 7 . Podla tohto vysledku polohova energia U klesd so
Siestou mocninou vzdialenosti a pritazlivd sila medzi dipdlmi so siedmou mocninou.
Pritazlivy charakter sily vyplyva aj zo zaporného znamienka vo vztahu (4.20). Pokles
pritaZlivej sily so vzdialenostou je taky prudky, Ze pri zdvojnasobeni vzdialenosti medzi
molekulami sila poklesne na 0,8 % p6vodnej hodnoty.

Medzi nepolarnymi molekulami vznikaju tzv. disperzné van der Waalsove sily. Aj nepolarna
molekula, v désledku kmitania, ma v kazdom okamihu nenulovy dipélovy moment, ktorého
velkost aj smer sa rychlo menia, takze jeho Casova strednad hodnota, ktord je meraniu
dostupnad, sa rovnd nule. Av3ak stredna hodnota druhej mocniny momentu p? nie je nulova,
takZe nulova nie je ani energia (4.20), ani pritaZlivé sily s fnou suvisiace. Z tohto dévodu sa
van der Waalsove sily uplatiuju aj medzi atdmami inertnych plynov a molekulami
akéhokolvek druhu. Tieto sily spdsobuju kondenzaciu plynov na kvapaliny, kvapaliny na tuhé
latky, su pri¢inou povrchového napatia v kvapalindch, viskozity, aj trenia.

Van der Waalsova véazba je velmi slaba, dosahuje len desatiny, ¢i stotiny elektrénvolta na
atom. To vysvetluje velmi nizke body topenia takychto krystalov, ako napriklad: Ne: — 24 K,
Ar: =24 K,Kr: =117 K, Xe: —161K.

Pokles vzdjomnej polohovej energie dvoch dipdlov so Siestou mocninou ich vzdialenosti si
mobZzeme overit nasledujucim vypoétom, pri ktorom vyuZijeme vysledky kvantovej
mechaniky.

Nech sa na jednej priamke nachadzaju dva

elektrické dipdly s nepohyblivymi kladnymi X1 X2
nabojmi, pricom zaporné naboje mdzu oscilovat o—=0 O O
okolo kladnych len pozdiz ich spojnice _ _
(jednorozmerny model — obr. 4.10). Dipdlovy B -
moment vyjadrime podobne ako predtym v tvare D R B

p=ex = akE, Obr. 4.10

kde e je velkost nabojov dipdlu a x ich vzdialenost. Ked' dipdl povaZzujeme za harmonicky
oscilator, tak plati vztah

d?x
a2

2
= |Fl=leE| = [kx|] =

=[]l

Uhlova frekvencia takéhoto oscilatora je

\F e?
w= |—= /—
m am

Ak su oscilatory na sebe nezavislé, tj. nepdsobia na seba, maju energie

2 2 2
q1 1 q1 e
E, =% 4 —fx2 =t 42 2
1= o T =g o
2 2 2
q; 1 2 q; e 2
E, = — — = — _ ,
2 = o TR =gt %l
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kde q je hybnost kmitajucej ¢asti molekuly nesucej zadporny naboj.

Pri vzdialenosti R medzi kladnymi ndabojmi dipdlov ich vzajomnu polohovu energiu vyjadruje
klasicky vztah

1 [e? e? e? e?

= —+
47-[80 R R_xz_xl R_xz R_xll
z ¢oho po rozvinuti do Taylorovho radu a zanedbani ¢lenov vyssich radov zostane
2
1 2e°x;x,
4me, R3

Uhrnna energia interagujucich dipdlov predstavuje stcet

2

1 2e?x,x
E = E1+E2+W——(q1+q2)+—(x1+x§)— kit~

dme, R3

Dalsim cielom je taka Uprava tohto vztahu, aby mal vzhlad sGétu energii dvoch nezavislych
(neinteragujucich) oscilatorov. To sa da dosiahnut zavedenim novych premennych

1
xs = —=(x1 + x3) Xy =—=(x1 —x3)

V2 V2
- (Gt ) - (-
qS_\/qu q: Qa—ﬁch q:

¢im vyraz pre uhrnnu energiu nadobudne tvar:

1 2 2
Ezﬁ(QS +Qa)+ (xs 2)_

R3 ( - xa)

a po dalej Uprave

e? "
2a 4-7T€0R3 Qa 2a  4me,R3 Xaf-

Energiu sa tak podarilo rozdelit na dve samostatné casti, formalne opisujuce kmitanie dvoch

nezavislych harmonickych oscildtorov (ale virtudlnych), kmitajucich s uhlovymi frekvenciami

B e2(1+ 2a ) B e2<1 2a )
Ya = A, R3) Ys = ma 4me,R3/)

AZ potialto bol vypocet klasicky. Kvantovd mechanika poskytuje pre tzv. nulovu energiu
oscilatorov vyraz 5 hw . Uhrnnd nulovd energia dvoch nezavislych oscildtorov po dosadeni

vypocitanych uhlovych frekvencii ma tak hodnotu

Ey = s hwg + shay = 2ho | (14— [1—
0 T MWa T 5 MW =5 RA 41e,R® ame R3 |
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kde hw nahradza vyraz \/e?/ma . Odmocniny rozvinieme pomocou Newtonovho binomic-
kého vzorca (1 +x)¥? , do Gvahy zoberieme len zadiatoéné ¢leny, atak dostaneme
vysledok

h (1 ! ! + )
=hw|l—-————+ ...
2(4me,) R®
Pred vyrazom s &lenom 1/R® je znamienko minus, o znamen3, Ze s rastlcou vzdialenostou
medzi dipdlmi sa energia sustavy zvacsuje, takze dipdly sa navzajom pritahuju.

4.5 Kovové krystaly

Typické kovy, napr. Li, Na, Cu, Fe, maju rad charakteristickych vlastnosti elektrickych,
optickych i mechanickych. VSetky maju relativne velku elektrickt a tepelnt vodivost, silne
absorbuju svetlo, a su plastické (kujné). Tieto vlastnosti svedcia o tom, Ze v kovoch jestvuje
velky pocet tzv. volnych elektrénov (rddovo zhodny s poétom atdmov), citlivych na slabé
vonkajsie elektrické ¢i iné podnety.

Sucasné predstavy o kovoch sa neliSia principialne od pdévodnych nazorov Drudeho
a Frenkela zo zadiatku storocia'® podla ktorych kov pozostdva z pravidelne usporiadanych
kladnych ,,atdmovych zvyskov“ (iénov) a elektrénového plynu, pohybujiceho sa medzi
idbnmi. Vysledkom interakcie elektronového plynu a kladnych iénov kovu je pritazliva sila,
udrzujuca krystal kovu pohromade.

Jeden z pohladov vysvetlujucich tendenciu atémov kovu vytvéarat krystal spociva na
predpoklade, Ze kovova vazba je v podstate nenasytend kovalentnd vazba. Napriklad
krystalické litium md kubicku mriezku s priestorovo centrovanou zakladnou bunkou, pricom
na kazdy mriezkovy bod pripada jeden atdm litia. Kazdy atdom litia ma preto osem najblizsich
susedov. Litium ma zaplnenu elektréonovu K-vrstvu (v stave 1s dva elektrény) a vo vrstve L
v stave 2s md jeden elektrén. Tento elektréon — ak povaZzujeme vazbu za ,kovalentnd” — by
mal sprostredkovat vazbu s 6smimi susednymi atdmami. Na vazbu medzi dvoma atémami
by tak pripadala len 1/4 elektrénu, nie dva ako v normalnej kovalentnej vazbe. V tomto
zmysle by sa dalo hovorit o nenasytenosti vazby v kovoch. DéleZzitym predpokladom pritom
je, ze elektron nezotrvava medzi jedinou dvojicou atémov, ale Ze sa v krystdli neustale
pohybuje.

Jednym z désledkov nenasytenosti kovovej vazby je jej mensSia pevnost v porovnané
s idbnovou alebo kovalentnou vazbou. Okolnost, Ze vizba medzi atbmami sa neuskutocnuje
presne lokalizovanymi parmi elektronov (tj. prisne smerovou vazbou), ani pravidelnym
striedanim kladnych a zapornych iénov, podmienuje dobru plastickost (kujnost) kovov.
S tym suvisi aj relativna nezavislost vlastnosti kovovych zliatin od percentualneho zloZenia,
pokial velkosti roznych druhov atémov tvoriacich zliatinu, su priblizne rovnaké.

18 |de o zatiatok 20. storocia
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Najvyznamnejsou vlastnostou kovovej vazby je schopnost elektrénov volne prechadzat od
atomu k atému, pricom ich pohyb mozZno prirovnat k pohybu molekul plynu. Z hladiska
modelu nenasytenej vazby to znamenad, Ze elektrén sprostredkuje vazbu postupne medzi
réznymi dvojicami atomov kovu.

Pre kazdy stabilny utvar vytvoreny vazbou medzi atdmami (molekulu alebo krystal) plati, ze
celkova energia vytvorenej sustavy je mensia nez sucet energii izolovanych ¢astic tvoriacich
prislusny utvar. V kove vznikda také priestorové rozloZenie potencidlu, ktoré dovoluje
valenénym elektronom mensie energie neZ v izolovanych atdmoch. Tento zisk energie suvisi
so zmensenim priemernej vzdialenosti valenénych elektronov od jadier atdbmov v porovnani
so vzdialenostou v izolovanych atémoch.

Na druhej strane z Pauliho vylucovacieho principu vyplyva, Ze v jednej sistave moézu jeden
kvantovy stav obsadzovat nanajvys dva elektrény. To znamend, Ze v kove by sa elektrény
mali posuvat do vyssich hladin energie v porovnani s energiami v izolovanych atémoch. To
by znamenalo podstatne vacsi prirastok energie, nez zisk energie predtym. V tuhych latkach
— ateda aj vkovoch — sa vSak povodné hladiny energie izolovanych atomov Stiepia na
mnozstvo velmi tesne leZiacich hladin (vznikd tzv. pdsmo energii), ktorych pocet sa rovna
poctu atdmov vytvarajucich dany kov. Vsetky valencné elektrony kovu sa potom umiestnia
v tzv. valenénom pasme. Niektoré sa umiestnia na jeho spodnom okraji, ostatné s postupne
narastajucou energiou naplnia (pri teplote 0K) pasmo azZ po tzv. Fermiho hladinu. Napriklad
v krystali Li Fermiho hladine zodpoveda energia 4,72 eV, v krystali sodika 3,12 eV a v zlate
5,54 eV. Stredna hodnota kinetickej energie valencnych elektrénov v krystali litia je pritom
2,8 eV. O tuto hodnotu sa vizbova energia kovového litia zmensuje. Cim vacsi je pocet
valencnych elektrénov pripadajuci na jeden atdm, tym vacsi je uvedeny prirastok kinetickej
energie a tym slabsia je kovovd vazba. Preto sa kovy v Mendelejevovej periodicke]j tabulke
prvkov vyskytuju najma v jej prvych troch stipcoch.

Kovova vazba je vo vSeobecnosti slabsia neZ kovalentna ¢i ionovd, dosahuje v prepocitani na
jeden atém napriklad v zinku 1,4 eV, v litiu 1,6 eV, olove 2,0 eV. Pomerne velké hodnoty
dosahuje v Zeleze — 4,2 eV, kobalte 4,6 eV, nikli 4,4 eV (na atdm), ako aj pri dalSich kovoch
z prechodnych grup periodickej tabulky prvkov, €o suvisi s uplatnenim vymennej interakcie
medzi nezaplnenymi vnatornymi vrstvami elektrénov v tychto atémoch.

Na kovovu vazbu sa mozno divat aj ako by mala charakter iénovej vazby. Volné elektrony sa
v kove pohybuju medzi kladne nabitymi iénmi, takZe v istom pribliZzeni si kov méZieme
predstavit ako idnovy krystal so striedajucimi sa kladnymi ionmi a elektrénmi vystupujicimi
v Ulohe zapornych iénov. Vychadzajuc z takéhoto zjednoduseného modelu méZzeme energiu
kovového krystalu poditat na zaklade vztahu, ktory sa podoba vztahu (4.9) pre energiu
idnovych krystalov:

!

Ae?

= +W,,
4mte,r 2

kde A ma vyznam Madelungovej konstanty, r je minimalna vzdialenost medzi kladnymi
a zapornymi ,ionmi“ kovu. Energia W, je kladnd, zniZuje vazbovu energiu, suvisi
s odpudivymi silami. Jej hodnota a zavislost od vzdialenosti r sa da ziskat experimentalne,
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alebo aj vhodnymi teoretickymi postupmi. Pri jednom z nich (tzv. Fermiho — Thomsonova
metdda) sa energia W, stotoznuje so strednou energiou valenénych elektrénov. Tieto
obsadzuju hladiny energie valenéného pasma az po Fermiho hladinu (pri 0 K !!). Energia W, ,
a teda aj odpudivé sily preto uzko suvisia s Pauliho principom. Vypocet strednej energie
valencnych (tj. volnych) elektrénov v kove pri 0 K poskytuje hodnotu (— napr. [6] alebo [7]):

3h% 1 3
E=Somen)

kde n je koncentracia®® valenénych elektrénov.
Ak uvazime aj vztah (4.13) tj.
11
n=-—,
crd
tak pre energiu W, vychadza zavislost W, = B/r? a pre energiu jedného ,,iénu”
Ae? B
Amte,r T

W =

To znamen3, Ze zavislost W'(r) mda podobny charakter ako pri idnovej viazbe. Je zaujimavé,
Ze aj takyto zjednoduseny model poskytuje pre energiu krystalu, ako aj pre rovnovazinu
vzdialenost medzi ,i6bnmi“ kovu hodnoty, ktoré sa v mnohych pripadoch dobre zhoduju
s pozorovanymi hodnotami.

Vypocet vazbovej energie kryStadlu kovu vychadzajuci dosledne z rieSenia Schrodingerovej
rovnice obsahuje aj dalsSie ¢leny, ako vymennu interakciu medzi kladnymi ,idnmi“, van der
Waalsovu interakciu i dalsie. V niektorych pripadoch mozZe na tieto ¢leny pripadat znaéné
percento celkovej vazbovej energie (napr, pri Fe a Cu), takZe nie je mozné ich vidy zanedbat.

4.6 Krystaly s vodikovymi vazbami

Neutralny vodikovy atom ma jediny elektrén, moéZe sa teda kovalentne viazat nanajvys
s jednym dalSim atémom. V niektorych Strukturach sa napriek tomu viaze s dvomi atémami,
pricom vsak interakcia s druhym atémom nema charakter kovalentnej vazby. Atém vodika
viazany na silne elektronegativne prvky (fluér, kyslik, dusik) je schopny interagovat este
s jednym elektrénovym parom takychto atémov.

Ak sa atom vodika viaZe polarnou kovalentnou vazbou s elektronegativnym atdmom, dvojica
elektrénov, ktora tuto vazbu sprostredkuje, je posunutd viac k elektronegativnemu atéomu,
¢im sa protén atomu vodika Ciastocne ,odhali”. Takyto protén moéze elektrostaticky viazat
volny elektronovy par druhého elektronegativneho atému. Takto mozZe vzniknut

19 tj. pocet elektrénov pripadajuci na jednotku objemu
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medzimolekulova (napr. v nylone) alebo vnutromolekulova vodikovd vézba, nazyvana aj ako
vodikovy mostik.

Vodikovy mostik sa uplatiiuje napriklad pri vzajomnom pésobeni molekul vody a spolu s ich
dipdl-dipdlovou interakciou podmieniuje Specidlne vlastnosti vody a ladu. Uplatiuje sa aj
v molekulach bielkovin, pri polymerizacii fluorovodika aj inde. Rozhodujuci vyznam ma pri
niektorych piezoelektrikach a feroelektrikach, kde sa vznik spontdnnej polarizacie dava do
suvislosti s vodikovym mostikom v molekuldch tychto latok. Energia takejto vazby dosahuje
okolo 0,2 eV na jednu vazbu.
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5. Niektoré vyznamnejsie typy Struktur

Spomedzi mnoZstva zndmych Struktdr niektoré maju osobitny vyznam. Bud' sa v prirode
vyskytuju velmi casto, alebo predstavuju zaujimavy typ pre fyziku tuhych latok, ¢i uz
z hladiska teoretického, alebo praktického. Takto je zamerand aj nasledujuca kapitola, preto
ju nemozno povazovat za vycerpavajuci prehlad typov Struktdr krystalov. Mozno ho najst
napr. v tabulkdch autorov Landolt — Bornstein [13] alebo v stru¢nejSom podani v ucebnici J.
Novéaka [10]. Struktury konkrétnych kry$talov su uvedené vo viaczviazkovom diele
R.Wyckoffa [12].

Medzi latkami vyskytujacimi sa v prirode, ale aj medzi umelo syntetizovanymi je malo
takych, v ktorych by sa vyskytoval jediny typ chemickej vazby. V zluceninach sa vyskytuju
vedla seba rézne typy vazby, pricom ani jednotlivé vazby nemozno jednoznacne charakte-
rizovat , ale obycajne predstavuju prechodny typ medzi réznymi typmi vazieb.

Vznik konkrétneho typu Struktury je podmieneny celym radom faktorov. Zavisi napriklad od
poctu, velkosti aj polarizovatelnosti atdmov vytvarajucich krystal, ale aj od fyzikalnych
podmienok pri ktorych krystal vznika, Pre vznik urcitého typu Struktury je z termodyna-
mického hladiska rozhodujtce, Ze prave tomuto typu pri danych podmienkach (teplota, tlak)
zodpoveda minimum volnej energie. Pomerne jednoducho mozno nahliadnut do suvislosti
tychto faktorov so Strukturou pri krystaloch pozostavajucich z jediného druhu atéomov. Typ
Struktury zavisi vtedy najmad od sumernosti priestorového rozlozenia valencnej vrstvy
elektrénov, aod vlastnosti vznikajucich véazieb. Z tohto hladiska moZno rozliSovat dva
dolezité pripady — Struktury vytvarané atdmami s nasytenymi a orientovanymi vazbami
(kovalentna vazba) a Struktury vytvarané atdmami s neorientovanymi a nenasytenymi
vazbami (kovova vazba).

5.1 Atdmy s orientovanymi a nasytenymi vazbami

Takéto atémy si mozino zjednodusene predstavit ako guldcky s niekolkymi tréiacimi
predizenymi polomermi, reprezentujicimi smery vézieb. Vdazba méze byt jedna, mézu byt
dve (s uhlom medzi vazbami 180° alebo 90°), tri rovinné (s uhlami po 120°), tri pyramidalne
(s uhlami po 90°) alebo Styri tzv. tetraédrické, rovnomerne rozdelené v priestore, zvierajuce
medzi sebou po 109,5°. Uvedené hodnoty uhlov su idedlne, v readlnych Struktdrach sa
pozoruju odchylky od nich.

Atomy s jednym valenénym elektronom méZu vytvarat dvojice (dvojatdmové molekuly),
ktoré sa pri vzniku krys$talu viazu medzi sebou van der Waalsovymi silami. Krystal ma vtedy
tzv. molekulovu Struktdru. Slaba van der Waalsova vazba sdvisi s nizkym bodom topenia
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takychto krystdlov, medzi ktoré patria napriklad krystaly Cl,, Br, aj Hz, ktory sa topi uz pri
teplote —259 °C.

Atémy s dvoma elektrénmi schopnymi viazat sa kovalentne mozu pri vzdjomnej vazbe
vytvarat nekonecné retazce, (napriklad Se a Te), alebo uzavreté kruhy (Se, S).

Grafit je typickym reprezentantom krystélu s trigonalnou hybridizdciou sp?, v ktorom sa
realizuju tri rovinné kovalentné vazby kazdého atdmu uhlika s tromi najblizSimi susedmi.
Vznika rovinna siet atdmov (vrstva) skladajlca sa z pravidelne usporiadanych Sestuholnikov
(obr. 5.1). Vzdialenost medzi atémami uhlika v sieti je 0,142 nm. V krystali grafitu sa takéto
vrstvy viazu medzi sebou van der Waalsovymi silami, ¢o zapri¢inuje, Ze grafit sa lahko otiera.
Vzdialenost medzi vrstvami je pritom 0,34 nm. Uhlik ma vsak aj Stvrty valenény elektrén,
ktory je v grafite pomerne volny, a netvori hybridny stav s ostatnymi tromi ako je tomu
v diamante. Hustota pravdepodobnosti jeho vyskytu je najvacsia tesne nad (resp. pod)
vrstvou, moze sa pozdi? nej fahko pohybovat, ¢o vysvetluje vacsiu elektrickd a tepelnd
vodivost grafitu v smere pozdi? vrstiev, nez kolmo na vrstvy.

/(E) | ]

Obr. 5.1
Struktira grafitovej vrstvy

V pripade troch pyramiddlne orientovanych vazieb vznikaju podobné vrstvy ako v grafite, ale
atémy jednej vrstvy leZia v dvoch blizkych rovinach. Takto krystalizuju napriklad As, Sb, Bi.

Styri kovalentné viazby pravidelne v priestore rozdelené su typické pre diamantovd
modifikaciu uhlika. VSetky Styri valencné elektrény uhlika su vazbou lokalizované medzi
susediace atomy, Ziaden z nich nie je volny, takZe diamant je vyborny izolant. V krystaloch
vytvorenych z daldich prvkov patriacich do $tvrtého stipca Mendelejevovej tabulky, hoci
maju Struktdru ako diamant, nie su uz elektrény viazané tak pevne ako v diamante, takze
krystalicky kremik a germanium pri izbovych teplotach uz nemozno povaZovat za izolanty.
Charakter chemickej vazby v tychto krysStaloch uz nie je dokonale kovalentny, ale zacinaju sa
prejavovat znaky kovovej vazby. Suvisi to s tym, Ze s rasticim atémovym Cislom sa valencéné
elektrony nachadzaju vidy dalej a dalej od jadra. Vplyv jadra (pritazliva sila pésobiaca na
elektrény) je potom mensi (a Ciastocne ju tienia elektrény spodnych vrstiev obalu), takze
vnutornd energia krystalu pri izbovych teplotach postacuje na to, aby sa nezanedbatelné
percento elektrénov uvolnilo z kovalentnych vazieb. Uvolnené elektrény ovplyviuju elek-
tricku a tepelnu vodivost krystalu a menia aj charakter chemickej vazby.
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Olovo, ktoré je tieZ zo $tvrtého stipca Mendelejevovej tabulky, by svojou elektrénovou
konfiguraciou (6s)?> (6p)> malo predpoklady na vytvorenie hybridného stavu sp3
a diamantovej Struktary, ale jeho valencné elektrény su uz tak slabo viazané, Ze olovo je

zname len ako kov s jednoduchou kubickou ploSne centrovanou Strukturou.

Struktlry vytvarané &asticami s nasytenymi vdzbami sa vyznacuju nizkymi koordinaénymi
¢islami. V krystdloch pozostdvajucich z dvojatdmovych molekul je koordinaéné Cislo k = 1.
V krysStaloch vytvorenych z retazcov alebo uzavretych prstencov k = 2, v Struktidrach ako
grafit alebo arzén k=3 av Struktdrach diamantového typu k =4.

5.2 Atomy s neorientovanymi a nenasytenymi vazbami

Takéto atéomy si predstavujeme ako gulocky rovnako velké, nestlacitelné a pOsobiace na
seba pritazlivymi silami. Z nenasyteného charakteru ich vdzbovych sil vyplyva, Ze kazdy
atébm sa snaizi interagovat s ¢o najvacsim poctom ostatnych atémov; to vedie k vzniku
Struktur s vysokymi koordinacnymi Cislami. Priestorové usporiadanie atémov je pritom
usporné, s minimalnym ,volnym“ objemom medzi atémami. Ide potom o Struktury
s tesnym, alebo najtesnejSim usporiadanim atémov. Su to Struktury typické pre kovy.

Priestorovu Uspornost takychto Struktir mozno jednoducho znazornit na priklade rovinnej
vrstvy gul. Gule mozno ukladat tesne vedla seba tak, Ze vytvoria struktdru s tetragonalnou,
alebo hexagonalnou symetriou (obr. 5.2).

Obr. 5.2 Tesné a najtesnejSie usporiadanie gul v rovinnej vrstve

Z obrazku vidno, Ze pri tetragondlnom usporiadani (a) koordinac¢né cislo k = 4, pri
hexagonalnom (b) k = 6. PloSnu uUspornost usporiadania hodnotime podielom plochy
jedného kruhu a casti celkovej plochy pripadajucej na jeden kruh, tzv. (ploSnym) faktorom
kompaktnosti g. Pri usporiadaniach podla obr. 5.23, resp. 5.2b vychdadzaju tieto hodnoty:

2 R2

R = 0,785 =
qa - Y ) qb_Z\/§R2

=15 =0,907 .

Pri vzniku priestorovych Struktdr si moiné viaceré typy najtesnejSieho usporiadania,
charakterizované rovnakym, najvysSim mozinym (priestorovym) faktorom kompaktnosti
s hodnotou g = 0,74 akoordinaénym cislom k = 12. VSetky sa vytvaraju postupnym
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nakladanim vrstiev s hexagondalnou simernostou. Ich vznik sa da objasnit vyuZitim obr. 5.2c.
Stredy gul zdkladnej horizontdlnej vrstvy (vrstva A) maju v suradnicovej sustave urcenej
vektormi d,, d, celodiselné suradnice. Gule druhej vrstvy pri najtesnejsom usporiadani
»,sadnu” do jamok prvej vrstvy, pricom druhd vrstva mdze zaujat jednu z dvoch moznych
poléh — bud'sa vSetky gule umiestnia do jamok, ktoré sa na obrazku javia ako ,,trojuholniky”
s vrcholmi nahor, alebo v druhom pripade do jamok s vrcholom nadol. V prvom pripade su
stredy gul horizontadlne posunuté o (1/3)d, + (2/3)d, vzhladom na gule prvej vrstvy,
v druhom pripade o (2/3)a, + (1/3)d, . Analogické moZnosti su aj pri ukladani tretej
vrstvy. Ak je horizontdlne posunutie druhej vrstvy vzhlfadom na prva (1/3)d; + (2/3)d,
a tretej vrstvy vzhladom na druhi o (2/3)a, + (1/3)d, , tak tretia vrstva vzhladom na prvd
je posunutd o d; + d, . Vtedy stredy gul tretej vrstvy sa nachddzaju nad stredmi gul prvej
vrstvy. Tak vznikd usporiadanie vrstiev, ktoré sa opisuje symbolom ABABAB. . .a ktoré patri
do hexagonalnej kryStalografickej sustavy. Takto kryStalizuju napriklad prvky horcik, zinok aj
osmium (obr. 5.3).

Ak sa hexagondlne vrstvy ukladané na seba pravidelne posuvaju o (1/3)d, + (2/3)a, , tak
vzniknu vrstvy s takymito posunutiami:

0
(1/3)d; + (2/3)d,
(2/3)d; + (4/3)d;
a, + 2d,

O 0w >

V tomto pripade nie tretia, ale aZ Stvrta vrstva — vrstva D je v zhodnej polohe s vrstvou A, ¢o
sa zapisuje symbolom ABCABC. .. Zaujimavé pritom je, Ze takato Struktura patri do kubickej
krystalografickej sustavy, hoci vznikla ukladanim vrstiev s hexagonalnou symetriou. Prislusna
zakladna bunka je kubickd ploSne centrovana. Takto krystalizuje mnoho kovov, napr. med,
striebro, zlato, platina, aj olovo (obr. 5.4).

Ok 0

Ol O

Obr. 5.3 Struktura horc¢ika  Obr. 5.4 Struktira medi

V obidvoch pripadoch je koordinaéné cislo rovnaké a ma hodnotu k = 12, lebo kazidy
atom ma 6 najblizsich susedov vo svojej vrstve a dotyka sa troch najblizSich susedov z hornej
aj z dolnej vrstvy. Hexagonalne usporiadanie sa oznacuje symbolom Hcp (hexagonal closed
packing), kubické symbolom Fcc (Face centred cubic)-
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Je mysliteflny rad dalSich variantov postupného ukladania vrstiev pri najtesnejSom
usporiadani, dokonca variantov s nepravidelnostami, z ktorych vsak uz Ziadny nema kubickud
sumernost.

Okrem uvedenych Struktdrnych typov pri jednoatémovych krystaloch s nenasytenymi
vazbami sa Casto vyskytuje kubicka Struktira s priestorovo centrovanou zdkladnou bunkou
(oznacovand ako Bcc — body centered cubic), s koordinaénym d&islom 8 a faktorom
kompaktnosti q = 0,681. Takudto $truktiru maju prvky volfrdm, Zelezo?®, barium, osmium,
litium, molybdén, isodik (obr. 5.5). Vznik takejto Struktury suvisi podla niektorych udajov
s tym, Ze pole v okoli atdmov krystalu nie je dokonale gulovo symetrické.

Obr. 5.5 Struktura volframu

Pre porovnanie uvedieme, Ze v kubickej Strukture s primitivnou zakladnou bunkou k = 6, a
q = 0,523, takZe atémy, ak si ich predstavujeme ako ohrani¢ené gule, zaplfiaju svojim
objemom prakticky len polovicu objemu krystalu. Pri diamantovej Strukture k = 4, g = 0,340,
takZe na atémy pripada len 1/3 objemu krystalu.

Uvedené hodnoty faktora kompaktnosti, ako aj dosledky z toho vyplyvajuce, su odvodené
zmodelu v ktorom atémy tvoriace krystal maju tvar dokonale tuhych gul, navzajom sa
dotykajucich. Tento model umozZnuje zo znamych mriezkovych parametrov urcit velkosti
(polomery) atémov. V skutocnosti sa vinové funkcie susediacich atémov Cciastocne
prekryvaju, takZe udaje o faktore kompaktnosti, ako aj o velkosti atémov su viac-menej
konvencné. O relativnosti tychto uUdajov svedc¢i napriklad skutocnost, Ze polomery takto
pocitanych atdmov zdvisia od koordinac¢ného cisla.

Na obrdzku 5.6 su graficky zndzornené polomery atémov, zoradené podla atémovych Cisiel.
Najvacsie polomery maju alkalické kovy, ¢o mozZno vysvetlit relativne slabym posobenim
jadra atdmu na jediny valenény elektrén, odtieneny od jadra zaplnenymi elektrénovymi
vrstvami. Informativne Udaje o polomeroch niektorych atémov aich iénov su uvedené
v tabulke 5.1. Podrobné udaje mozZno najst v pocetnych tabulkach ¢i uéebniciach chémie,
ako aj v medzinarodnych krystalografickych tabulkach [3].

20 prj yy$3ej teplote Zelezo prechaddza z Bec $truktury na Fcc $truktdru
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Prvvok

3 Li
5B
6C
80
10 Ne
11 Na
13 Al
14 Si
17 Cl
18 Ar
19K
29 Cu
30Zn
32 Ge
37Rb
47 Ag
50 Sn
52 Te
53]
74 W
79 Au

Tab. 5.1 Polomery atémov a ich idnov v nanometroch

A
03
Rp  Cs
r[nm] K .
024 Na | ) .
L - s e
° ° ° . o -.. o .. :
:. {”.c o° - Sayet
014 .
zb ' 4'0 o 5'0 go atclislo
ObI‘o 5.6

Tabulka 5.1 Polomery niektorych atémov a ich idnov v nanometroch

Polomery atomov

Polomery atémov podla vazby

kovalent-
nej
0,133
0,083
0,077
0,073
0,154
0,126
0,117
0,099

0,127
0,122

0,140
0,137
0,133

kovovej

0,155
0,089

0,189
0,143

0,236
0,128
0,139

0,248
0,144
0,158

0,140
0,144

van der ion
Waalsovej

- Li*

- B"’

ct

Na*
A|3+
Si4+
cl*

0,192

K*
Cu*
Zn2+
Ge2+
Rb*
Ag*
Sn2+

W4+
Au*
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Polomery iénov

polomer

0,068
0,042
0,038

0,098
0,057
0,039
0,063

0,133
0,098
0,083
0,065
0,149
0,113
0,102

0,068
0,137

ion

o*

CI-

Te™

polomer

0,136

0,081

0,247
0,220



5.3 Struktury niektorych jednoduchych zlGéenin

Do tejto skupiny patri neobycajne pestrd mnozina krystalov, z ktorej uvedieme len niektoré
jednoduché priklady.

Z hladiska uplatnenie v sucasnej polovodi¢ovej technike maju znacény vyznam zluceniny
oznacované symbolom A''BY, najma InSb a GaAs. Niektoré tdaje o nich boli uz uvedené
v Casti 4.3. Maju tzv. sfaleritovu Strukturu (obr. 4.9), ktord sa zhoduje so Strukturou jednej
z modifikacii kry$talu ZnS. Je to kubicka $truktira, podobnd $trukture diamantu. Struktarny
motiv v diamante sa skladd z dvoch rovnakych atémov, vo sfaleritovej Strukture je zlozeny
zdvoch odliSnych atémov, ale jeho umiestnenie v zakladnej bunke je rovnaké ako
v Struktdre diamantu. Koordinacné Cislo v takejto Strukture k = 4, pricom vazby maju
tetraédrické usporiadanie. Sirnik zino¢naty ZnS krystalizuje aj v hexagonalnej modifikacii,
tzv. wurtzitovej, pricom sa tetraédrické usporiadanie smerovych vazieb zachovava (obr. 5.7).

Obr. 5.7 Struktura wurtzitu (ZnS)

Sfaleritovu Struktiru ma aj karbid kremika SiC — jedna z najtvrdSich Iatok. Nizke koordinacné
Cislo sfaleritove] aj wurtzitovej Struktiry naznacuje, Ze ide o kovalentny typ vazby medzi
atémami. Treba vsak poznamenat, Ze Struktury takéhoto typu maju aj niektoré zluceniny,
ktoré povazujeme za idnové (napr. Agl, CuCl, CuBr, Cul).

V kry$téloch typu AiB1 (tj. rovnaky pocet dvoch druhov atdmov) vyskytuju sa aj vyssie
koordinacné cisla, ato pri idnovom charaktere vazby. Medzi Struktirne typy, ktoré sa
v tomto pripade najcastejSie vyskytuju, patria najma typ NacCl (obr. 4.5) a CsCl (obr. 4.6).
V Struktdrach typu NaCl ma kazdy atém 6 najblizSich susedov, umiestnenych vo vrcholoch
oktaédra. Struktdru typu NaCl maju napr. PbCl, PbS, PbTe, ktoré su fotovodivé
vinfraervenej oblasti. V Struktirach typu CsCl koordinaéné cislo ma hodnotu k = 8§,
susedné atomy su umiestnené vo vrcholoch kocky (koordinacny polyéder je kocka).

V Struktarach idnovych krystalov sa uplatriuje vSeobecné pravidlo, podla ktorého kazdy idon
sa ma , dotykat” ¢o najvacsieho poctu idnov opacného znamienka, aby vazbova energia bola
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maximalna. Koordinac¢né cislo v iénovych krystaloch velmi Gzko stvisi s pomernou velkostou
idonov. Na obrazku 5.8 su nakreslené tri zdporné idny obklopujlice postupne sa zmensujuci
kladny i6n. V prvom pripade sa zdporné idny dotykaju len kladného idnu, odpudivé sily
(ktoré wvznikaju pri prekryvani elektrénovych vrstiev zapornych iénov) sa este neprejavuju;
konfiguracia je preto stabilnd. V druhom pripade sa zaporné iény uz dotykaju, ¢o je krajny
pripad stabilnej konfiguracie. Daldie zmen3enie kladného i6nu ma za nasledok zmensenie
pritazlivych elektrostatickych sil, prevliadnu odpudivé sily, konfiguracia je uz nestabilna.

Obr. 5.8

Vplyv pomernej velkosti ionov na
stabilitu Struktiry

Pomocou obrazku 5.8b mobzeme vypocitat kriticky pomer velkosti polomerov idnov,
odpovedajuci vytvoreniu stabilnej konfiguracie s koordinacnym cislom k=3 :

T r 1 —cos30°
cos 30° = B =>—A:—

A+ 78 T8 c0s30° 0.155.
TakZe polomer kladného iénu ma byt vacsi nez 0,155 rg, aby konfiguracia s tromi zapor-
nymi iénmi bola stabilna. Ked polomer kladného iénu znacne narastie, vznikne moznost, aby
sa ho tesne dotykali az 4 zaporné iény. Podobnym vypoctom, ako v predoslom pripade, sa
da zistit, Ze tetraédricka konfigurdcia (tj. k = 4) je stabilna aZ po hodnotu 1, = 0,225 13.
Vintervale 0,155 < ry/rg < 0,225 sateda medzi idnmi uplatiiuje koordinacia k = 3.

Takymto postupom moézeme vytvorit tabulku vyjadrujucu suvislost medzi pomerom
polomerov iénov a koordinacnym cislom v idnovych krystaloch (tab. 5.2).

Tabulka 5.2
r_/r, Ty /T Koordinacné cislo
6,45 — 4,45 0,155 - 0,225 3
4,45 — 2,44 0,225 - 0,414 4
2,44 — 1,37 0,414 - 0,732 6
1,37 - 1,00 0,732 - 1,00 8
1,00 1,00 12
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Pravidlo vyjadrené touto tabulkou vSak nema vseobecnu platnost. MozZzno skonstatovat, Ze
Struktdru typu CsCl (k = 8) mavaju zluceniny s pomerom polomerov iénov blizkym jednotke,
Strukturu sfaleritu (k = 4) tie, v ktorych je pomer r_/r, > 2, ¢o si moZno overit na
niekolkych prikladoch uvedenych v tabulke 5.3.

Tabulka 5.3
Typ CsCl r_/1y Typ sfaleritu /7y

CsCl 1,1 ZnS 2,1
CsBr 1,2 ZnSe 2,3
CsJ 1,3 BeS 51
TICI 1,2 BeSe 5,6
TIBr 1,3 cucl 1,9

TlJ 1,5 CuBr 2,0

Urcovanie polomerov idénov nie je také jednoznacné, ako urcovanie polomerov atomov
zo Struktur jednoatémovych krystalov. V jednoatémovych krystaloch sa polomer atému
uréuje ako polovica vzdialenosti medzi najblizSimi atémami. V idnovych zluceninach
nemozno vzdialenost medzi susednymi ionmi rozdelit jednoznaéne na polomery iénov, lebo
niet na to presného kritéria. Postupuje sa potom tak, Zze polomer niektorého iénu, ¢asto sa
vyskytujlceho v zIG&enindch (napr. i6n 027) sa v podstate definuje, takZe velkosti ostatnych
i6nov sa daju vypocitat na zaklade struktdrnych Udajov prislusnych zlGéenin. Polomery
idnov, ¢i atdbmov, nie su jednoznacné konstanty, ale zavisia od viacerych faktorov, najma od
koordinacného cisla a typu chemickej vazby. Informativne udaje o polomeroch niektorych
iénov su uvedené v tabulke 5.1.

I6nova vazba, ako nenasytena, ma tendenciu vytvarat Struktury s vysokymi koordinacnymi
Cislami. Ale ani v najtypickejSich ionovych krystaloch, za aky povazujeme napr. krystal NaCl,
nemozno vysvetlit vSetky detaily Struktury len na zaklade coulombovske] interakcie i6nov.
Treba pocitat aj s vymennou interakciou, ktord vazbe v idénovych krystaloch dava Ciastocne
kovalentny charakter. Existencia vymennej interakcie v iénovych krystaloch sa potvrdzuje pri
rieSeni problému vazby pomocou Schrodingerovej rovnice, tj. pri rieSeni metddami
kvantovej mechaniky. Objasnime to na priklade krysStalu NacCl.

I6ny chléru aj sodika maju zaplnené vonkajsie elektrénové vrstvy [konfiguracie elektronov
(3s)? (3p)®, resp. (2s)? (2p)® ]. Priestorové rozdelenie s—elektrénov je gulovo symetrické,
rozdelenie p-elektrénov méa tvar ,osmiciek” pretiahnutych pozdiz ortogonalnych
stradnicovych osi (obr. 4.8.a). Ich ditka v smere ortogondlnych osi znalne prevyiuje
polomer gulového s—orbitdlu. Interakcia p—orbitdlov nesuhlasne nabitych idnov ma
v Struktdre NaCl velky vyznam. Vplyvom coulombovskej interakcie sa iény Na* a CI
dostavaju tak blizko, Ze sa zacinaju prekryvat ich p—orbitdly, ktorych ortogonalne
usporiadanie podmiefiuje vznik kubickej $truktury kry$talu NaCl (obr. 5.9). Ué&inkom
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coulombovskych sil sa iény k sebe priblizuja, ale ich usporiadanie do kubickej Struktary
,organizuje” vymenna interakcia p—orbitalov.

Obr. 5.9

Podobnym spdsobom mozZno vysvetlit aj struktdru CsCl. Rovnako v kovoch, v ktorych sa
neuplatiuje najtesnejSie usporiadanie atémov, ale kubicka Struktira s objemovo
centrovanou zakladnou bunkou, sa v zna¢nej miere uplatiiuje vymenna interakcia medzi
orbitdlmi p alebo d, ktoré nie su gulovo symetrické.

V suvislosti s uvedenymi skuto¢nostami mozno aj v typickych iénovych krystaloch pripisat
vazbe Ciastocne kovalentny charakter. Napriklad v krystali NaCl pripada na kovalentnu vazbu
az33%, vKClI30%, v LiF 11 % [14].

Pri zlu€eninach typu AB; uZ nie su koordinacné Cisla pre obidva druhy atémov rovnaké, ich
pomer je 2 : 1. Najprv uvedieme Strukturu fluoritu CaF. , ktory krystalizuje v kubickej
sustave. lény vapnika tvoria najtesnejsie
usporiadanie — kubickd Struktiru s ploSne
centrovanou zdkladnou bunkou. Medzi iénmi
vapnika vznikaju dva druhy dutin — oktaédrické
atetraédrické. Na jednu zdkladnd bunku
pripadaju Styri oktaédrické dutiny a osem
tetraédrickych. Oktaédrické dutiny predstavuju
priestor medzi Siestimi iénmi  tvoriacimi

bipyramidu (oktaéder) a nachadzaju sa uprostred
hran zakladnej bunky a v jej taZisku. Tetraédrické
dutiny su tvorené tetraédrickym zoskupenim Styroch idnov a nachadzaju sa na telesovych
uhloprie¢kach zakladnej bunky, v jednej $tvrtine ich di?ok. 16ny fluéru v CaF, obsadzuju
vSetky tetraédrické dutiny, oktaédrické dutiny zostdvaju prazdne (obr. 5.10). Koordinacné
¢islo idnov vapnika kca =8, idnov fluoru kg = 4.

64



Pomocou obsadzovania dutin je mozné interpretovat Struktury celého radu iénovych
kryStalov, napriklad aj NaCl. Velké zdporné idny chléru tvoria kubickd plosne centrovanu
mriezku, iony sodika obsadzuju vSetky oktaédrické dutiny. I6ny sodika su vSak vacsSie nez
dutiny, takze idny chléru — podla takéhoto modelu — sa nedotykaju. Aj v Strukture sfaleritu
atomy siry tvoria kubickd plosSne centrovand mriezku, pricom atémy zinku obsadzuju
polovicu tetraédrickych dutin.

Pomocou obsadzovania dutin moZno interpretovat aj Strukturu spinelu, ktord sa casto
vyskytuje pri ferimagnetickych latkach. Je to opat Struktira patriaca do kubickej sustavy,
ktorej zdkladom je ploSne centrované usporiadanie anidnov kyslika. Tetraédrické aj
oktaédrické dutiny su obsadzované dvojmocnymi a trojmocnymi katiénmi, zvycajne
vpomere 1 : 2. Tato Struktdra dostala pomenovanie podla mineralu spinel (MgAl,Qa4).
Zakladnad bunka spinelovej Struktiry ma vo vSetkych troch priestorovych smeroch
dvojnasobné rozmery v porovnani sbunkou kyslikovych anidnov, ¢o je zapricinené
rozmiestnenim katiénov po oktaédrickych a tetraédrickych dutindch. Na jednu zakladnu
bunku spinelovej Struktury pripada 8 vzorcovych jednotiek typu AB,QOs, Cize 32 anidnov
kyslika, 8 dvojmocnych a 16 trojmocnych katidonov. Z celkového poctu 32 oktaédrickych a 64
tetraédrickych dutin pripadajucich na zakladnd bunku katidny zaplfiaju len 24 dutin.
Zaplhanie je periodické vo vietkych troch rozmeroch, ale moze sa uskutoénit dvoma
vyznamnymi sposobmi. Ak dvojmocné katidony (oznacené symbolom A) obsadzuju len
polohy tetraédrické atrojmocné len oktaédrické polohy, vnikd tzv. normalna spinelova
Struktdra. Ak polovica trojmocnych katidnov zapliia dutiny tetraédrické a druha polovica
spolu s dvojmocnymi i6nmi oktaédrické polohy, vznikd inverzna spinelova Struktura.
Nazorne su uvedené v nasledujucej tabulke.

Poloha tetraédricka oktaédricka
normalny spinel A B O4
inverzny spinel B AB O4

Mnohé latky s praktickym vyznamom maju spinelovu Struktiru prechodného typu, ktord je
akoby zmesou oboch krajnych Struktir. Medzi najznamejsie latky so spinelovou Strukturou
patria ferity, vyznamné svojimi magnetickymi vlastnostami, napr. ferit horecnaty MgO-Fe;03
ktory je najdolezZitejSou sucastou Ziaruvzdornych materidlov (magnezitové tehly), ferit
manganaty MnO-Fe,0s3 ako sucast vysokofrekvencnych feritov, a aj magnetovec FeO-Fe;03
¢o je historicky prvy znamy magneticky materidl — znamy uz v obdobi pred zaéiatkom nasho
letopoctu.

Perovskitova Struktira (ndzov podla mineralu s chemickym vzorcom CaTiOs) sa stala vo
fyzike zaujimavou v suvislosti s feroelektrickymi vlastnostami titani¢itanu barnatého
(BaTiOs), ktorého $truktira je znazornena na obr. 5.12. Struktiru ma v podstate kubickd, ale
mierne deformovanu na tetragondlnu (podla stavu polarizacie krystalu), zakladna bunka je
primitivna. Anidny kyslika avelké katiény bdria tvoria akoby kubické najtesnejsie
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usporiadanie, malé katidny titdnu si umiestnené v oktaédrickych dutinach. Titanicitan
barnaty je kubicky aZz nad 120 °C, pri izbovych teplotach je tetragonalny, pricom ién Ti* je
posunuty k jednému z atémov kyslika, ¢o md za ndsledok spontannu polarizaciu — krystal je
feroelektricky.

Zaplhanie dutin medzi aniénmi nie je typické len pre kubické najtesnejSie usporiadanie
aniénov, pomocou neho sa daju interpretovat aj iné typy Struktur.

Model najtesnejSieho usporiadania aniénov uspokojivo vysvetluje Struktdry iénovych
zlu¢enim iba potial, pokial moZno anidny povazovat za takmer tuhé gul6cky. V mnohych
pripadoch to je realisticky predpoklad, lebo polomer iénov je prakticky nezavisly od
vonkajSich okolnosti. Podla Goldschmidta v krystaloch srovnakym typom Struktiry sa
polomery iénov neodliSuju viac nez o 1 %. Pri prechode k Struktire blizkeho typu sa
polomery ibnov nemenia o viac nez niekolko percent.

J % (:::) kyst fk

iony kovov

O
&

Obr. 5.11 Dva oktanty zakladnej bunky spinelovej Struktiry — malé prazdne kruzky
predstavuju katidny v oktaédrickych polohach, pIné kruzky v tetraédrickych polohach.

Qso
0

Ti Ba

Obr. 5.12 Perovskitova struktura

I6ny si vSak nemozno predstavovat ako tuhé guldcky v tych pripadoch, ked' sa v Struktdre
vzdjomne silno polarizuju, nasledkom ¢oho sa v niektorych smeroch priblizuju k sebe viac
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nez v inych smeroch v krystali. Silne polarizujucimi su malé kladné iony s velkym kladnym
nabojom, lahko polarizovatelné su velké aniony.

Za pritomnosti silnej polarizacie iénov si uz nemoZno predstavit Strukturu krystalu ako
najtesnejSie usporiadanie tuhych gul6cok. Vtedy vznikaju osobitné Struktury, napriklad
vrstevnaté, pozorované pri CdJ; alebo MoS; . V takychto Strukturach ku kazdej vrstve
kationov tesne priliehaju dve vrstvy anidénov, &im vznikaju trojvrstvy. Vazbové sily
v trojvrstve su idnovej povahy, medzi trojvrstvami uz len van der Waalsove, o sa prejavuje
podobne ako pri grafite, Ze jednotlivé trojvrstvy mdzu po sebe pomerne lahko kizat.

Silnd polarizdcia idnov ma v Struktire za ndsledok zmeny vzdialenosti medzi i6nmi
v niektorych smeroch, tym znizenie koordina¢ného Cisla a symetrie Struktury.

5.4 Zliatiny

Pri zliatindch sa stretdvame s niektorymi Specifickymi vlastnostami Struktur, ktoré sa pri
zluceninach nevyskytuju. Cim viac komponentov zliatina obsahuje, tym pestrejsie su
moznosti pri vytvarani roznych usporiadani atdmov v zliatine. Najjednoduchsou je zrejme
binarna zliatina, obsahujuca iba dva kovy. Ale aj v takomto jednoduchom pripade Struktura
zliatiny zavisi od celého radu faktorov, ako koncentracia rozpustaného kovu A v kove B,
pomer velkosti atdmov, priemerny pocet valenénych elektrénov pripadajicich na jeden
atém (tzv. Hume-Rotheryho elektronové zliatiny), ¢i elektronegativita atémov.

Pri rozpustani napriklad kovu B v kove A modZu sa jeho atdmy umiestiovat v polohach
prislichajucich atdmom A (substituovat ich), alebo v tzv. intersticidlnych polohach, tj. vo
volnych priestoroch medzi atdmami zakladného kovu. V prvom pripade ide o substitucny
tuhy roztok, v druhom pripade o intersticialny tuhy roztok. Ako priklad na intersticialny tuhy
roztok uvedieme austenit, v ktorom sa atomy uhlika umiestiuju v stredoch kubickych plosne
centrovanych buniek Zeleza. Substituény aj intersticidlny roztok vznikd obycajne len v
obmedzenom intervale vzajomného pomeru poctu atémov.

Najjednoduchs$ie binarne zliatiny vznikaju pri kovoch s rovnakym mocenstvom atémov
a priblizne rovnakymi rozmermi atémov. Napriklad Ag—Au, Ti—Zr, a K-Rb tvoria tuhé
roztoky pri lubovolnom pomere zloziek, pricom atémy jedného kovu nahradzaju
(substituuju) atémy druhého kovu v spoloc¢nej krystdlovej mriezke. Ked' rozdiel velkosti
atomov nie je zanedbatelny, alebo ak Struktury &istych kovov tvoriacich zliatinu nie su
rovnaké, dokonaly tuhy roztok pri lubovolnom pomere zloZiek nie je mozny. Maly rozdiel vo
velkosti atdmov ma obycajne za nasledok, Ze atomy rozpustaného kovu sa usporaduvaju
v Strukture zakladného kovu pravidelne, ¢im vznikaju tzv. superstruktury. Superstruktdrou sa
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Obr. 5.13 Superstruktura zliatiny CusAu

vyznacuje napriklad zliatina CusAu , ktord ma kubickd Struktaru, pricom atédmy zlata su
umiestnené v rohoch zakladnej bunky, a atdomy medi uprostred jej stien (obr. 5.13).

Zliatina vytvorena z prvkov, ktorych krystaly maju rovnaky typ Struktdry a malo odlisné
mriezkové parametre (napr. Au : Fcc, a = 0,40783 nm, Ag: Fcc, a = 0,40856 nm) ma rovnaky
Strukturny typ pri fubovolnom pomere komponentov. V inych pripadoch sa typ Struktury
meni v zavislosti od pomeru zloziek. Napriklad v mosadzi, ¢o je zliatina medi a zinku,
(Cu: Fcc a=0,36153 nm, Zn: Hcp a=0,2664 nm c = 0,4945 nm) vznikaju podla obsahu
zinku az Styri typy Struktury.

Superstruktiry su stabilné len pri nizkych teplotach, so vzrastajucou teplotou sa ich
usporiadanie narusa. Ak sa velkosti atdmov vytvarajucich zliatinu odliSuju o viac nez 15 %, je
vznik superstruktury energeticky nevyhodny. Vznikaju pocetné typy Specidlnych Struktar,
zavisiace od pomeru velkosti atdmov. Kvantitativne hodnotenie usporiadanosti takychto
Struktur je obsahom dalSej kapitoly.

5.5 Nekrystalické tuhé latky

Od svojho vzniku bola fyzika tuhych latok zamerana prakticky len na Stddium krystalickych
latok. Iba v poslednom desatroci neobycajne narastol zaujem o nekrystalické latky,
v suvislosti s moZznostami ich technického vyuZitia (pamatové prvky, prepinace). Nekrys-
talické latky predstavuju pomerne Siroké spektrum Iatok liSiacich sa sposobom pripravy, aj
usporiadanim atémov. Tato okolnost, dalej pomerne malo ¢asu ¢o uplynulo od zaciatku
intenzivneho studia nekrystalickych latok, ako aj burlivy rozvoj tejto oblasti, maju za
nasledok nepresné vymedzenie pouZivanych pojmov. Casto sa na oznalenie stavu latok,
o ktorych bude vtomto clanku rec, pouzivaju terminy amorfny, nekrystalicky alebo aj
neusporiadany stav. Neustdlenost terminoldgie suvisi aj s nedokonalymi vedomostami
o Strukture nekrystalickych latok. Mnohi autori povazuju termin krystdl za synonymum
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s terminom tuhd ldtka, a nekrystalické latky povazuju v podstate za tekutiny s extrémne
vysokou viskozitou. Niektori autori povazuju (definuju) za tuhu latku taku, ktorej viskozita
ma hodnotu vadsiu ne? istd stanovend hodnota (oby&ajne 10*2 Pa-s).

Vtomto texte sa priklonime k poslednému nazoru, apre latky ktoré nebude mozné
povazZovat za krystalické, budeme pouzivat termin nekrystalické Idtky.

Idediny krystdl si predstavujeme ako tuhu latku, v ktorej jestvuje dokonald trojrozmernd
periodicita v usporiadani molekdl, atémov, idnov ¢i elektrénov. Pravidelnost nie je
v Ziadnom smere obmedzena. V red/lnom krystdli je situacia podobn3, ale kmitanie atémov a
pritomnost réznych poruch usporiadania (bodovych, ¢iarovych, ¢i ploSnych) ciastocne
obmedzuje rozlahlost pravidelného usporiadania, toto sa vsak zachovava eSte na pomerne
velkych vzdialenostiach. V redlnom krystali sa teda zachovdva usporiadanie s dlhym
dosahom, (na velku vzdialenost),?* pricom pod velkou vzdialenostou treba rozumiet aspori
niekolko desiatok medziatdmovych vzdialenosti.

Tuhd latka moéze vzniknat aj pri takych podmienkach, ktoré neumoZiuji vytvorenie
kryStalov s pravidelnym usporiadanim ,na velkd vzdialenost”. MdzZze to byt napriklad pri
vakuovom naparovani na studenu podlozku, pri rychlom chladeni taveniny, alebo pri inej
technoldgii. Aj vtakychto pripadoch sa vsSak zachovavaju niektoré charakteristiky
krystalického stavu, najma povaha chemickej vazby. To ma za nasledok, Ze napriklad
v latkach s kovalentnou véazbou (Si, Ge) sa aj v nekrystalickom stave zachovava priemerny
pocet najblizSich susedov, pricom ich stredna vzdialenost a priestorové rozdelenie smerov
vazieb — v porovnani s krystalickym stavom — sa meni len malo. Usporiadanie dalSich
koordinacnych sfér sa postupne viac aviac odliSuje od usporiadania v krystali, ale
usporiadanie v prvej koordinacnej sfére sa mu podoba. Zachovava sa uz len usporiadanie
s krdtkym dosahom, (na malt vzdialenost) nazyvané aj usporiadanie nablizko .*

Usporiadanie s kratkym dosahom sa prejavuje aj v taveninach a vSeobecne v kvapalinach.
Vztah medzi usporiadanim v krystali a jeho tavenine opiSeme na priklade draslika.

Draslik v krystalickom stave ma kubickd Struktiru s priestorovo centrovanou zakladnou
bunkou a mriezkovym parametrom a = 0,5344 nm. Na zaklade tychto udajov mozeme
nakreslit graf, v ktorom na vodorovnu os vynasame vzdialenost od fubovolne zvoleného
atému vo vnutri kryStalu a na zvisli os pocet atédmov v tejto vzdialenosti. Vysledok je na
obrdzku 5.14. Na prvej koordinacnej sfére krystalu draslika je 8 atdbmov, na druhej 6 atd.
V kvapalnom stave je rozdelenie atdmov draslika v okoli ndhodne zvoleného atému odlisné
a navysSe neustdle sa meniace. V dolnej Casti obrazku je nakreslena ¢asova strednd hodnota
poctu atomov ako funkcia vzdialenosti od ndhodne zvoleného atédmu. Nakreslena funkcia
f(r) predstavuje pocet atdmov draslika pripadajucich v danej vzdialenosti r na objemovu
jednotku (10739m™3) — nazyva sa radidlna distribuénd funkcia (RDF).

21 v angli¢tine ,long range order”.
22 angli¢tine ,,short range order”.
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Obr. 5.14

Radidlne rozdelenie atomov draslika v kryStalickom
a kvapalnom stave

Z obrazkov sa da usudit na podobnost usporiadania v kvapaline s usporiadanim v krystali, ale
len pri malych vzdialenostiach r. Integral f47rr2 f(r) dr pocitany cez prvé maximum
radialnej distribucnej funkcie udava pocet najblizsich susedov, Cosi ako koordinacné cislo.
Toto mda hodnotu blizku koordinacnému cislu v krystali, najma tesne nad bodom topenia
kry$talu. Sirka prvého maxima suvisi s rozptylom vzdialenosti medzi najbliz$imi susedmi
v tavenine, s rastlcou teplotou sa rozsiruje, a teda usporiadanost atdbmov zmensuje.

Aj v nekrystalickych tuhych latkach  moZno usporiadanie ,nablizko” charakterizovat
radidlnou distribu¢nou funkciou, ktora podava istu zakladnu informaciu o Struktire. RDF sa
urcuje difrakénymi metddami, difrakciou rontgenovych lucov, neutrénov alebo elektrénov.

Na vysvetlenie vlastnosti nekrystalickych tuhych latok sa postupne vytvarali ré6zne modely
a hypotézy. Mozno ich rozdelit na niekolko druhov.

A. Hypotéza neusporiadanej sietoviny

Prvykrat bola predloZzend v roku 1923 W. H. Zachariasenom, na vysvetlenie Struktury
kyslicnikovych skiel. Experimentdlne bola overena (pomocou difrakcie réntgenovych lucov)
B. E. Warrenom. Hypotéza vychadzala z podobnosti mechanickych, geometrickych a inych
vlastnosti skiel aim odpovedajicich krystalov. Podla tohto modelu je v sietovej Strukture
kazdy atdm viazany k takému poctu najblizSich susedov, ktory je potrebny na nasytenie jeho
chemického mocenstva. Pocet najblizSich susedov aich stredna vzdialenost su preto
rovnaké ako v odpovedajucom krystali. Jestvuje maly rozptyl vzdialenosti najblizSich
susedov. Uhly medzi vazbami sa odliSuju od hodndét v krystali, pricom aj tu jestvuje isté
rozdelenie velkosti odchylok. Napriklad v usporiadani vazieb v SiO, mozu byt odchylky od
idedlneho tetraédrického uhla (tj. 109° 28’) az 20° pricom mensie odchylky su
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pravdepodobnejSie. Schematicky (rovinne) je model neusporiadanej Struktury znazorneny
na obr. 5.15. a to v porovnani s usporiadanou Strukturou.

Obr. 5.15
Model neusporiadanej sietoviny

Rozdiely vo vzdialenostiach medzi najblizSimi susedmi a odchylky od ideadlnych hodnot
vazbovych uhlov (tj. hodnot v krystaloch) maju za nasledok rozptyl hodnot vazbovej energie
atym stratu presného bodu topenia. Namiesto bodu topenia jestvuje potom interval
maknutia tuhej latky, ktory je tym vacsi, ¢im vacsi je rozptyl medziatdmovych vzdialenosti
najblizsich susedov a valen¢nych uhlov medzi nimi.

B. Mikrokrystalitova hypotéza

Vychadza z predpokladu, Ze v nekrystalickej tuhej latke jestvuju malé oblasti s usporiadanym
rozmiestnenim atomov, takym ako v prislusnom krystali. Drobné krystaliky, s rozmermi
niekolkych medziatémovych vzdialenosti, si oddelené oblastami s neusporiadanou
Struktirou (obr. 5.16). Takato Struktura je heterogénna, s usporiadanymi oblastami
dispergovanymi v neusporiadanom prostredi.

S0
ESia

WS

Obr. 5.16
MikrokryStalitny model

X

X

V niekolkych pripadoch boli urobené pokusy na uréenie velkosti mikrokrystalitov. Ziskané
hodnoty linedrnych rozmerov okolo 1 az 1,2 nm boli na hranici velkosti zakladnej bunky,
a teda aj na hranici opravnenosti tohto modelu.

Pomocou mikrokrystalitovej hypotézy sa daju vysvetlit napriklad vlastnosti nekrystalickych
(amorfnych) feromagnetik. Podarilo sa vysvetlit aj teplotnu zavislost indexu lomu niektorych
nekrystalickych latok. Na zdklade vysledkov ziskanych v poslednom obdobi preciznymi



difrakénymi metdédami sa vsak tento model Struktury nekrystalickych latok (kovov aj
polovodicov) stava neopodstatnenym.

C. Polymérova hypotéza

Vznikla v suavislosti so snahou vysvetlit elektrické, tepelné a mechanické vlastnosti
niektorych skiel (Tarasov, Stevels). Teplotnd zavislost tepelnej kapacity niektorych
nekrysStalickych Iatok ma taky priebeh, ako predpovedad tedria pre linedrne (jednorozmerné)
retazce atomov, typické pre polymérové latky. Podla niektorych autorov vacsina latok so
sklovitou Struktirou ma tendenciu polymerizovat, tj. vytvarat linedrne retazce, pripadne
rovinnu sietovinu. Mechanické metddy skiimania vlastnosti takychto materidlov (pruznost,
viskozita) polymérovej hypotéze neodporuju.

D. Zhlukové modely

Tieto modely vychddzaju z predpokladu, Ze pravidelné zhluky?® malého poctu Eastic (cca
100) v urcitych konfiguraciach, neveducich k periodickému usporiadaniu, moézu mat mensiu
volnu energiu ako pri usporiadani v krystdli. Jeden ztakychto modelov (Grigorovici —
Manaila) predpoklada existenciu zhlukov vytvorenych z pravidelnych pentagonalnych
prstencov spajajucich sa do tzv. dodekaédrov. V pentagonalnych dodekaédroch ma uhol
medzi vazbami hodnotu 108°, co sa velmi priblizuje velkosti uhla v idealnej tetraédrickej
konfiguracii vazieb. Aj takato mald odchylka vsak postacuje na to, aby nemohla vzniknut
trojrozmerne periodicka Struktdra. Vznikaju len malé zhluky s velkostou 1 az 2 nanometre,
niektorymi autormi nazyvané amorfény. Napriek Uspechu pri vysvetleni RDF amorfného
kremika a germdnia, tento model neuspokojuje, ponechdva otvorené niektoré
termodynamické otazky.

E. Model ndhodného tesného usporiadania®*

PouZiva sa pri opise Struktury nekrystalickych kovov a zliatin. Krystalické Struktary Cistych
kovov predstavuju tesné (Bcc), resp. najtesnejsie (Fcc a Hep) usporiadanie atémov. Struktira
nekrystalickych (amorfnych) kovov a zliatin sa uvedenym usporiadaniam priblizuje,
zachovdva sa vsak len usporiadanie nablizko, na rozdiel od usporiadanosti na velkd
vzdialenost v krystalickej modifikacii.

23V angli¢tine: clusters
24V angli¢tine ,randome closed packing” — RCP
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5.6 Polyméry

Zakladnymi Struktdrnymi jednotkami v polyméroch su velké molekuly, obsahujice aj
niekolko tisic monomérnych jednotiek. Napriklad typicka molekula polyetylénu je retazec
s tvarom valca s priemerom 0,5 nm a dizkou = 5000 nm, &o predstavuje priblizne 40 000
monomeérnych jednotiek CH,. Takdto molekula mdze byt poskricana, pripadne posplietana
s inymi molekulami, mo6zZe vsak byt sucastou aj usporiadanej Struktury. Polymérne latky
mozZu vytvarat bohatu skalu faz liSiacich sa vzajomnym usporiadanim, najma v pripade
kopolymérov, ked zakladom latky su dva, pripadne viaceré druhy monomérnych jednotiek.

V podstate mozno rozliSovat krystalické a nekrystalické polymérne latky, treba vsak
zdoraznit, ze pripravit dokonale krystalicky polymér prakticky nie je moiné, vidy zostava
Cast retazcov v stave neusporiadanej struktdry.

Délezitym faktorom podmieriujicim mozZnost krystalizacie polyméru je vzdjomné
priestorové usporiadanie monomérnych jednotiek v polymérnom retazci. Napriklad
vinylchlorid CH,=CHClI mébéze vytvarat tri typy PVC retazcov, schematicky naznacené

nasledovne:

- - - - - -CH-CH, - CH-CH, -CH-

a) CH, (l:H CH, = CH CH, ( 2 | 5 lH

Cl Cl Cl Cl C1
b) -CHZ-(IIH-(IJH-CH2-CH2—(IJH—C|1H-CH2-CHZ-?H-—

Cl Cl Cl Cl Cl
e) - CH, = CH = CH - CH, = CH, - CH - CH, - CH - CH, - CH -

Cl Cl Cl Cl Ccl

Prvé dva typy predstavuju pravidelné usporiadanie, treti nepravidelné. Cim nepravidelnejsie
je usporiadanie monomérnych jednotiek, tym mensia je pravdepodobnost vzniku
krystalickej fazy.

Polymérny retazec, aj ked'si ho predstavujeme ako Ciarovy Utvar, predsa je len priestorovym
utvarom. V polyvinylchloride sa chlér méze viazat na retazec z r6znych stran. Schematicky,
v ploSnom zobrazeni, mozno uviest dalsie tri pripady:

ak sa atomy chléru umiestnuju len z jednej strany retazca, vznika molekula izotaktickd

s
ja=]
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ak sa umiestnuju striedavo, vznika molekula syndiotaktickd

o]

1

fast

H Cl1 H H Cl1 H
|| | |
~-C=-C=C=-C=-C=C=C =
||| I
H H H H H H

Q—Q— 10

H

l
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|

H

Q——Q—
Q= —

a ak v striedani umiestnenia chyba pravidelnost, molekula sa oznaduje ako ataktickd. Pre
pravdepodobnost vzniku krystalickej fazy plati aj vtomto pripade to isté ako v pripade
predoslom.

Nakoniec treba uviest, Ze Stvorvazbovy atdm uhlika ma vazby orientované tetraédricky.
Najjednoduchsi retazec vznikne, ak vSetky atémy uhlika lezia v jednej rovine. Je vsak zrejmé,
Ze retazec mdze postupne menit smer podla toho, v ktorom z moznych tetraédrickych
smerov sa nasledujlci atdm uhlika naviaZze na predchadzajicu ¢ast retazca.

Z moznych priestorovych usporiadani retazcov polyméru len niektoré tvoria krystalicku fazu.
Jednym z nich je ,,cik-cak” usporiadanie (obr. 5.17), pri ktorom vznikaju platnicky s hrubkou
cca 1078m. Retazce sa na hornej aspodnej strane platnicky otdcaju o 180° . Medzi
jednotlivymi ohybmi retazca nie je vidy rovnaky polet monomérnych jednotiek, takze
vzdialenost medzi ohybmi, teda hrubka platnicky neméze predstavovat rozmer zakladnej
bunky. Rozmery zakladnej bunky sa daju uréit pomocou difrakcie rontgenového Ziarenia.
V pripade krystalickej fazy polyetylénu, ktory krystalizuje uvedenym spdsobom, je zakladna
bunka ortorombicka, s mriezkovymi parametrami a = 0,740 nm, b =0,493 nm, c=0,253 nm
pricom parameter c predstavuje periédu identity v smere pozdi? retazca. Retazce su teda
rovnobezné s ,osou c“ a prechadzaju hranami zakladnej bunky a jej stredom.

e
~10nm ] /

Obr. 5.17

Usporiadanie polymérnych retazcov
v kryS8talickom polyetyléne

Usporiadanost Struktury polyméru zavisi aj od sil pbsobiacich medzi retazcami (tj.
molekulami) polyméru. Napriklad v polyamide (nylon 6-6) sa medzi retazcami uplatnuju
vodikové mostiky, ¢im sa vysvetluje jeho velkd pevnost. Nylon krystalizuje v triklinickej
sustave.

Struktiry mnohych polymérnych latok nemaju pravidelnd geometriu krystalov, a podobaju
sa viac Strukture kvapalin. Napriklad atakticky polystyrén, ktorého boéné substituéné
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skupiny su velmi velké, pri prechode z kvapalného do tuhého stavu nema predpoklady na to,
aby sa jeho molekuly usporiadali do pravidelnej Struktiry. Namiesto postupného
usporaduvania molekul pri chladnuti kvapaliny nastava len zmensovanie ich pohyblivosti.
Usporiadanie retazcov polyméru si mozno v takom pripade predstavit ako ,posplietané
Spagety”. Takto ,usporiadané“ molekuly ma aj polymetylmetakryldt (plexisklo).
Nekrystalicky polymér moze vzniknat aj z monomérnych jednotiek s vysokou simernostou,
ak medzi retazcami nie je dostatok interakcie na vznik krystalického usporiadania.

Retazce niektorych polymérov tvoria klbka (globuly) s priemerom 10 — 30 nm, ktoré su uz
viditelné v elektrénovom mikroskope. Pri prechode do tuhého skupenstva sa globuly
usporaduvaju podla principu najtesnejSieho usporiadania, vznika tzv. globuldrny krystal. Je
zaujimavé, Ze takyto krystal méze mat dobre vyvinuté vonkajsie plochy, ¢im sa podoba na
krystaly s pravidelnym usporiadanim castic. Jeho vnutorné usporiadanie vsak nie je
periodické, takze z hladiska difrakcie rontgenového Ziarenia sa javi ako nekrystalicky.

Model posplietanych retazcov dobre vysvetluje
Strukturu nekrystalickych polymérov len na prvy
pohlad. Vyplyva z neho priliS mald hustota pre
nekrystalicki fazu v porovnani s krystalickou
fazou. Pripusta existenciu krystalickych oblasti
(kruznicami vyznacené oblasti na obr. 5.18),
tazko si vS8ak moino predstavit zvacSovanie
obsahu krystalickej fazy na ukor nekrystalickych
Casti, tj. krystalizaciu. Za prijatelnejsi je preto

Cbr. 5.18 vhodné povaZovat model retazcovych zvazkov,
Model posplietanych retazcov

podla ktorého sa retazce ukladaju v podstate
navzajom rovnobezne do zvazkov. Ich usporiadanie v rovine kolmej na os zvazku méze byt
pravidelné, ¢o zodpoveda krystalickej Strukture (obr. 5.19a) alebo nepravidelné (obr. 5.19b),
ako v nekrystalickych latkach. Takyto model poskytuje jednak mensie rozdiely medzi
hustotami kryStalickej a nekryStalickej fazy, jednak pomerne jednoduché vysvetlenie
procesu krystalizacie. Podla modelu posplietanych retazcov sa pri krystalizacii retazec musi
vymotat z klbka retazcov a uloZit sa do usporiadaného zvazku, ¢o si sotva mozno predstavit
geometricky aj energeticky. Pri druhom modeli ide len o prechod rovnobeZnych retazcov
z neusporiadané stavu do usporiadaného.

O 0 o ? ©
o ©
© 0 0O o
o o @ o 0
Obr. 5.19 Model
a b retazcovych zvazkov
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5.7 Kvapalné krystaly

Predstavuju prechod medzi krystalickym a kvapalnym stavom. Maju vela typickych vlastnosti
kvapalin, ako kvapalnost, vytvaranie kvapiek, ¢i nulovy modul pruznosti v Smyku. Sucasne
vSak prejavuju anizotropiu elektrickych, magnetickych aj optickych vlastnosti, ¢o je typické
pre krystaly.

Kvapalné krystaly, ktoré vznikaju pri zohrievani tuhych latok, resp. pri ochladzovani
izotropnych kvapalin, sa nazyvaju termotropné. Kvapalné krystaly sa daju pripravit aj
rozpUstanim tuhych latok v rozpustadlach, alebo zahustovanim roztoku odparovanim
rozpustadla. Takto pripravené kvapalné krystaly sa nazyvaju lyotropné. Termotropné
krysStaly existuju len v uréitom teplotnom intervale, ktory zvycajne predstavuje len niekolko
stuprfiov, zriedka desiatky. Podobne pri lyotropnych kvapalnych krystaloch jestvuje
obmedzeny interval koncentracie latky v rozpuastadle.

Kvapalné krystaly sa vyskytuji medzi organickymi zlGéeninami. Dnes?® je zndmych uZ
niekolko tisic latok, ktoré vo vhodnom intervale teploty, resp. koncentracie roztoku
prejavuju takéto vlastnosti. Po chemickej stranke su to latky r6zneho typu (kyseliny, étery, . )
maju vsak isté spolocné charakteristiky svojich molekul:

a) molekuly su podlhovasté, pricom je vyhodné, ak obsahuju ploché segmenty,
napriklad benzénové kruhy

b) pozdiznu os molekuly tvori temer tuhy retazec, obsahujuci dvojité chemické vazby

c) dolezita je pritomnost silnych dipdlov a lahko polarizovatelnych skupin v molekule

d) skupiny pripojené na konce molekul nie su velmi dolezité

Kvapalné krysStaly sa podla usporiadania svojich molekul delia na tri hlavné skupiny —
nematické, cholesterické a smektickeé.

Termin nematicky pochadza zgréckeho slova ,nema“, ¢o znamenda nit. Usporiadanie
molekul v tomto type spociva v tom, Ze v uritom objeme odpovedajucom ,krystalickému
zrnu”, st pozdizne osi molekul rovnobeiné (obr. 5.20). Nejestvuje viak periodické
usporiadanie tazisk molekul, takZe chyba usporiadanie s dlhsim dosahom. Ide len
o usporiadanie orientacie osi molekul. Molekuly moézu rotovat okolo pozdiZnej osi, su
nepolarne (obidva konce molekuly su fyzikdlne rovnocenné). Nematické kvapalné krystaly su
preto opticky jednoosové. Maju stred sumernosti, takie nemdézu byt feroelektrické a
negeneruju druht vyssiu harmonicku frekvenciu pri rozptyle svetla.

Cholesterické kvapalné krystaly sa usporiadanim molekul podobaji na nematické, odlisuju
sa tym, Ze smer osi molekul sa pri postupe krystalom v istom smere pravidelne meni, akoby
sa otdcal po skrutkovici (obr. 5.22). Stupanie skrutkovice je pri vacsine cholesterickych
kvapalnych krystaloch porovnatelné svinou dizkou viditelného svetla. Skrutkovicovité

25 tj. vroku 1977
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usporiadanie molekul je pri¢inou charakteristického sfarbenia tychto latok pri odraze svetla
aich neobycajne velkej optickej aktivity. Stupanie skrutkovice citlivo zavisi od teploty,
chemického zloZenia a vonkajsich elektrickych a magnetickych poli.

050 ¢ 00 0000000
0
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005 90 0° 0000000

0V 0gp0 O 00000000

. Obr. 5.20 Obr. 5.21
Usporiadanie molekil v nematickom kvapalnom Usporiadanie molekul v smektickom kvapalnom
kry5tdli - kry8t4li

Smektické kvapalné krystaly sa od nematickych odliSuju vrstevnatym usporiadanim molekul
(obr. 5.21). Osi molekul su obyc¢ajne kolmé na roviny vrstiev, ale mozu s nimi zvierat aj iné
uhly. V takychto pripadoch vznikaju opticky dvojosové kvapalné krystaly. Smekticky kvapalny
krystal vznika napriklad pri rozpusteni mydla vo vode (smegma znamena v gréctine mydlo).
Jeho jednotlivé vrstvy sa po sebe mdzu pomerne lahko kizat. V samotnych vrstvach viak
pravidelné usporiadanie molekul chyba.

VSeobecne plati pravidlo, Ze ¢im nizsSia je teplota kvapalného krystalu, tym vyssi stupen
usporiadanosti v iom existuje. Nematicka faza sa objavuje pri teplotach vzdy vyssich nez
faza smekticka.
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Obr. 5.22

Usporiadanie molekil v cholesterickom
kvapalnom kryStd4li

Fyzikdlne vlastnosti niektorych latok v stave kvapalného krystalu neobycajne zdvisia od
vonkajsich podmienok, ako teplota, vinova dizka svetla, elektrické aj magnetické pole. Tato
ich vlastnost sa aj prakticky vyuZiva. Na baze kvapalnych krystalov bol skonstruovany menic
infracerveného zobrazenia na viditelné (pozorovanie objektov v noci), pripravuju sa z nich
polaroidy (tenké vrstvy polarizujuce svetlo), niektoré su vhodné ako detektory pritomnosti
nevhodnych latok v ovzdusi.

Mnohé latky biologického pbévodu sa spravaju ako kvapalné krystaly. Medzi ne patria aj
nukleinové kyseliny, ktoré su nositelmi genetickych kédov. Preto je pochopitelné, Ze
kvapalné krystdly su predmetom zaujmu biofyziky, resp. bioldgie vSeobecne.

Daldie podrobnosti o $trukttre a réznych vlastnostiach kvapalnych kry$télov su uvedené
napr. v obsiahlom referativnom ¢lanku od autorov Stephen a Straley [38].
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6. Kvantitativny opis usporiadanosti Struktury

V predoslych kapitolach boli pouzité rézne hodnotenia usporiadanosti Struktary, ako
napriklad usporiadanost s kratkym dosahom (na mall vzdialenost), nekrystalicka latka,
alebo latka s neusporiadanou Struktirou. VSetky takéto terminy opisuju usporiadanost len
kvalitativne, zatial ¢o v mnohych pripadoch je Ziaduce aj kvantitativne ohodnotenie
usporiadanosti. Toto je dolezité napriklad z hladiska technického vyuzitia nekrystalickych
latok, lebo ich fyzikdlne vlastnosti zavisia od stupna usporiadanosti Struktury. V tejto
kapitole uvedieme niekolko parametrov, ktoré mozu poslizit na takéto hodnotenie.

6.1 Termodynamicky rovnovazna neusporiadanost

Struktiru idedlneho krystalu si predstavujeme ako dokonale periodicki. V redinych
krystaloch sa vSak vyskytuju rozlicné poruchy usporiadania, bodové, ciarové, alebo aj
rozsiahlejsie. Ich pritomnost v krystali je zakonita, lebo vyplyva z podmienok
termodynamickej rovnovahy. Rovnovainy stav krystalu je uréeny podmienkou minima
volnej energie F, ktord suvisi s vnutornou energiou U, entropiou S atermodynamickou
teplotou T vztahom

F=U-TS.

Podmienka minima volnej energie vedie k urcitej neusporiadanosti Struktury pri teplotach
T > 0K aj pre krystal, ktory by pri T = 0 K bol idealny.

UvaZime najjednoduchsi pripad — jednoatémovy krystal, pozostavajuci z N atémov, v ktorom
sa pri teplote T vyskytuje n vakancii (tj. atdbmami neobsadenych pol6h). Odstranenie atému
z vnutra krystalu a premiestnenie na povrch vyzaduje energiu E, ktord tento atém musi
ziskat od okolia, teda na ukor vnutornej energie. Pri n navzajom sa neovplyviujucich
vakancidch to predstavuje uUbytok vnuatornej energie krystalu U = nE. Relativna
pravdepodobnost, Ze pri teplote T jeden atdm v krystali nadobudne potrebnu energiu E, je
exp(—E /kT). Ak ma krystal N atémov, tak pocéet vakancii n v prvej aproximdcii je

n = Nexp(—E/kT).

Pocet vakancii ma vplyv na entropiu krystalu. Pri vyskyte n vakancii, pocet ich principidlne
moznych rozmiestneni v krystali je

(NN _ N!
W= (n)_n!(N—n)!'
kde W je tzv. termodynamicka pravdepodobnost. Po jej dosadeni do Boltzmannovho vztahu
S=klnW

(k je Boltzmannova konstanta) dostaneme tzv. konfiguracnu entropiu
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N!
n!'(N—n)!’

S rastom poctu vakancii rastie entropia Sy atym pri danej teplote klesa volna energia F.

S, = kln

takze pre jeho volnu energiu dostaneme
N!

n!(N.—n)! '

Z podmienky extrému (0F /dn); = 0 , po zohladneni istych aproximacii sa da opat dospiet

F=U—-—nE—-Tkln

k vysledku
n
N= exp(—E/kT) . (6.1)

Pocet vakancii s rasticou teplotou stupa. Ak do vztahu (6.1) dosadim hodnoty 7= 1100 K,
aE=1,1eV (4daj hodiaci sa napr. pre kry$tal medi), dostaneme hodnotu n/N = 107°.

Koncentracia poruch (vakancii) je prvym dolezitym parametrom charakterizujucim neuspo-
riadanost Struktury. Pri poruchach iného typu je vypocet Ciastocne odlisny, ale teplotna
zavislost ich koncentracie zostava kvalitativne rovnaka.

6.2 Braggov — Wiliamsov parameter usporiadanosti

Bragg a Williams navrhli vroku 1934 parameter charakterizujuci usporiadanost s dlhym
dosahom, (usporiadanost na velkd vzdialenost), vhodny napriklad pre binarne zliatiny.

Uvazime binarnu zliatinu typu AiBi, ktord si v pripade dokonalého usporiadania (super-
Struktdry) moZzeme predstavit ako dve jednoduché do seba zasunuté mriezky a a 3, pricom
mriezkové body jednej z nich su obsadené atdmami A, druhej atémami B. Pri nedokonalom
usporiadani budeme rozliSovat atémy umiestnené v spravnych polohach (atomy
Av mriezke @ a atomy B v mriezke [) a atdmy nespravne umiestnené (atdmy A v mriezke
B aatéomy B v mriezke a). Umiestnenie v intersticidlnych polohdch nepredpokladame. Ak
pocet spradvne umiestnenych atémov oznalime pismenom R, apocet nespravne
umiestnenych pismenom W (R + W = N, tj. poCtu vSetkych atdmov), potom parameter U
charakterizujuci usporiadanost svelkym dosahom (na velkd vzdialenost) zavedieme
vztahom
R—W 2R-N
N N
Ak R = N, ¢o predstavuje dokonalé usporiadanie, je U =1, ak R=W ,tak U =0, ¢o

U=

(6.2)

odpoveda dokonalej neusporiadanosti. Dokonale usporiadany stav predstavuje aj hodnota
U=-1, CizestavlW = N.

Zvlastny vyznam ma zavislost tohto parametra od teploty, ktord odvodime nasledujicou
uvahou. Nech v idedlnej Strukture (parameter U = 1) na zdmenu atému A v polohe « , so
susediacim atdbmom B v polohe 8 je potrebna energia E,. Priich navrate do pdévodnej
polohy sa rovnaka energia uvolni. Ak pri istej teplote T jestvuje R spravne umiestnenych
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atomov, potom, ako uvidime, na vytvorenie dalSej nespravne umiestnenej dvojice je
potrebnd v priemere uz mensia energia nez E,. Lubovolne zvoleny atdbm A sa vtedy
nachadza v spravnej polohe s pravdepodobnostou R/N , vnespravnej W /N, pricom
rovnaké pravdepodobnosti platia aj pre jeho najblizSieho suseda. Pri vzdjomnej vymene ich
polohy zmeni sa energia sustavy len vtedy, ak su bud obidva atomy v spravnej polohe, alebo
obidva v nesprdvnej. Ak posudzujeme umiestnenie jednotlivych atdmov ako nezavislé javy,
potom pravdepodobnost, e obidva atdmy su sulasne v spravnych polohdch je R?/N?,
v nespravnych W?2/N?2, V prvom pripade na ich vymenu treba dodat energiu E, , v druhom
pripade sa takato energia uvolni. Stredna hodnota energie potrebnej na vymenu polohy
dvoch susednych atdomov ma tak hodnotu
R? —W? __R-W

E=Ey—5—=E—5—=EU.

Konfiguraéna entropia ma pritom hodnotu
Se = kln(li\?,) — k(NInN —RInR —W InW)

a jej zmena pri vymene poloh dvoch susednych atdmov

ASy = —k(ARInR— AW InW — AW — AR) =
AW
= —k(AR InR—AWInW) = -k AR (lnR—ﬁan) =—k AR InR/W ,

lebo AW = AR . Ked vymenime dva atdmy v spravnych polohach, tak AR = —2, vtedy
ASy = 2k InR/W .
Pre zmenu volnej energie potom dostaneme Udaj
AF = E —2kT InR/W .

V rovnovdinom stave AF = 0, takze E = 2kT InR/W , resp.

R _ E/2kT 6.4
o = exp(E/2KT} (6:4)

Ked'si uvedomime, Ze R + W = N, tak zo vztahu (6.4) dostaneme

exp{E /2kT} 1
= B W = N )
1+ exp{E/2kT} 1 — exp{E/2kT}

R

¢o po dosadeni do vztahu (6.2), ak pouZijeme aj vztah (6.1), vedie k vyslednej implicitnej
zavislosti
U=th(E,U/4KT).
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Tato transcendentnU rovnicu pre parameter U mozno rieSit graficky. Ak zavedieme
substituciu x = E,U/4kT , méZeme napisat dve zavislosti U od x

_ 4kT
U=—Fx, (6.6)
U = th (x). (6.7)

Ked obidve funkéné zavislosti nakreslime na graf (U, x), rieSenie ndjdeme ako priesecnik
priamky (6.6) s krivkou (6.7).

Pri teplote T, = E,/4k vychadza zo suradnice priese¢nika U = 0, ¢o zodpoveda uplne
neusporiadanej Strukture, ktora pretrvava pre vSetky T > T, . Priamky zodpovedajuce
réznym teplotdm spolu s krivkou U = th (x) su zndzornené na obrdzku 6.1 . Pri teplotach
T < T, dostdvame pre parameter U hodnoty, ktorych zavislost od teploty je uvedend na
obrazku 6.2 .

U

‘[ =

0,5

0.1 02 ! KT/E,
KT/ E,
Obr. 6.1 Obr. 6.2
Grafické rieSenie rovnice pre Braggov-Wiliamsov Teplotnd zévislost Braggovho-Wiliamsovho

parameter parametra

Podobny opis usporiadanosti, ako sme uviedli pre binarne zliatiny, plati aj v inych pripadoch,
napriklad pre usporiadanie magnetickych momentov atémov vo feromagnetiku, alebo
elektrickych momentov vo feroelektriku.

6.3 Usporiadanost s kratkym dosahom

Pri zliatine takého typu, aky bol predmetom uUvah v predoslom ¢lanku, mozno zaviest aj
parameter opisujuci usporiadanie, ktoré sa uplatfiuje len na malych vzdialenostiach. Tento
parameter — oznacime ho pismenom u - zavedieme pomocou poctu dvojic spravne
umiestnenych atémov (tj. dvojic typu AB) a poctu dvojic nesprdvne umiestnenych atémov
(tj. AA, alebo BB). Zvolme napr. atédm A nachadzajuci sa v spravnej polohe za vychodiskovy.
Nech vyraz (1/2)(1 + u) vyjadruje pravdepodobnost, Ze jeho najblizSim susedom je atém
B, aze vyraz (1/2)(1 — u) vyjadruje pravdepodobnost, Ze najblizsim susedom je atéom A.
Potom pri dokonalom usporiadani u = 1, pri Uplne nedokonalom usporiadaniu = 0.
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Parameter u predstavuje priemernd hodnotu platnd pre celd vzorku, takZze nedokaze
vystihnut usporiadanie okolo konkrétneho atému.

Podobnymi tvahami ako pri usporiadani s dlhym dosahom mozno dokazat, Ze plati vztah

1+u

Tou exp{E /kT}, (6.8)
kde E je energia potrebna na vymenu dvoch susednych, spravne umiestnenych atémov.
Parametre zavedené v tomto a predoslom ¢lanku sa hodia na opis usporiadanosti nielen pri
bindrnych zliatindch, ale rovnako dobre aj pri idnovych krystaloch ¢i inych zli¢eninach typu

AB, a pri vhodnej modifikacii aj pre iné typy.

6.4 Parametre usporiadanosti podla Stevelsa

Parametre zavedené v predchadzajucich dvoch ¢lankoch sa hodia na opis Struktur, v ktorych
neusporiadanost vznikd len vzajomnou vymenou poléh atdmov. Preto nemdzZu opisovat
neusporiadanost, ktorda vznikd napriklad vychylenim atému =z predpisanej polohy,
vakanciami a podobnymi poruchami. S ohladom na technickd aplikaciu latok s roéznym
stupfiom neusporiadanosti Struktiry je Ziaduce zaviest parameter, ktory by kvantitativne
vyjadroval neusporiadanost lubovolného povodu.

Stevels navrhol parameter [37], ktory pomenoval ,¢islo opakovania“ (repeatibility number)
alebo faktor periodicity. Zavadza sa nasledujucou Uvahou. V krystali si zvolime vychodiskovy
atéom a postupujeme k najblizéiemu atému. Napriklad v smere osi x postipime o dizku
mriezkového parametra. Pravdepodobnost najdenia rovnakého atdmu na tejto vzdialenosti
v dokonalom krystali sa rovna 1. Vtakomto krystali dostaneme rovnaky vysledok, ked'
postupime odva, alebo viac krokov. Zavedieme koeficient linedrnej opakovatelnosti

(coefficient of linear repetition — CLR) v smere osi x ako podiel

CLR pocet spravnych atdbmov v smere x na n krokoch
=

n (pocet krokov)

Videdlnom krystali CLR, nezavisi od poctu krokov a rovna sa vzdy Cislu 1. Rovnaky postup
mozno pouzit aj pre iné smery v kry$téli, prisluéné kroky budi véak dlhdie ako pozdiz hran
zakladnej bunky (obr. 6.3).

? o /0 /0 - |0
c} //o/ o o
(Lé/_._o__-—a-c O O

Obr. 6.3

Schéma na vypolet parametrov usporiadanosti
podla Stevelsa
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Videdlnom krystali ma parameter CLR; pre vsetky smery hodnotu 1. V krystali takmer
dokonalom, ktory obsahuje len bodové poruchy, CLR; nezdvisi od smeru, ale ma hodnotu
mensiu nez 1. V realnom krystali, alebo v polykrystalickom materidli ma CLR; hodnotu blizku
jednotke len v malom objeme okolo vychodiskového atdmu (~ niekolko zakladnych buniek).
Ak uvazime vacsie vzdialenosti, potom CLR; poklesne nasledkom dislokacii a hranic medzi
zrnami.

Aj v nekrystalickych latkach (napriklad sklach) sa déd postupovat rovnako. CLR
vychodiskového atému md hodnotu priblizne 1 pri malych vzdialenostiach, ale prudko
poklesne, ked budeme v krokoch pokracovat vsmeroch, ktoré su pokra¢ovanim
jestvujuceho usporiadania atémov v tesnom susedstve vychodiskového atomu ( ~ 2 nm pri
beZznom type silikatového skla).

Ako dalsi krok moZino zaviest vazenu stredni hodnotu parametra CLR pre jeden
vychodiskovy atém stredovanim cez rézne smery. Tento stredny (priemerny) koeficient
opakovatelnosti — ACR (Averade Coeff. of Repetition) zaviedol Stevels vztahom
% CLR

2iCi

kde hodnoty c; maju vyjadrovat, do akej miery treba r6zne smery brat do Uvahy. Parameter

ACR =

ACR charakterizuje latku podobne ako CLR, napriklad pre idedlny krystal ACR(r) = 1 pre
vSetky vzdialenosti r, vtakmer idedlnom krystali sa len malo odliSuje od jednotky.
Vredlnych krystaloch a skldch hodnota ACR klesa s rasticou vzdialenostou od
vychodiskového atomu.

Priestorovy koeficient opakovatelnosti — CRS (Coefficient of Repetition in Space) Stevels
zaviedol vztahom

2. N;ACR;

XNy
ktory predstavuje strednu hodnotu pre N; atdmov v uvazovanej oblasti. Aj parameter CRS je
funkciou vzdialenosti, hoci sa vtahuje na , priemerny” atém. Zavislost CRS od vzdialenosti r
pre latky s réznym stupfiom usporiadanosti je nakreslena na obrazku 6.4. Pre idealny krystal
CRS =1 pri kazdej vzdialenosti, v redlnom krystali klesa so vzdialenostou. V polykrystalickych
materidloch klesa tym rychlejsie, ¢im mensie su zrna, z ktorych sa sklada. Pri sklach sa zacina

odlisSovat od jednotky uz pri par atémovych vzdialenostiach. Pri rychlo chladenych sklach je
pokles CRS so vzdialenostou prudsi nez pri pomaly chladenych sklach.

CRS =

Nema vyznam zavadzat uvedené parametre pri Strukturach dokonale neusporiadanych, lebo
vtedy CLR = 0 pre kazdy vychodiskovy atdm, takie CRS = 0 pre celd suUstavu atémov.
Absolutna neusporiadanost je vsak rovnakda idealizacia, ako idedlny krystal, takie pri
redlnych latkach, aj s velmi neusporiadanou Struktdrou ma CRS vidy nenulovl hodnotu
aspon pri malych vzdialenostiach r. Pritom je logické, Ze nema vyznam udavat hodnoty CRS
pre vzdialenosti r mensie nez dve medziatdmové vzdialenosti.
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Neusporiadanost Struktury sa prejavuje na difrakénych zaznamoch (snimkach) ziskanych
difrakciou napriklad rtg Ziarenia. Cim neusporiadanejia je $truktdra, tym rozmazanejsie su
difrakéné stopy.

CRS s v
idealny krystal
14 |
temer idedlny krystal
|
[ "
| chladené ystal
|
0,5‘ |
I
|

temer dokonal

|
~ 2 at. 2 3 4 r [nm]
vzdialenosti

Obr. 6.4

Zévislost koeficienta CRS od vzdialenosti pre ldtky
s rb6znym stupnom usporiadanosti

Stevelsovym kone¢nym cielom bolo zaviest veli¢inu, ktora by nezdavisela od vzdialenosti r
a ktora by charakterizovala usporiadanost istého objemu jedinym ¢islom. Dal jej meno ¢islo
opakovatelnosti — RN (Repeatibility Number) a definoval vztahom

1 To
(RN)ro = mfj; CRS(‘I") 47'[1"2(17'.

Velkost parametra (RN),, je tak mierou usporiadanosti §truktiry v objeme V, ohrani¢enom
polomerom 7, .

6.5 Parametre smerovej usporiadanosti

Mnohé molekuly, atomy ¢i idny, sa vyznaCuju aj vektorovymi vlastnostami, ako su
magneticky moment, alebo elektricky dipélovy moment, a to aj v tuhych latkach. Vektory
reprezentujice tieto vlastnosti mozu byt vistom objeme vzorky usporiadané navzajom
rovnobezne, ale srasticou teplotou, alebo vplyvom lokalnych nehomogenit sa ich
usporiadanie naruSa. Bez ohladu na priestorové usporiadanie (tj. ¢i je alebo nie
je krystalické) mozno zaviest parameter charakterizujuci stupen (dokonalost) smerovej
usporiadanosti vektorov.

Nech latka pozostava z p druhov castic, kazdy druh nech je charakterizovany vektorovou
veli¢inou /Tj , pri€om Castic daného druhu nech je k; (j = 1,2, p).Vektor /Tj individualnej

Castice zapiSeme v tvare

Jlei
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kde ﬁji je jednotkovy vektor, ktory ma smer vektora /fﬁ. Vektorovy parameter P

usporiadanosti vektorov zavedieme vztahom

- 1 p kj

P = —I;zl ijj Zj:l . A, .
Ak ide o Castice len jedného druhu, vztah sa zjednodusi

L 1N
NZi "

Tento parameter sa da urcit pomocou merania prislusnej makroskopickej vektorovej

veli¢iny. Nech napriklad kazda molekula latky je charakterizovana velicinou Mi = mn; . Pri
N molekulach, ak plati princip superpozicie, dostaneme pre makroskopickl vektorovu

— N — N -
i=1 i=1

-
Veliciny N a M sa daju urcit experimentalne, velicina m len pri dokonale rovnobeznom

veli¢inu

usporiadani vSetkych vektorov Mi.

Vektor P je teda rovnobezZny s pozorovanou makroskopickou vektorovou veli¢inou, pricom
jeho velkost (absolitna hodnota) predstavuje efektivny zlomok celkového poétu molekul,

ktorych vektory su orientované rovnobezne s makroskopickym vektorom M . Terminom
,efektivny” sa vyjadruje skuto¢nost, Ze presne do smeru vektora M nemusi byt orientovany
Ziaden z vektorov IWL- , do efektivneho poctu sa zapocitavaju len ich priemety do smeru

vektora 1\7

Na opis smerovej usporiadanosti je v niektorych pripadoch nevyhnutné zaviest tenzorovy
parameter. Tak je tomu napriklad v kvapalnych krystaloch, ktorych nepoldarnym molekulam
(na rozdiel od polarnych molekul) sa neda jednoznacne priradit smerovy vektor. Osou kazdej
molekuly vSak moZno preloZit priamku a skimat rozdelenie orientacii tychto priamok
v priestore. Jednotkové vektory 7 a — 7l rovnobeiné s osou molekuly si pre opis jej
orientacie rovnocenné. Na ohodnotenie usporiadanosti smerov osi molekul sa preto zavddza
tenzorovy parameter vztahom

- 1 N
s<f)=—z A7
N i=1 o

kde 71;7; su diady?® jednotkovych vektorov, pricom séitujeme cez N molekil vybraného
malého, ale makroskopického objemu s polohovym vektorom 7. Takto zavedeny parameter
je funkciou miesta, tj. vystihuje lokdlnu orientaciu osi molekul. Diadicky suéin dvoch
rovnakych jednotkovych vektorov v definicii zaru€uje nezavislost od volby jedného z dvoch
moznych smerov, charakterizujicich orientdciu osi, lebo diadické sudiny 7;7; a
(—n;)(—n;) st rovnocenné.

26 O scte viacerych didd pozri v dodatku o tenzoroch.
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Vyznam parametra S spociva vtom, Ze vyraz 170-§-170, t.j. skaldrny sucin tenzora
s jednotkovym vektorom ¥, z lavej aj z pravej strany, udava efektivny zlomok celkového
poctu molekdl, ktorych osi st rovnobeiné s vektorom v, . Tenzor §je symetricky, pricom
jeho prvy skalar (t.j. sucet suradnic z hlavnej uhlopriecky) sa vidy rovna jednotke:

3 S A
NZui=y ' "' Ny N

Niektori autori zavadzaju parameter S’ =S — (1/3)1, kde I je tenzor identity, ktory ma
td vlastnost, Ze jeho prvy skaldr sa rovna nule. Ale vyraz v, - S’ U, potom uZ nemd taky

nazorny obsah, ako pri tenzore S.

Aj tenzorovy parameter usporiadanosti sa da ziskat pomocou merania makroskopicke;j
veli¢iny. Z tohto hladiska je vhodnou veli¢inou tenzor diamagnetickej susceptibility, lebo
diamagnetickd susceptibilita objemovej jednotky je suétom susceptibilit jednotlivych
molekul (diamagneticka interakcia susednych molekul je zanedbatelnd). D& sa odvodit, Ze
medzi parametrom S a tenzorom X diamagnetickej susceptibility plati vztah

¥ — Ny
N(Xr _Xk) ’

wll

kde x, a xyr su suradnicetenzora diamagnetickej susceptibility jednej molekuly. Mozno ich
ziskat z merania diamagnetickej susceptibility na sustave rovnobeZne orientovanych
molekul.

6.6 Korelacna funkcia, radidlna distribucna funkcia

Struktira kvapalin a nekrystalickych tuhych latok sa da kvantitativne opisat pomocou
radidlnej distribucnej funkcie p(R) objemovej hustoty poctu atdomov (pozri ¢lanok 5.5),
alebo pomocou radidlnej funkcie W (R) medziatémovych vzdialenosti , nazyvanej aj bindrna
korelacnd funkcia.

Nech sustava N rovnakych jednoatdmovych molekul zaujima objem V. Zvolime v nom dva
objemové elementy dV; a dV, v miestach s polohovymi vektormi 7; a 7, . Ak je poloha
molekdl navzdjom nezavisla, potom pravdepodobnost, Ze molekula 1 sa nachadza
v objemovom elemente dV; asucasne molekula 2 vobjemovom elemente dV,, je
vyjadrena vztahom

dv; dv,

dp(fl,f)z) = 7 V . (6.10)

Uplnad nezavislost polohy molekudl je moina len videdlnych plynoch, kde sa s vlastnym
objemom molekul aich vzajomnym silovym poésobenim neuvazuje. V redlnych plynoch,
kvapalinach a tuhych latkach nemézu sa jadrad atémov nachadzat fubovolne blizko pri sebe,
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o je dosledkom konecnych rozmerov atdmov, resp. molekul. Preto pravdepodobnost najst
»druhtd” molekulu v niektorom elementdrnom objeme zavisi od polohy ,prvej“ molekuly.
Tuto zavislost — korelaciu — vyjadrujeme funkciou W (#,7,), ktord v homogénnom
a izotropnom prostredi zavisi len od vzdialenosti |7, — 7| = R, takie W (7, 7,) = W(R).
Namiesto vztahu (6.10) treba potom pisat

dP(R) = W(R) %% . (6.11)

Ak jednu z uvaZovanych molekudl umiestnime do zaciatku suradnicovej sustavy, potom
pravdepodobnost najst druhd molekulu vo vzdialenosti R az R + dR od zadiatku sustavy,
je vyjadrend vztahom

4TR%dR
dP(R) = W(R)”T,

pricom plati normovacia podmienka
1 (o]
- = j W(R) 4nR*dR =1,
4 0

ktord vyjadruje skutoénost, Ze druha molekula sa istotne nachadza niekde v priestore.

Nech sa v uvazovanej gulovej vrstve R az R 4+ dR nachadza dN molekul. Potom objemovu
hustotu ich poétu vyjadrime vztahom

dN
ATR?dR "’

Zavislost hustoty p od vzdialenosti R sa nazyva radialna distribuc¢na funkcia (RDF). Plati pre

p(R) =

Au normovacia podmienka
f p(R)4nR*dR=N—-1=N.
0

Porovnanim dvoch uvedenych normovacich podmienok ziskame vztah

R R
Wy - 2 _p®
N Po
kde p, je priemerny pocet molekul pripadajlci na objemovu jednotku. Zavislosti funkcii

p(R) a W(R) od R su preto kvalitativne rovnaké.

Obidve funkcie su zakladnymi charakteristikami Struktury plynov, kvapalin aj tuhych latok,
najma nekrystalickych. Zavislosti funkcie W(R) od R pre tieto pripady sU uvedené na
obrdzkoch 6.5. Obrazok 6.5a zodpoveda plynu s nestladitelnymi jednoatdmovymi moleku-
lami s polomerom a, pri malej objemovej hustote poctu molekul, obrazok 6.5b pri velkej
hustote. Obrdzok 6.5c zodpoveda kvapaline alebo nekrystalickej tuhej latke a posledny
obrdzok idedlnemu krystalu. Binarna korela¢na funkcia v idedlnom krystali je teda diskrétna.
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Obr. 6.5
Koreladnd funkcia W(R)

Zo znadmej radidlnej distribucnej funkcie (RDF) mdZeme ziskat niekolko vyznamnych
parametrov, ktoré charakterizuju Struktdru kvantitativne. Tak velkosti pléch pod
jednotlivymi maximami tejto krivky su Umerné poctu atédmov v prisluSnom intervale
vzdialenosti, takze pri vhodnom normovani RDF mozno uréit efektivne koordinacné dcisla
zodpovedajuce prislusSnym maximam.

Polohy maxim RDF udavaju rovnovazne medziatdmové vzdialenosti, pricom poloha prvého
maxima uréuje najmensiu z nich. Sirka maxim je priamoUmernd strednej kvadratickej
odchylke medziatdmovych vzdialenosti (urcCuje rozptyl tychto vzdialenosti). Radialna
distribu¢na funkcia nadobuda po istej vzdialenosti prakticky stdlu hodnotu p, . Je fou
v podstate uréena vzdialenost, po ktord sa uplatriuje koreldcia medzi ¢asticami, nazyvana
korelacnd dizka. Vietky tieto uvedené charakteristiky sa vztahuju na nekrystalické tuhé
latky, pripadne aj na kvapaliny.
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7. Suvislost Struktury a fyzikalnych vlastnosti

Z mikrofyzikdlneho hladiska je kazda tuha latka anizotropna a nehomogénna. Elektrické
a magnetické polia vytvarané casticami v tuhej latke sa pri postupe krystdlovou mriezkou
periodicky menia. Napriklad elektricky potencial sa na vzdialenosti 1071°m méze zmenit
o niekolko voltov, ¢o potom generuje obrovské intenzity elektrického pola v krystali. Preto
je pochopitelné, Zze aj malé zmeny v usporiadani atémov, ak sa udeju v celom objeme
vzorky, m6zu mat za nasledok vyznamné zmeny jej makroskopickych vlastnosti. Suvislost
medzi Struktdrou a fyzikdlnymi vlastnostami tuhej latky ma v jednotlivych pripadoch
Specifické ¢rty. Preto nemozno o tejto téme hovorit vSeobecne, ale uvedieme len niektoré
ilustrativne pripady.

7.1 Tvrdost, bod topenia, a Stiepatelnost

Tvrdost, aj bod topenia Uzko suvisia s pevnostou chemickej vazby medzi ¢asticami latky, lebo
tak ako topenie, tak aj rypanie predstavuju proces, pri ktorom sa tato vazba narusa.
V latkach, v ktorych sa vyskytuje viacero typov vazby sucasne, je pre tvrdost aj pre teplotu
topenia urcujuca najslabsSia z nich. Ako priklad uvedieme molekulové krystaly (trebars
krystaly CHa , Cl2 ), kde sa v molekulach uplatiuju kovalentné vazby, ale medzi molekulami
len ovela slabSie vazby van der Waalsove. Tieto krystaly maju jednak mald tvrdost, jednak
nizky bod topenia, (—183 °C, chlér — 120 °C.)

Vzajomny vztah medzi pevnostou chemickej vazby a tvrdostou, resp. teplotou topenia (pri
atmosférickom tlaku) doloZzime na priklade krystalov s iénovymi vazbami (tab. 7.1). Vo
vSetkych pripadoch, ktoré su uvedené v tabulke, ide o idny s rovnako velkymi nabojmi, takze
postupne sa zvacsujuca vzdialenost medzi nimi znamend pokles vzajomnej pritaZlivosti
a tym oslabenie sudrZznosti.

Tab.7.1 MgO CaO SrO < BaO NaF NaCl NaBr Nal
Vzdialenost iénov 1071°m 2,10 2,40 2,57 2,77 231 2,79 294 3,18
Tvrdost v Mohsovej stupnici 6,5 4,5 3,5 3,0 3,2 2,0 ? ?

Teplota topenia °C 2800 2585 2430 1923 988 801 740 660

S pevnostou chemickej vazby suvisi aj Stiepatelnost krystalov. Podmienkou dobrej
Stiepatelnosti je existencia rovin v Strukture, v ktorych su castice medzi sebou viazané
pevnejsie nez vsmere kolmom na tieto roviny. Takuto vlastnost maja vsetky latky
s vrstevnatou Strukturou, Specialne kremicitany (sfuda, mastenec), alebo grafit.
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Dobre stiepatelny je aj krystdl NaCl, v ktorom sa uplatfiuju vazby len jedného typu. V tomto
pripade je dolezitd relativna velkost pritazlivych sil medzi rovinami, ktoré su rozlicne
orientované, Specidlne velkost sily pripadajuca na plochu jednotkovej velkosti. Krystal NaCl
je dobre $tiepatelny pozdiz rovin (100).

0,89 126 051
089 126 . 154
0.89 126 0,51
(100) (110} )
Obr. 7.1

Vzdislenost medzi gtomovymi vrstvemi v diamante pri
pohlradoch pozdlZ rovin (100), (110} a (111)

Podobna situdcia je v diamante. Na obrazku 7.1 s zndzornené rezy jeho Struktirou, vedené
kolmo na roviny (100), (110) a (111). Vodorovné usecky predstavuju priemety rovin
obsadenych atémami uhlika. Ako z obrazku vidno, najvédcésia vzdialenost medzi zobrazenymi
rovinami je 1,54 X 10~1°m . Prave pozdi? tychto rovin (111) je diamant $tiepatelny.

7.2 Piezoelektrické a feroelektrické vlastnosti.

Kazdy piezoelektricky krystal obsahuje tzv. polarnu os simernosti. Je to dvojndsobnad, alebo
viacndsobna os sumernosti, ktorej dva ,konce” nie su ekvivalentné. V krystali vtedy
nejestvuju zrkadlové roviny ani dvojndsobné osi symetrie kolmé na polarnu os, ale ani stred
sumernosti, ktorymi by sa tato os dala preklopit.

Medzi krystaly stakouto symetriou patri napriklad a-kremen. Krystalizuje v trigonalnej
krystalografickej sustave, vyznacuje sa jednou trojndsobnou nepoldrnou osou a tromi na fu
kolmymi dvojndsobnymi polarnymi osami. Trojndsobnd os charakterizuje makroskopicku
sumernost kremena, sumernost Struktury sa vsak vyznacuje trojndsobnou skrutkovou osou
31, okolo ktorej s ako na skrutkovici umiestnené atédmy kremika. Kolmy priemet troch
atomov Si do roviny kolmej na skrutkovu os je nakresleny na obrdzku 7,2a . Vadésie kruzky
predstavuju idny kremika, mensie idny kyslika. Chemickd vazba medzi kremikom a kyslikom
ma cCiastoéne idnovy charakter, pricom pri kremiku je nadbytok kladného a pri kysliku
zaporného ndaboja. Piezoelektrické platnic¢ky sa z kremena vyrezavaju tak, aby ich povrchové
plochy (na obrazku 7.2 znazornené vodorovnymi useckami) boli rovnobezné s trojndsobnou
osou a kolmé na jednu ztroch polarnych osi. V struktire kremena su elektrické naboja
rozmiestnené tak, Ze v nedeformovanom stave su naboje na povrchu platni¢iek dobre
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vykompenzované, takze ich elektricky dipélovy moment je nulovy. Pri stlaéeni platnic¢ky sa
deformuje pévodné elektricky neutrdlne usporiadanie nabojov (obr. 7.2b), v platnicke
vznikaju dipélové momenty a tym na povrchu platniciek elektricky naboj.

Popri krystali kremena jestvuje rad dalSich piezoelektrickych materidlov, napriklad BaTiOs ,
Seignetova sol' (NaKC4H40s - 4H,0), alebo turmalin. Vo vSetkych tychto latkach jestvuju
polarne skupiny, ktorych elektrické dipdlové momenty sa pri deformdcii menia. Preto
piezoelektricky jav nemozZe vzniknut napriklad v kovoch, alebo v krystaloch s disto
kovalentnou vazbou, kde nie su predpoklady na vznik dipélovych momentov deformdciou.

() | O
Y

- - - -

a b

Obre. 7«2
Polarizédcia kremena pri jeho deformbcii

Aj feroelektrické vlastnosti kryStalov si podmienené pritomnostou chemickej vazby
idbnového charakteru. Najznamejsou feroelektrickou latkou je BaTiOs . Je pozoruhodné, Ze
mnohé iné feroelektrické krystaly maju strukturu rovnakého typu ako krystal BaTiOs .

Paraelektrickd faza kryStalu BaTiOs (stabilna nad 120°C ) je kubickd (obr. 5.12), ale
feroelektricka faza (pod 120 °C ) je tetragondlna, so zakladnou bunkou s tvarom kvadra
a hranami pri izbovej teplote a; = a, = 0,3992 nm, a; = 0,4036 nm. Zakladnd bunka sa
teda od kocky velmi nelisi. 16ny titdnu a kyslika v8ak nezaujimaju polohy uprostred bunky,
resp. uprostred stien bunky, ako v paraelektrickej faze, ale su posunuté v smere osi as
ktora je tzv. feroelektrickou osou. Vzhladom na stred bunky (posudzovany podla polohy
iénov Ba) st iény Ti posunuté o +5 pm, idny O, 0 -9 pm aiény Oy 0 -5 pm. NajddleZitejSie
je posunutie idonov Ti a O, ktoré rozhodujucim spésobom prispieva k vyslednej spontanne;j
polarizacii krystalu.

Treba vsak uviest, Ze chemicka vazba v BaTiOs nie je Cisto idbnova, ale Ciasto¢ne kovalentna,
takze efektivne naboje idnov nemaju hodnoty presne —2e pri Ba, —le pri Ti a —2e pri
kysliku. Aj keby sme uvaZovali s Cisto iénovym charakterom vazby, t.j. s uvedenymi
hodnotami nabojov a posunuti idnov, nedokazali by sme vysvetlit velkost spontannej
polarizacie, lebo vysledok vypoctu poskytuje len 2/3 jej skutocnej hodnoty. S ohladom na
CiastoCne kovalentny charakter vazby je tento prispevok este mensi. Zvysujucu cast
spontannej polarizacie teba pripisat deformacii elektronovych obalov vsetkych zi¢astnenych
idnov.
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7.3 Dvojlom a opticka aktivita

Jestvuje cely rad krystélov (tzv. dvojlomné krystaly), ktorych index lomu zavisi od orientacie
roviny polarizacie elektromagnetickej viny vzhladom na osi krystalu. Vina prechddzajica
kryStalom vyvolava vynutené kmitanie elektrénov, ktoré mézeme povazovat za oscilatory.
Kmitanie elektronov v roznych smeroch v krystali sa moze odlisovat vlastnymi frekvenciami,
amplitudami, aj timenim. Rozdiely v hodnotach tychto veli¢in suvisia so Struktudrou krystalu.
Ak je krystal izotropny (napr. kubické krystaly), rozdiely nevznikaju, preto kubické krystaly
nie su dvojlomné.

Ako jednoduchy model na vysvetlenie takychto vlastnosti méze poslizit latka pozostavajuca
z podlhovastych molekul, usporiadanych dlhSimi osami navzajom rovnobeine. D3 sa
predpokladat, e moznosti kmitania elektrénov st pozdi? tychto osi iné ako v smere kolmom
na ne. Takéto usporiadanie spravidla vedie k odliSnym hodnotam indexu lomu pre viny,

ktorych vektor E intenzity elektrického pola kmita rovnobezne s osami molekul, resp. kolmo
na tieto osi. V kazdej dvojlomnej latke musi existovat podobné anizotropné usporiadanie.

NajznamejSou dvojlomnou latkou je islandsky vapenec, ktory ma trigondlnu Strukturu,
podobajicu sa na deformovant Struktdru kry$talu NaCl, predizend v smere telesovej
uhlopriecky. Pritom i6ny sodika su nahradené idnmi vapnika, a iény chléru skupinou CO3 ™ .
Vsetky atomy tejto skupiny su umiestnené v rovinach kolmych na trojnasobnu (trigonalnu)
os sumernosti. Dvojlom islandského vapenca vysvetlil W.L. Bragg nasledovne. Na obr. 7.3a je
zndzornena trojica ionov kyslika skupiny CO3~ , pri¢om trigonalna os je na rovinu obrazku

kolma. Ked' vektor E vonkajsieho pola je kolmy na trigonalnu os, z atdmov kyslika vznikaju
indukované dipdly, (na obrazku vyznacené velkymi Sipkami so znamienkami, presahujucimi
krazky). Vytvorené dipdly navzajom interaguju, priCom vznikaju malé dodatkové dipdly
(vyznacené malymi Sipkami vnutri kruzkov). Dipdly A a B si svojimi Ucinkami velkost
dipdlovych momentov navzajom zmensuju, ale velkost momentu dipélu C zvacsuja; a dipdl
C spatne zvacSuje momenty dipdlov A a B. Ak vonkajsie pole ma smer trigondlnej osi, tak
vSetky dodatkové dipélové momenty maju smer opacny ako momenty vytvorené vonkajsim
polom, takZe vyslednd polarizacia je v tomto pripade mensia.

92



Obr. 7.3
Vznik dvojlomu v islandskom védpenci

Medzi parametrami prostredia — indexom lomu n , susceptibilitou y, relativhou
permitivitou &, a polariziciou P platia vztahy

n?=¢=1+y, P =c¢g,xE,

kde ¢, je permitivita vakua a E intenzita elektrického pola, v ktorom sa vzorka nachadza.
Z tychto vztahov vyplyva, Ze index lomu pre viny, ktorych vektor E kmitd rovnobeine

o
s trigonalnou osou, je vacsi, nez index lomu pre viny, ktorych vektor E kmita kolmo na tuto
0s.

Pri islandskom vapenci je rozdiel indexov lomu vo viditelnej oblasti (A = 0,59 nm) znacny,
n; = 1,658 n, = 1,486, Co sa vyrazne prejavuje na jeho optickych vlastnostiach. Pre
trigonalny kremen su hodnoty indexov n; = 1,543 n, = 1,552, aprelad n; =1,309 a
n, = 1,310.

Doposial uvedené priklady sa tykaju krystalov sjednou optickou osou, t.j. s dvoma
vyznamnymi hodnotami indexu lomu. Pre hodnotu indexu lomu je v nich rozhodujuci uhol

medzi optickou osou (trigondlna os v kalcite) a vektorom E prechddzajucej elektromag-
netickej viny. Krystaly s jednou optickou osou (opticky jednoosové krystdly) krysStalizuju
v trigonalnej, tetragonalnej a hexagonalnej sustave. KrysStaly patriace do ortorombickej,
monoklinicke] a triklinickej sustavy su opticky dvojosové, pri ktorych existuju tri vyznamné
hodnoty indexu lomu, zvy¢ajne vzhfadom na tri navzdjom kolmé smery kmitania vektora E.
Napriklad pre aragonit (ortorombicka modifikacia CaCOs3) existuju tri hodnoty indexov lomu
n, = 1,531, n, = 1,682, n; = 1,686. V aragonite lezia skupiny COs v rovindch kolmych
na krystalograficki os c , preto vine, ktorej vektor E kmita rovnobesne s touto osou,
zodpoveda najmensi index lomu.

Aj opticka aktivita, t.j. stacanie polariza¢nej roviny elektromagnetickej viny pri prechode
prostredim, nachadza svoje vysvetlenie vo zvlastnostiach Struktiry. Opticky aktivne su
roztoky niektorych latok, napriklad kyseliny vinnej, kde je tento jav zapri¢ineny asymetriou
molekul. Opticky aktivne su aj jej krystaly. Jestvuju vsak krystdly, ktorych roztok nie je
opticky aktivny, takze pri¢inu optickej aktivity treba hladat v ich Strukture.
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Opticka aktivita sa da vysvetlit na jednoduchom
modeli. Predpokladajme, Ze  nasledkom
pbsobenia vnutornych poli v krystali moze
niektora Castica (elektrdn, i6n) kmitat len pozdiz
jedinej priamky, napriklad osi x. Nech sa v smere
osi z kryStalom Siri linedrne polarizovana

elektromagneticka vina, ktorej vektor E kmit4

x /  Obr. 7.4 v rovine odchylenej od roviny xy onie velky
Schéma na vysvetlenie optickej aktivity ¥ . v . v .
uhol B (obr. 7.4). Castica (uvaiujme, Ze je
umiestnend v zaciatku suradnicovej sustavy) sa rozkmitd (len v smere osi x), pricom jej

I
kmitanie, ako aj jej kmitanim vyZarované viny, maju aj zlozku kolmu na rovinu kmitov FE

vektora pévodnej viny. VIna, ktora vznikne zloZzenim pévodnej viny so sekundarnou vinou,

nebude uZ polarizovand v povodnej rovine, jej vektor E  bude kmitat v rovine trocha
odchylenej od pbvodnej roviny, rovina kmitania sa pootoci okolo smeru Sirenia viny. Pri
postupe krystdlom vina postupne rozkmitdva dalSie Castice a ak dovolené smery ich
kmitania su vzhladom na smer postupu viny usporiadané skrutkovite, tak vznika predpoklad
na vznik optickej aktivity krystalu.

Ako priklad mézeme uviest krystal NaClOs, ktorého struktura je zndzornena na obrazku 7.5.
Ak si zvolime niektord zo spojnic idnu Na* so skupinou ClOs™ za vychodiskovld, mézeme sa
presvedcit, Ze ostatné tri st okolo nej usporiadané skrutkovito.

Obr. 7.5
Struktira NaC10y

Opticky aktivne latky sa delia na pravotocivé a lavotocivé, podla smeru stacania roviny
polarizacie. Jestvuju napriklad dve nizkoteplotné modifikacie kremena s opaénym stac¢anim
roviny polarizacie. OdliSuju sa trojndsobnymi skrutkovymi osami symetrie, jedna z nich ma
os oznacovanu symbolom 3; , druha symbolom 3, .

Opticku aktivitu vysvetlil uz Fresnel (1788 — 1827), a to rozdielnymi hodnotami indexu lomu
pre dve opaéne kruhovo polarizované viny Siriace sa jednym smerom. Linedrne polarizovanu
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vinu si totiz mozeme vidy predstavit ako zloZenu z dvoch opacnym smerom kruhovo
polarizovanych vin (t.j. vin's opaénym smerom rotacie rovin ich kmitov). Ak sa linedrne
polarizovana vina Siri kryStalom, ktory ma skrutkovite usporiadané Castice, a Siri sa v smere
osi tejto skrutky, tak po jej rozlozeni na dve kruhovo polarizované zlozky bude s krystalom
silnejSie interagovat tda, ktorej rotacia je vsulade s rotaciou skrutkovitej Struktury.
Intenzivnejsia interakcia ma za nasledok mensiu fazovu rychlost (vacsi index lomu), a teda
zaostavanie za vinou, ktorej zodpoveda mensi index lomu. Preto po vystupe z krystalu
a opatovnom zjednoteni dvoch opaéne kruhovo polarizovanych vin je rovina kmitov vo

vSeobecnosti pootocena.
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8. SUmernost makroskopickych vlastnosti

8.1 Pojem fyzikalnej vlastnosti

Na fyzikdlny objekt (krystal, nekrystalicku latku, kvapalinu alebo plyn) méZeme pdsobit
réznymi vonkajsimi vplyvmi — elektromagnetickym pofom, mechanickym napatim,
gradientom teploty a pod. Vysledok pdsobenia zavisi nielen od vonkajsich pricin, ale aj od
vlastnosti samotného objektu. Medzi pri¢inou a vyvolanym ndsledkom jestvuje vo
vSeobecnosti zloZita suvislost. Jestvuje vSak pocetnda mnoZina pripadov, pri ktorych vztah
medzi pri¢inou P a nasledkom N mo6Zeme povazZovat za linearny, ked' uz aj nie pre lubovolné
hodnoty veli¢iny predstavujucej pri¢inu, tak aspon v urcéitom intervale jej hodnot. Ak
opisujeme len statické zavislosti, nezavisiace od ¢asu, mbézeme zavislost nasledku N od
pri¢iny P vvyjadrit vztahom

N—-N,=k-P. (8.1)

kde N — N, predstavuje zmenu vyvolanu pri¢inou P. Koeficient k vtomto vztahu
reprezentuje fyzikdlnu vlastnost objektu. Pri¢ina P, nasledok N aj vlastnost objektu k sa
vyjadruju prostrednictvom fyzikalnych veli¢in, ktoré mézu byt povahy skalarnej, vektorovej,
alebo aj tenzorovej. Napriklad vo vztahu Al = a AT medzi zmenou teploty AT azmenou
dizky ty¢e Al, vystupuje koeficient dizkovej roztaznosti, ktory reprezentuje vlastnost tyce,
resp. materialu, z ktorého je zhotovena.

Linedrny vztah plati spravidla iba v obmedzenom intervale hodn6t priciny. Pri snahe rozsirit
platnost vztahu treba uvaZovat so zavislostou v tvare polynému

N —N, = kP + k,P? + k3P3 + ---. (8.2)

kde parametre k; sa tykaju tej istej vlastnosti (veli¢iny), sliZia len na presnejsie vyjadrenie
zavislosti. Napriklad teplotna zavislost rezistivity zlata pri vyssich teplotach sa od linearnej

.....

linedrnom clene pouzit aspon kvadraticky clen.

8.2 Sumernost fyzikalnej vlastnosti a fyzikalneho objektu

Predstavme si vo vonkajsej (laboratérnej) siradnicovej sustave umiestneny nejaky objekt,
napriklad krystal. Ktorukolvek jeho fyzikdlnu vlastnost (napriklad hustotu, rezistivitu)
mobzZeme v tejto sustave vyjadrit ako funkciu suradnic. To znamend, Ze v kazdom bode
laboratérnej suradnicovej sistavy ma zvolend fyzikalna vlastnost urciti hodnotu, ktora je
tak funkciou troch priestorovych suradnic. Ak objekt transformujeme (napr. otocenim,
zrkadlenim), hodnoty vlastnosti sa v konkrétnych bodoch laboratdrnej siustavy vo vseobec-
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nosti zmenia. Ak jestvuje takd transformdcia objektu, pri ktorej sa hodnoty prislusnej
veli¢iny zachovaju vo vSetkych bodoch laboratérnej sustavy, tak hovorime, Ze transformacia
je operdciou sumernosti danej fyzikalnej vlastnosti. Mnozina operacii simernosti danej
fyzikalnej vlastnosti tvori grupu (pozri Cast 3.2). Objekt ma vsak viacero fyzikdlnych
vlastnosti, pricom kazda z nich méze mat svoju vlastni grupu operacii simernosti, jedna
bohatsiu, ind chudobnejsiu na pocet prvkov.

Ak opisujme sumernost fyzikalneho objektu ako celku, vratane jeho vonkajsieho tvaru,
Struktury, aj fyzikalnych vlastnosti, madme na zreteli také ortogonalne transformacie, ktoré
v laboratérnej suradnicovej sustave su operdciami sumernosti vSetkych uvedenych
vlastnosti. Je zrejmé, Ze tato grupa vo vSeobecnosti moze mat menej prvkov, nez grupa
ktorejkolvek jeho fyzikalnej vlastnosti. Je nou totiz podgrupa spolo¢na pre vsetky grupy
operdacii sumernosti jednotlivych fyzikalnych vlastnosti objektu, vratane Struktury.

Ako elementarny priklad uvedieme tetragonalny krystal,
spontdanne spolarizovany rovnobeine so svojou
P Stvornasobnou osou sumernosti (obr. 8.1). Operaciou
sumernosti krystalu je otocenie o 90° (a nasobky tejto
hodnoty) okolo tejto osi, zatial ¢o operaciou simernosti

polarizdcie ako veliciny, je otocenie o fubovolny uhol

okolo tej istej osi, lebo sa pri nom zachovavaju vsetky

Obr. 8.1 zlozky vektora polarizacie P. Grupa otoceni krystalu je

teda menej pocetna (ma len Styri prvky) nez grupa otoceni, ktora zachovava hodnoty jednej
z jeho vlastnosti.

8.3 Polarne a axidlne vektorové veliCiny

Vyznamnou operaciou sumernosti objektov je inverzia, tj. transformdcia, pri ktorej sa body
objektu s polohovym vektorom 7 premiestiiuju do polohy —# (vzhladom na laboratérnu
sustavu). Ajinverzia mozZe byt operaciou simernosti objektu alebo niektorej jeho vlastnosti.
V suvislosti s tym rozdelujeme vektorové veliciny (stru¢nejsie vektory) opisujuce vlastnosti
objektov na poldrne a axialne.

Medzi vektorové fyzikalne veliiny patria — rychlost, zrychlenie, intenzita elektrického pola,
ale zaradujeme medzi ne aj uhlovu rychlost, moment hybnosti ¢i magnetickd indukciu.
Rozdiel medzi tymito dvoma skupinami je v ich vztahu k inverzii. Ak sa napriklad ¢astica
pohybuje v kladnom smere osi x , tak tento smer ma aj vektor jej rychlosti. Inverzia pohybu
vyvold pohyb v opaénom smere, a aj vektor rychlosti ma potom opacény smer. Inverzia nie je
teda operaciou sumernosti objektu pohybujliceho sa translacne, lebo ho nezachovava, ale
meni. Ak ale vykondme inverziu otadcajuceho sa kolesa (vzhladom na jeho stred), lahko sa
presvedcime, Ze vtomto pripade je inverzia operaciou simernosti, lebo smer otacania sa
inverziou nezmeni. Ale aj otacajucemu sa kolesu priradujeme vektorovu veli¢inu — uhlovu
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rychlost. Vektor translacnej rychlosti, aj vektor uhlovej rychlosti zobrazujeme orientovanou
useckou, ale inverzia nie je jej operaciou simernosti. Simernost veli¢iny a simernost jej
obrazu (vektora) sa v druhom pripade nezhoduju. Vektorové veliCiny, pri ktorych jestvuje
sulad medzi sumernostou objektu ajeho obrazu (ako orientovanej usecky) nazyvame
poldrne, v opacnom pripade ide o axidlne vektorové veliciny.

Rozdiel medzi polarnymi a axidlnymi vektorovymi veli¢inami sa vo vztahu k inverzii prejavuje
aj v transformacnych vztahoch. Zvolime dve stotoZnené suradnicové sustavy S a S/,
pricom S’ ako vonkajSiu (laboratérnu) sustavu, v ktorej sa nachadza objekt. Sustavu S
pevne spojime s objektom, takze pri lubovolnej transformacii objektu sa transformuje spolu
s nim. Uvazujme o bode objektu so suradnicami x; (i = 1,2, 3), ktoré sa pred transfor-
maciou objektu zhoduju so suradnicami x; , takZe plati x; = x;. Transformaciou objektu sa
suradnice x; bodov vsustave S nezmenia, ale vlaboratérnej sustave S’ nadobudnu

zmenené hodnoty xj’. Pri akejkolvek ortogondlnej transformacii objektu (tj. ked sa

zachovava vzdialenost medzi lubovolnymi dvoma bodmi objektu) platia nasledujice vztahy
medzi tymito suradnicami

X1 = X1 COS Q1 + X5 COS @15 + X3 COS Qg3
X3 = X1 COS 0z + X5 COS @y, + X3 COS Apg

X3 = X1 COS a3, + X, COS o3, + X3 COS 33

w~

alebo strucnejsie

3
x{ = Z . al-j x]' (83)
Jj=1
kde a;; =cosa;; a a;; su uhly medzi i-tou siradnicou sustavy S"a j-tou siradnicou
sustavy S.
Pri inverzii objektu pre vSetky jeho body plati x; = —x; , z ¢oho vyplyva, Ze musi platit a;; =

—6ij (Sij =0, ked i ij,&ij =1, ked' i = j ). Matica transformacie tak nadobuda tvar

coOs@y; COSQy, COSQq3 -1 0 0
C0S@z1 COSAz; COSAz3 | ->({ 0 -1 O |. (8.4)
COS3; COSd3, COSQ33 0 0 -1

Ak teda x; = —x;, tak polarny vektor, ktorého koniec mal pred inverziou suradnice x; ,

inverziou zmenil smer na opacny. Inverzia nie je operdciou sumernosti polarneho vektora.
Ak vsak inverzia ma byt operaciou simernosti axialneho vektora, tak musi platit vztah x; =
+x;, o vsak nie je v sulade s transformac¢nym vztahom (8.3). Axidlne vektorové veliiny sa
preto transformuju podla vztahu

3
xl{ = |al]|z 1al'j xj, (85)
]=
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kde symbol |aij| predstavuje determinant transformacnej matice (8.4). Tento determinant
ma hodnotu +1 pri takych operaciach, ako otocenie okolo osi (tzv. vlastnd rotdcia), takze
axidlne aj polarne vektory sa vtedy transformuju rovnako. Hodnotu —1 nadobuda pri inverzii
a pri zrkadleni (tzv. nevlastné rotacie)?’.

8.4 Polarne a axidlne tenzory

Pojem polarnej a axialnej veli¢iny sa da rozsirit aj na tenzory vyssich stuprniov. Tenzor n-tého
stupfia pozostdva ztzv. multidd (didd, tridd, . . .), tj. z usporiadanych n-tic vektorov?é.
Multiddu povazujeme za polarnu, ak obsahuje parny, alebo nulovy pocet axialnych vektorov.
V opacnom pripade je multidda axidlna. Polarny, resp. axidlny charakter multidd sa
prejavuje aj na transformacnych vztahoch suradnic tenzorov.

Suradnice t;j;. polarneho tenzora n-tého stupfia maju n indexov a transformuju sa podla
vztahu (pozri DI.31)

! —
tijk.. - Z (aip QAjq Aker ---)tpqr.. (8-6)
pqr..
kde tj; su sUradnice tenzora po transformdcii a t,q,. suradnice pred transformaciou,
vyjadrené v tej istej suradnicovej sustave. Veli¢iny a;,,ajz ... su prvky transfomacnej

matice, pricom indexy i,j, k,p, q,7 ... nadobudaju hodnoty 1, 2 a 3.

Ak multiddy tenzora obsahuju po m axidlnych vektorov, treba transformacny vztah (8.6)
vynasobit ¢lenom |ag|™, kde |ag| je determinant transformacnej matice (8.4). Pri
nevlastnych rotdcidch a pri nepdrnom m ma determinant hodnotu -1, vo vSetkych
ostatnych pripadoch hodnotu +1. Pre axidlne tenzory plati transformacny vztah

ti’jk-- = lal Z (Qip AjqQper - Vpgr. (8.7)
pqr..

Pri vlastnych rotacidch sa axidlny tenzor transformuje ako polarny, pri nevlastnych
operdaciach sa ich vztahy odlisuju znamienkom.

27 Na ilustraciu uvedieme dve transformaéné matice

0 -1 0 1 0 O
1 0 O 0 -1 0.
0 0 1 0 0 1

Prva reprezentuje otocenie sustavy okolo osi z 0 90° proti chodu hodinovych ruciciek, takze pre suradnice
boduplati x' =y, y'=—x a z' =2z; jejdeterminant md hodnotu +1. Otocenie bodu opacnym smerom
o rovnaky uhol poskytne v pévodnej sustave rovnaku zmenu suradnic. Druha matica reprezentuje zrkadlenie
v rovine (x,z) iducej zaciatkom suradnicovej sustavy, takie x - x, y - —y a z — z; jej determinant= —1.

28 Vektor sa povazuje za tenzor prvého stupfia. Viac je v dodatku o tenzoroch.
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8.5 Operacie sumernosti tenzorovych vilastnosti

Pri transformadciach, ktoré suU operdciami sumernosti fyzikalnej vlastnosti, sa nemenia
suradnice tenzora, ktorym je vlastnost opisana; takze plati

tijk. = tijk. (8.8)

Pri inverzii pre prvky transformaénej matice plati ay = —d,;, takZe ztransformacnych
vztahov (8.6) a (8.7) dostaneme pre polarne tenzory

tik., = (=Dt (8.9)
a pre axidlne tenzory
i, = (D™ . (8.10)

To znamend, Ze inverzia je operdciou sumernosti vSetkych polarnych tenzorov parneho
stupna a vSetkych axiadlnych tenzorov neparneho stupna.

Inverziou sa sumernost tenzormi opisanych vlastnosti nevyéerpava, v podstatnej miere vsak
zavisi od stupna tenzora, ako aj od vlastnosti objektu, napriklad pri krystaloch od ich
prislusnosti do krysStalografickej sustavy.

Skalarna vlastnost, tj. vlastnost opisana tenzorom nultého stupfia, zachovava svoju hodnotu
(je invariantnd) pri akejkolvek transformdcii objektu, teda aj pri inverzii®®. Grupa operacii
sumernosti skalarnej veliiny je najpocetnejSou grupou ortogondlnych transformacii.
Obsahuje otocenia okolo lubovolne orientovanej osi o lubovolny uhol, inverziu, zrkadlenia v
[ubovolnej rovine. Tato grupa sa oznacuje symbolom oo/co mmm .

O nieco zlozitejSim pripadom je preudoskalarna vlastnost, ktora sa da vyjadrit pomocou
zmieSaného sucinu troch poldrnych vektorov. Pri inverzii vznikne z pravotocive] trojice
vektorov trojica lavotociva, takze zmieSany sucin zmeni znamienko. Preto pseudoskaldrna
veli¢éina nie je invariantna vzhladom na inverziu, alebo vSeobecnejSie — vzhladom na
nevlastné rotdcie. Grupa operacii pseudoskalarnej veli¢éiny neobsahuje zrkadlenia, ani
inverziu, ale len rotacie o [ubovolny uhol okolo lubovolne orientovanej osi. Tato grupa sa
oznacuje symbolom oo/co . Medzi pseudoskalarne veli¢iny patri napriklad opticka aktivita
(stacanie roviny polarizacie elektromagnetickej viny).

Sumernost vlastnosti opisanej polarnym vektorom sa da odvodit zo simernosti orientovanej
usecky. MoZno ju otocit o fubovolny uhol okolo osi, ktord je s useckou rovnobeina,
a zrkadlit v rovinach, vktorych Usecka lezi. PrisluSnd grupa sumernosti sa oznacuje
symbolom comm.

29 Skaldrna veligina véak musi mat v celom objekte rovnaku hodnotu, napriklad hustotu alebo teplotu.
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Fyzikdlna vlastnost, ktord mozno opisat axidlnym vektorom ma sumernost, ktorad sa
oznacuje symbolom oo/m. Je to typ sumernosti, pri ktorom je vlastnost invariantna
vzhladom na otocenie okolo jedinej osi o fubovolny uhol a vzhladom na zrkadlenie v rovine
kolmej na tuto os.

Pomerne jednoducho mozno urcit simernost esSte aj v pripade, ked vlastnost je opisana
symetrickym tenzorom druhého stupna. Takémuto tenzoru mozno priradit ako obraz plochu
druhého stupna, napriklad elipsoid. Ak elipsoid ma tri r6zne dlhé osi, jeho simernost sa

. . 2 2 2 , ;v . .
vyjadruje symbolom p— alebo skratene len mmm. To znamena, Ze ma tri na seba

kolmé dvojnasobné osi simernosti a na kazdu z nich kolmu zrkadlovu rovinu. Ak je elipsoid
rotaény, tak ma vysSiu sumernost, jednu nekonecne-nasobnlu os a nekonecne vela
dvojndsobnych osi, na nu kolmych. Vtedy je bohatSia aj mnozina zrkadlovych rovin.
Symbolom takejto symetria je co/mmm . Specidlnym pripadom elipsoidu je gula, ktorej
sumernost sa zhoduje so simernostou skaldru.

Uvedené typy sumernosti, aj niektoré dalSie si uvedené v tabulke 8.1..

Tab. 8.1 Sumernost tenzorov

Typ tenzora Symbol simernosti

Skalar o0 /oo mmm

Pseudoskalar o0 /o0

Polarny vektor 0o mm

Axidlny vektor ©/m

Tenzor polarny symeticky mmm, oo/mmm, oo/co mmm
nesymetricky 2/m, ©o/m
antisymetricky ©/m

axialny symetricky 222, 022, o/, 42m

nesymetricky 2, 00,2mm

antisymetricky comm

8.6 Neumannov princip

Medzi sumernostou objektu asumernostou jeho fyzikalnych vlastnosti sa uplatriuje
vSeobecny vztah, uvedeny uZ v ¢lanku 8.2 . Ak je fyzikdlnym objektom krystal, tak tento
vztah sa vyjadruje zakladnym postulatom — Neumannovym principom.

Podla Neumannovho principu bodovd grupa krystdlu je podgrupou grupy operacii
sumernosti ktorejkolvek jeho fyzikdlnej vlastnosti. Grupa operacii simernosti vlastnosti
krystalu je teda aspon taka pocéetnd, ako jeho bodova grupa.
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Podla Neumannovho principu je simernost vlastnosti krystalu vo vztahu s bodovou, a nie
s kompletnou krystalografickou sumernostou. Nie je rozhodujuci typ priestorovej grupy
kryStalu, ani typ mriezky (tj. translacnej grupy), ale len bodova simernost krystalu. Tato
skutocnost suvisi s tym, Ze Neumannov princip sa tyka makroskopickych vlastnosti krystalu.

MozZno to objasnit nasledovne. Priestorovd grupa krystidlu obsahuje prvky oznacené
symbolom [(TD, f], skladajuce sa z rotacie @ (vlastnej alebo nevlastnej) a translacie t (pozri
Cast 3.2). Translacia znamena posunutie o mriezkovy vektor, niekedy este aj o pravy zlomok
mriezkového vektora (tj. o nemriezkovu translaciu). Takéto (mikroskopické) translacie sa pri
makroskopickom sledovani vlastnosti krystalu nemo6zu prejavit, prejavia sa len ddsledky
netranslaénych (rotacnych, zrkadlovych) casti prvkov priestorovej grupy. Po vynechani
translac¢nej Casti vo vSetkych prvkoch priestorovej grupy, zostane mnozina rotdcii (vlastnych
aj nevlastnych) ktord je totozna s bodovou grupou. Preto sumernost makroskopickych
vlastnosti krystdlu suvisi s jeho bodovou a nie s priestorovou grupou operacii simernosti.

Ak oznacime bodovu grupu krystalu symbolom G, a grupu operdcii sumernosti konkrétnej
vlastnosti symbolom G, , tak Neumannov princip vyjadrime vztahom

G, <G,.

Z Neumannovho principu vyplyva, Ze krystal nemo6Ze mat taku vlastnost, ktorej grupa
operdacii sumernosti neobsahuje vsetky prvky bodovej grupy krystalu. Tato podmienka je pre
existenciu fyzikdlnej vlastnosti nevyhnutna, ale nie je postacujuca. Ak kry$tdl splfia
Neumannov princip pre istu vlastnost, to eSte neznamena, Ze sa fiou vyznaduje.

Napriklad krystdly so stredom sumernosti nemoézu mat vlastnosti, ktoré nie su
centrosymetrické (tj. grupa operacii tychto vlastnosti neobsahuje inverziu). Inverziou sa
nevyznacuju také veli¢iny, ktorych reprezentantom je preudoskaldr, polarny vektor, alebo
axialny tenzor parneho stupna. Krystdly so stredom sumernosti preto nemoéiu byt
pyroelektrické, ani opticky aktivne.

Vlastnosti reprezentované polarnym vektorom mézu mat len krystaly, ktorych bodova grupa
je podgrupou grupy sumernosti polarneho vektora, tj. grupy ocomm. SU to krystaly
s bodovymi grupami 1, 2,3,4,6,m, 2mm, 3m,4mm, 6mm.

Vlastnosti reprezentované axidlnym vektorom mozu mat len krystaly, ktorych bodova grupa
je podgrupou grupy oo/m, ¢ize ide o bodové grupy 1, 2,3, 4,6, m,%,i °1,3,4,6.

)
m m
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8.7 Sumernost niektorych fyzikalnych vlastnosti

Neumannov princip méZeme demonstrovat na niektorych konkrétnych vlastnostiach.
Z matematického hladiska su najjednoduchsimi skaldrne vlastnosti. Tie vSak mdzeme
chdpat ako Specidlny pripad vlastnosti reprezentovanych tenzormi druhého stupna, takze
nevenujeme im samostatni pozornost. O stupern vysSie su vlastnosti reprezentované
vektormi.

8.7.1 Pyroelektricky jav

Je typickym reprezentantom polarnej vektorovej vlastnosti. Vznikd pri zmene teploty
feroelektrického krystalu (tj. elektricky spontdnne spolarizovaného), ktorého povrchové
naboje pri ustalenej teplote boli vykompenzované nabojmi (idnmi) napriklad zachytenymi
z ovzdusia. Pri zmene teploty sa zmeni spontdnna polarizacia, ¢im sa kompenzacia narusi, a
krystal opat ziska nenulovy elektricky dipélovy moment. Efektivhu polarizaciu (zahfria
vlastnu polarizaciu krystalu, aj vplyv nabojov usadenych na povrchu krystalu), ktora vznikne
zmenou teploty AT, vyjadrujeme pomocou zmeny vektora polarizacie Aﬁ, pre ktoru
v linedrnom pribliZeni plati vztah

Vektor Aﬁje polarny, AT je skalar, takZe vektor p reprezentujici pyroelektrické vlastnosti,
je tiez polarny.

V sulade s Neumannovym principom pyroelektrické mézu byt len krystaly, ktorych bodova
grupa je podgrupou grupy operacii symetrie poldrneho vektora. Najvyznamnejsim
pyroelektrickym krystdlom je turmalin, v ktorom pri izbovych teplotach pri zmene teploty
0 1 K, vznikne polarizécia s hodnotou priblizne 4 X 107%As/m? . Turmalin ma bodovu grupu
3m, a vektor polarizacie ma vidy smer trojndsobnej osi simernosti, ktora je osobitnou osou
(nemoZno ju operaciami bodovej grupy stotoznit sinou osou sumernosti krystalu). Ak
v konkrétnom kry3tali existuje osobitna os, tak vektor p je s touto osou rovnobezny.

V triklinickej (trojklonnej) kry3talografickej sustave niet osi simernosti, take vektor p moze
zaujat lubovolnu polohu vzhladom na zvolenu suradnicovu sustavu. Na jeho uréenie su
preto potrebné tri suradnice.

V monoklinicke] (jednoklonnej) sustave do Uvahy prichddzaju krystaly s bodovymi grupami
m a2. Vprvom pripade musi vektor p — vsulade s Neumannovym principom — leZat
v zrkadlovej rovine, takZe na jeho urenie su potrebné dve suradnice, tretia, kolma na
zrkadlovd rovinu, musi byt nulovd. Ak ma krys$tél bodovu grupu 2, tak vektor p musi byt
rovnobeZny s dvojndsobnou osou simernosti, a na jeho urcenie je potrebny len jeden udaj —
jeho velkost.
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Dalsie pripady st uvedené v tabulke 8.2. Chyba tam kubickd sustava, lebo pyroelektrické
krystaly s takouto symetriou sa nevyskytuju. Otazka, ktoré zlozky vektora p su nulové, stvisi
s volbou odislovania osi vybranej suradnicovej sustavy. Volba moze byt sice fubovolna, ale
existuju konvencie, ktoré sa dodrziavaju. Podrobnosti su uvedené v ¢lanku 8.9 .

Polarny vektor a pripustné bodové grupy Tab. 8.2
Sustava Bodova grupa Sdradnice vektora Pocet suradnic
Triklinicka 1 P1, P2, P3 3
Monoklinicka m Pi, P2, O 2

2 0 ) pz ) 0 1
Ortorombickd mm2
Trigonalna 3, 3m 0, 0, ps 1
Tetragonalna 4, 4m
Hexagonadlna 6, 6m

8.7.2 Elektricka susceptibilita a formalne podobné vlastnosti.

Do tejto skupiny patri rad vyznamnych vlastnosti, napriklad permitivita, permeabilita,
susceptibility, elektricka ¢i tepelnd vodivost. SU opisané symetrickymi tenzormi druhého
stupria. Napriklad tenzor @ elektrickej susceptibility vystupuje vo vztahu

P=a-E (resp. P, = Z a;; E;),
j
kde P aj E su poldrne vektory, preto aj a sa musi transformovat ako poldrna veli¢ina.
Magneticka susceptibilita sprostredkuje vztah medzi dvoma axidlnymi vektormi, ale prave
preto prislusny tenzor je polarny.

Podobne, ako pri vlastnostiach opisanych poldarnym vektorom, aj pri poldrnych tenzoroch
pocet suradnic potrebnych na uréenie tenzora zavisi od kryStalografickej sustavy do ktorej
krystal patri, alebo presnejsie, od jeho bodovej grupy.

Ako priklad uvedieme kubickd sustavu, pre ktord su typické otoéenia o 120° okolo
trojndsobnych osi, totoznych s telesovymi uhloprie¢kami zakladnej bunky. Zvolime vonkajsiu
(laboratérnu) sdradnicovu sustavu x;, x5, X3 asfou totoznl , na kryStal pevne viazanu
sustavu x, , X, , X3 . Otocenim kubického kry$talu okolo smeru [111] vonkaj$ej stradnicovej
sustavy o 120° transformuju sa suradnicové osi viazana na krystal nasledovne (obr. 8.2a):
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2/
a b
Obr. 8.2
Typické transformécie suimernosti v kubickej
sistave
X, = X} X, & X3 X3 = X1

takze transformacna matica (8.4) ma tvar

0 0 1
1 0 0
0 1 0

Pri otoceni okolo smeru [111] sa stradnicové osi transformuju podla schémy

X; = —X3 X = X1 X3 D X

0
0
-1 0 O

Pre symetricky tenzor druhého stupna plati t;; = t;; . Ak je polarny, transformuje sa podfa

[
tij = Z Aip Ajgtpq -
p.q

Z prvej transformacie (oto¢enie okolo smeru [111]) potom vyplyva

a transformacna matica ma tvar

O =
o
[uy
N——

vztahov

ti1 = @11Q11ty1 + A11Qpt15 + o+ Ay3043t53 = tag
lebo spomedzi vSetkych relevantnych prvkov transformacnej matice len a;3 # 0.

Otodenie okolo smeru [111] je v kubickom kry$tali operdciou symetrie, takZe nemoze menit
hodnoty suradnic tenzora, z ¢coho vyplyva t;; = t;; = t33 . Podobnym postupom ziskame
vztahy t;, = t;; asulasne t;, =t,, . Preto suradnice na hlavnej uhlopriecke tenzora
musia byt rovnaké.
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Pre suradnice mimo uhlopriecky z otoéenia okolo smeru [111] dostaneme
tiz = A43Ap1t3; = t31 = b1y
tr3 = Ap1Q32t12 =t = tp3
a pri oto¢eni okolo smeru [111]
tiz = Q12Q53tp3 = —ty3 = ty7 .

Z porovnania tychto vysledkov vyplyva, Zze t;, = t,3 = t3; = 0., Ak navySe vieme, Ze tenzor
ma byt symetricky, tak pre suradnice mimo hlavnej uhloprie¢ky vyplyva, Ze su nulové;
polarny symetricky tenzor (jeho matica) ma potom tvar

ty, 0 0
(5 88)
0 0 Oty

Cize degeneruje na skalar. To znamena, Ze pri elektrickej vodivosti v kubickom krystali
nemozno pozorovat anizotropiu.

Prehlad tvaru polarnych symetrickych tenzorov a poctu ich nezavislych suradnic, podla
krystalografickych sustav, je uvedeny v tabulke 8.3 .

Polarny symetricky tenzor 2. stupna Tab. 8.3
, Plocha ako obraz . Pocet nezavislych
Sustava Matica tenzora , ,
tenzora suradnic
<t11 t12 13
Triklinicka elipsoid ti tyz ta3 6
§13 5:23 tf(3)3
. . 11 12
Monoklinicka elipsoid . <t12 ty, O 4
1 os rovnobeind s x5 0 0 ¢
33
elipsoid tiy O 0
Ortorombicka osi rovnobezné < 0 t,, O 3
s osami krystélu 0 0 t33
Trigonalna ty7 O 0
Tetragonalna rotacny elipsoid < 0 t4, O 2
Hexagonalna 0 0 tg3
tiy O 0
Kubicka gula < 0 t41 O ) 1
0 0 tgq
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8.7.3 Opticka aktivita — axidlny symetricky tenzor 2. stupna

Pod optickou aktivitou rozumieme stdéanie roviny polarizacie svetla3® prostredim, ktorym
prechadza. V izotropnych latkach, napr. roztokoch, velkost optickej aktivity pripadajicej na
jednotku dizky (znacka p ), nezavisi od smeru Sirenia svetla. VeliCina p je v takomto pripade
skaldrna. Ak pri prechode svetla krystalom ma pre ré6zne smery Sirenia r6zne hodnoty, tak
vtedy je to veli¢ina tenzorovej povahy. Prislusny tenzor G (tzv. gyracny tenzor) sa zavadza
tak, aby jeho dvojnasobny skaldrny sugin s jednotkovym vektorom 71 vyznaujicim smer
Sirenia svetla, udaval hodnotu veli¢iny p:

ol

pp =TG- 7 (8.11)

Pri Sireni linedrne polarizovaného svetla opticky aktivnym prostredim koniec vektora E
elektromagnetickej viny ako keby opisoval skrutkovicu. Pri zmene smeru Sirenia na opacny,
opisuje rovnaku skrutkovicu, tj. nezmeni sa z pravotocivej na lavotocivy; takato skrutkovica
potom charakterizuje dané prostredie. Skrutkovica nema stred simernosti, preto inverzia
nie je operaciou sumernosti tejto vlastnosti prostredia. Preto ani tenzor G , reprezentujuci
tuto vlastnost, nemoze mat inverziu ako operaciu simernosti. Ako tenzor 2. stupnia, je preto
axialny (— vztah 8.10). Z transformacnych vztahov pre takyto tenzor a zo vztahu (8.11)
potom vyplyva, Ze veli¢ina p je pseudoskalar. Pri inverzii objektu (krystalu, alebo vsetkych
molekul opticky aktivneho roztoku) meni veli¢ina p svoje znamienko. Ak pévodny objekt
stacal polarizacnu rovinu ,,vpravo®, tak inverzny obraz objektu ju staca ,vlavo”.

Tvar tenzora (jeho matice) a pocet nezavislych suradnic tenzora, opéat zavisi od bodovej
grupy krystalu. Napriklad v bodovej grupe m , patriacej do monoklinickej sustavy, je jedinou
operaciou sumernosti zrkadlenie, pri ktorom sa sdradnice transformuju podla schémy

X1 = X Xy = —Xgp X3 = Xx3.

1 0 O
0 -1 0
0 0 1

a jej determinant ma hodnotu —1. Tenzor G je axialny, takZe sa transformuje podla vztahu

Transformaénd matica ma preto tvar

[
9ij = z —Qip AjqgYpq -
p.q

Ak si uvedomime aj to, Ze zrkadlenie je v uvaZzovanom pripade aj operaciou simernosti, tak

pre sUradnice tenzora G postupne dostaneme podmienky

, _ _ 7 v ! — ~1Y ot
g11 = —Q11011911 = —Y11 asucasne gi; = g1 ,Cize g3 =0.

30 y3eobecnejsie aj elektromagnetického Ziarenia s frekvenciami blizkymi frekvencidm viditelného svetla
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Dal$ie podmienky
912 = —Q11022912 = J12

U

J22 = —022022022 = —G22 = g22 = g, =0. atd.

0 912 0
912 0 g3
0 g2 0

Podobnym spésobom méZeme postupovat aj v dalSich bodovych grupach. Netreba pritom

Matica tenzora G md tak tvar

overovat vplyv vietkych operacii bodovej grupy na suradnice tenzora, staci vyuzit len tzv.
generujuce prvky grupy. Podrobné tabulky pre r6zne vlastnosti (a tenzory réznych stuprov)
sohladom na krysStalografické sustavy a bodové grupy, sa nachadzaju napriklad
v monografiadch [15],[16],[17].

8.8 Curieho princip

Neumannov princip vyjadruje suvislost medzi bodovou grupou krystalu a bodovou grupou
operacii sumernosti niektorej jeho fyzikdlnej vlastnosti. Curieho princip umoziuje urcit
zmenu sumernosti krys$talu podrobeného vonkajsiemu pbsobeniu, ak je vSak sumernost
tohto vplyvu znama. Podla Curieho principu krystal pod vplyvom vonkajsieho pdsobenia
meni svoju sumernost tak, Ze sa zachovaju len tie jej prvky, ktoré su spolocné s prvkami
sumernosti vonkajSieho posobenia. Z pévodnej bodovej grupy G, krystalu zostane len ta jej
podgrupa G , ktord predstavuje najvy$siu spolo¢nu podgrupu operacii sumernosti krystélu
a posobiaceho ucinku, pravda pri ich danej vzajomnej orientdcii.

Ak napriklad vonkajsie posobenie moéZeme charakterizovat polarnym vektorom (napr.
intenzita elektrického pola), a krystal ma bodovu simernost 3m (je to podgrupa grupy

sumernosti polarneho vektora comm), potom sa simernost krystalu zachova len vtedy,
ked'je vektor vonkajSieho posobenia rovnobezny s trojnasobnou osou simernosti krystalu.

Ako priklad uvedieme krystal BaTiOs . V paraelektrickej faze (tj. nad 120 °C) je kubicky a ma
bodovu grupu %gi , €0 znamena existenciu Stvornasobnych osi simernosti v smere hran

kocky (zdkladnej bunky) a zrkadlové roviny na ne kolmé, dalej trojndsobné inverzné osi
v smere telesovych uhloprieéok a navyse dvojnasobné osi v smere stenovych uhlopriecok
a zrkadlové roviny na ne kolmé. Pod teplotou 120 °C je krystal spontdnne spolarizovany.
Predpoklada sa, Ze spontdnna polarizacia je vyvolana tzv. molekularnym elektrickym polom,

pricom vektor polarizacie P je rovnobeiny s vektorom E intenzity molekularneho pola.
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Molekuldrnemu polu prisidime v tomto pripade ulohu ,vonkajSieho” pésobenia. Postupne
sa realizuju tri feroelektrické fazy:

a) pri 120 °C sa vektor polarizacie P zorientuje rovnobezne s hranou zakladnej bunky
(kocky) v dosledku ¢oho krystal nadobuda simernost opisant bodovou grupou 4mm,

b) pri 5°C sa vektor P orientuje rovnobeZzne so stenovou uhloprie¢kou pévodnej
kocky, krystal nadobuda symetriu 2mm,

c) pri —90°C sa vektor P orientuje rovnobezne s niektorou telesovou uhloprieckou
povodnej kocky a krystal nadobuda symetriu 3m.

Vsetky tri typy sumernosti vo feroelektrickej faze su v sulade s Curieho principom, maju
bodové grupy, ktoré su podgrupami kubickej bodovej grupy %§% , ako aj grupy comm

polarneho vektora.

Curieho princip sa s vyhodou vyuziva pri posudzovani moznych fazovych prechodov, najma
v spojeni s Neumannovym principom.

8.9 Invarianty a hlavné smery tenzora 2. stupna, krystalofyzikalna sustava

Zapis fyzikalnych vztahov vo vektorovom a tenzorovom tvare3! je vyhodny najma preto, Ze je
kovariantny, tj. nemeni svoj tvar pri transformacii do inej suradnicovej sustavy. Pri takejto
transformacii menia sa len suradnice vektorov a tenzorov, ato podla vztahov uvedenych
v Clankoch 8.3 a 8.4 . Aj ked' sa suradnice vektora zmenia, nezmeni sa jeho velkost, tj. je
invariantnd (v kartezidnskej sustave sa nemeni sucet druhych mocnin jeho suradnic). Pri
tenzorovych veli¢inach nie je invariantnost taka ndzorna. Tenzor 2. stupna ma tri tzv. hlavné
invarianty, dalSie sa daju ziskat ich kombinaciou.

Da sa to vysvetlit na jednoduchom rovinnom priklade. Predstavime si vrstevnatu latku (obr.
8.3), ktord ma vsmere pozdi? vrstiev elektricki vodivost dvojndsobnl v porovnani
s vodivostou v smere kolmo na vrstvy. Pri volbe sturadnicovej sustavy podla obr. 8.3a vznika

taka situacia, Ze ked nechame vonkajsie elektrické pole poésobit tak, Ze vektor E je
rovnobeZny s osou x, tak vektor hustoty pridu f bude mat zlozku aj vsmere osi y.
Podobne, ked' vektor Eje rovnobezZny s osou y, vektorf ma zlozku aj v smere osi x. Vektory
E a f nie su vtedy rovnobezné, takze vektor f sa neda napisat ako skalarny nasobok

vektora E . Ich vztah sa vyjadruje zapisom

'E,

Qi

]-):

31y takomto zapise nevystupuju stiradnice vektorov a tenzorov, ale len ich znacky.
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a Obr. 8.3 b

kde o je tenzor elektrickej vodivosti. Tento vztah, rozpisany do zloZiek, predstavuje (v
uvazovanom rovinnom pripade) dve skaldrne rovnice

Jx = Oxx Ex + 0xy E,
Jy = 0yx Ex + 0y, E,, (8.12)
takZze matica dvojrozmerného tenzora elektrickej vodivosti ma tvar
(Uxx ny)
Oyx  Oyy/"
Vo vztahoch (8.12) sa odzrkadluje, Ze ], zavisinielen od E, , ale ajod E|, .

Vektor E je vdanom pripade vyhodné rozkladat nie na zlozky v smere osi x a y, ale na

— —
zlozky E;, a E, , teda zloZky v smere vrstiev a smere kolmom na vrstvy. Tieto zlozky sa
vyznacuju tym, Ze vyvoldvaju prud len vo svojom smere, takze platia vztahy

]_II = O'IIEII a fJ. = O-J_EJ_- (8.13)

Ak zvolime novu suradnicovu sustavu x' a y' tak, aby napr. os x’ bola rovnobezna
s vrstvamia os y' kolma na ne, moézeme vztahy (8.13) prepisat

Jx=0,E;+0
Jy=0+0, B},

TakZe matica elektrickej vodivosti nadobudne diagonalny tvar

5 7
0 o/’
Ak v novej suUradnicovej sUstave zvolime vektor E tak, aby bol rovnobeiny s niektorou

stradnicovou osou, potom vektor fbude s nim rovnobezZny. Pre tieto dva pripady plati

LT =G ELT
J, 7 =5E)J. (8.14)
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Smery charakterizované vektormi 7' a j’ su pre danu vrstevnatu latku vyznamné, su to jej
tzv. hlavné smery. Pri volbe suradnicovej sustavy v sulade s hlavnymi smermi, ma tenzor
opisujuci fyzikalnu vlastnost diagonalny tvar. To plati aj v trojrozmernom priestore, kde su tri
hlavné smery32.

Pri experimentdlnom uréovani suradnic tenzora fyzikdlnej vlastnosti nemozno vzdy vopred
poznat hlavné smery. MozZno ich vsak urcit z nameranych hodnét suradnic. Nech vysledkom

merania je tenzor T, ktorého matica mad tvar

ti1 tiz U3
ty1 Ty I3
l31 l32 33

Hladanie jeho hlavnych smerov sa zaklada na riedeni rovnice®3

=l

.G=Td=»h, (8.15)

kde a je jednotkovy vektor. Tato rovnica je zovseobecnenim rovnic (8.14)34. Pri skalarnom
sU¢ine tenzora T svektorom d , ktory je rovnobeiny s niektorym hlavnym smerom,

vysledny vektor b musi byt rovnobeiny s vektorom d. Skalar T je tzv. hlavnd hodnota

tenzora T .

Rovnica (8.15) je rovnocenna s tromi skalarnymi rovnicami
ti1aq + tipa, +tiza3 =Tay
tyhaq +tya, +tyzaz =Ta,
t31aq + tzpa, + t3za3 = Tas

ktoré predstavuju sustavu rovnic pre suradnice jednotkového vektora a. Sustava méa
nenulové rieSenie, ked determinant sustavy sa rovna nule, tj. ked' plati

tyy =T t12 t13
t21 trp =T t23 =0.
t31 t32 ts3—T

Z tejto kubickej rovnice, ktora poskytuje vzdy len realne korene, dostdvame vo vieobecnosti
tri odliSné rieSenia T;, T,, T3z atym tri r6zne pomery a, : a, : asz, Cize tri hlavné smery.
Hodnoty vtomto pomere zavisia od volby suradnicovej sustavy, v ktorej sa pripad riesi.
Hodnoty T,;, T,, T; vSak od volby suradnicovej sustavy nezavisia, lebo vystupuju
v kovariantnom zdapise (8.15).

Kubickd rovnicu pre T prepiSem do tvaru

32 V niektorych krystalografickych sustavach nemusia byt na seba kolmé.
33 7 matematického hladiska ide o problém diagonalizacie matice.
34 Vektor reprezentujuci ndsledok ma rovnaky smer, ako vektor reprezentujici pricinu.
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T3 —T?(tyy +typ +t33)+T (| | | + | |) —|ta1 tax ty3| =0,
taz3  t33 t13  t33 t1,  toy oo

alebo skratene
T3—T*,+TI,—I13=0.
S ohlfadom na vztahy medzi korerimi kubickej rovnice plati
L=T,+T,+T;
L, =TT, + T,T3 + T5T;
I3 =T,T,T;

Hodnoty korenov T;, T,, T; nezavisia od volby sudradnicovej sustavy, apreto su
invariantné aj ich kombinacie I;, I,, I3 , nazyvané ako invarianty, alebo ako skaldry
tenzora. Treti invariant tenzora I5 je totoZny s jeho determinantom, prvy I; s tzv. stopou, tj.
suctom clenov hlavnej uhlopriec¢ky matice tenzora.

Je vyhodné pouzivat takd suradnicovu sustavu, v ktorej je tvar tenzora ¢o najjednoduchsi,
podlfa mozZnosti diagondlny. Ked ide o opis fyzikalnych vlastnosti krystalov, tak volba
vyhodnej suradnicovej sustavy suvisi so smermi trojice zakladnych vektorov charak-
terizujucich mriezku krystalu. Pri opise vnutornych, mikroskopickych charakteristik krystalu
je vyhodné pouzivat stradnicovu sustavu definovanu priamo trojicou zakladnych vektorov.
Pri opise makroskopickych vlastnosti sa vSak zvycajne voli ortogonalna suradnicova sustava

—

stromi jednotkovymi vektormi T, j, k orientovanych v jednotlivych krys$talografickych
sustavach takto:

Sustava volba smerov vektorov 1, J, k
triklinicka Kllds, alebo Jlld, alebo Tl d,
monoklinicka Jlld, a Tl d, (alebo kI ds)
ortorombicka kKllds, Jjldy, Tld,

tetragonalna Kkl ds, jlld,, Tla,

trigonalna a hexagonalna || ds, Tlld;

kubicka kllas, Jjlld,, Tla,

Takto zvolena suradnicova suUstava sa nazyva krystalofyzikdlna.
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9. Difrakéné metddy Strukturnej analyzy tuhych latok

Fyzikalne vlastnosti tuhych latok vo vSeobecnosti zavisia od ich Struktury, ale tato suvislost
nie je jednoduchd, ani jednoznacna. Meranim fyzikalnych vlastnosti latok moézeme sice
ziskat isté informacie o ich $trukture, ale iba obmedzené. Uplné informacie o $trukture latok
sa ziskavaju predovsetkym difrakénymi metédami, pricom na ziskanie parcialnych informacii
sliZia rézne doplnkové metddy. Difrakénymi metddami sa daju ziskat zakladné parametre
Struktury krystalov — mriezkové parametre a rozmiestnenie atémov v zakladnej bunke, ako
aj typ symetrie Struktury. Doplnkové metédy, ako Ramanova spektroskopia, jadrova
magnetickd rezonancia, ¢i Mossbauerova spektrometria, mézu poslizit pri zistovani len
niektorych vlastnosti v Struktdrach, napriklad frekvencie kmitov atémov, niektorych
vzdialenosti medzi atdmami, hladin energie v molekulach, ¢&i vazbovej energie medzi
atébmami. Spolu s difrakénymi metdédami poskytuji moznost utvorit si Uplny obraz
o Strukture latok, ¢i uz krystalickych, alebo aj nekrystalickych.

9.1 Princip difrakénych metdd

Na skimanie usporiadania atomov v latke je potrebné meradlo so stupnicou, ktorej dieliky
maju dizku porovnatelni s medziatémovymi vzdialenostami. Tato podmienku spliia
rontgenové Ziarenie — tj. elektromagnetické Ziarenie s vinovymi dizkami okolo 10™°m (a
energiami foténov ~103 eV), ale aj zvizky &astic (elektrénov, neutrénov, pripadne i dalich),
ktoré sa pohybuju takou rychlostou, ze im odpovedajtica vinova dizka (pocitana podla de
Broglieho vztahu A = h/mv) ma podobnud hodnotu.

Skimana latka oZarovana rontgenovymi lU¢mi alebo zvazkami Castic interaguje s nimi, ¢o sa
prejavuje absorpciou a rozptylom Ziarenia. Pri absorpcii zanika povodna forma Ziarenia, jeho
energia zostdva v oZarovanej latke. Pri pruZznom rozptyle — a taky je pre dalSie Gvahy v tejto
kapitole zaujimavy — sa energia aj vinova di?ka Ziarenia zachovavaji, meni sa véak smer jeho
Sirenia3®. Pri tzv. nepruznom rozptyle sa Cast energie Ziarenia latkou absorbuje, pricom sa
energia foténov (rtg Ziarenia) zmensuje a vinova dizka zvacuje.

Vseobecne mozZno povedat, Ze Ziarenie — i uz elektromagnetické, alebo aj zvazky cCastic, — sa
rozptyluji na atémoch latky. Atémy st zdrojmi sekundarnych vin Ziarenia, ktoré navzajom
interferuju. Interferencné pole, poloha maxim a minim vnom, zdavisi od rozmiestnenia
atémov (tj. rozptylovych centier), takZe preskimanim tohto pola mézeme ziskat informacie
o rozmiestneni atdmov, tj. o Strukture latky. Zatial ¢o interferenéné pole je jednoznaénou

35 Zmena smeru $irenia svetelnych aj inych lG¢ov sa oznaduje ako ich ohyb, resp. difrakcia.
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funkciou Struktury, opacnd zavislost nie je jednoznacnad. To znamenda, Ze znalost
interferen¢ného pola eSte neumoznuje urcit Struktdru latky jednoznacne.

Pre Ziarenie vznikajluce pruznym rozptylom sa pouziva nazov difraktované Ziarenie, a podl|a
neho sa nazyvaju aj prislusné metddy Struktdrnej analyzy. Matematicky opis difrakénych
metdd v nasledujucich ¢astiach tohto textu vychddza z dvoch predpokladov. Predovsetkym
sa predpoklada, ze latka pomerne slabo absorbuje a slabo aj rozptyluje (slabo difraktuje),
takZe pri prechode Ziarenia latkou sa jeho intenzita zmensuje len zanedbatelne malo. Dalej
sa predpokladd, Ze vzdialenosti medzi zdrojom Ziarenia, oZzarovanou vzorkou a detektorom
Ziarenia su velké v porovnani s vinovou dizkou Ziarenia, takze difrakciu mozno povazovat za
Fraunhofferovsku —tj. ze interferujuce IGce su prakticky navzajom rovnobezné.

9.2 Zakladné rovnice difrakénych metaod

Predstavme si, Ze vzorka latky — krystalickej alebo nekrystalickej — je oZarovana monochro-
matickou rovinnou vinou, ktorej vinovy vektor je vyjadreny vztahom
o= Tﬁo )

kde 1 je jej vinova dizka a 7, jednotkovy vektor oznadujuci smer jej Sirenia. Predpokla-
dame, Ze kazdé rozptylové centrum po zasiahnuti primarnou (dopadajucou) vinou sa stava
zdrojom gulovej viny rozptyleného Ziarenia, pricom rozptyl je pruzny, tj. zachovdva sa
velkost vinového vektora. Amplituda rozptylenych vin zavisi od mechanizmu interakcie
primarnej viny s rozptylujuicim prostredim, pricom mézeme predpokladat, Ze je Umerna
koncentrécii rozptylujucich centier. Tdto koncentrécia, oznaéime ju symbolom P(#), je vo
vieobecnosti funkciou polohy, kde 7 je polohovy vektor vzhladom na bod O (obr. 9.1).

Obr.9.1

Budeme pocitat vyslednt amplitudu viny rozptylenej celou vzorkou, a to v smere opisanom
vinovym vektorom f(; resp. s nim rovnobeZnym jednotkovym vektorom 7,.. Najprv si
vS§imneme len dve rozptylené viny — vinu rozptylenu centrom nachddzajicim sa v zaciatku
suradnicovej sustavy — v bode O a vinu rozptylent v bode C (s polohovym vektorom 7).
Luce dopadajlce na tieto dve rozptylové centrd su sucastou rovinnej viny, takZe v bodoch
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OaAma vina (prislusné luce) rovnaku fazu. Viny rozptylené v bodoch OaC Siriace sa
v smere vektora 71, sU véak navzajom drdhovo posunuté o rozdiel dizok OD - AC = As, ¢o
vyjadrime vztahom

AL oo o
Ay =7, =—7 (K, — K,),

=

As =

kde 7 - 71, predstavuje priemet velkosti vektora 7 do smeru vektora 7, . Medzi dréhovym
posunutim As a fazovym posunutim Aa vin plati vztah Aa = (2m/1)As, takie pre fazovy
rozdiel tychto vin dostaneme vysledok

2 2r A | - o L =
Aa=7As=7ﬂr-(Kr—Ko)=r- K. (9.1)

kde K = I_(; — I?O je tzv. rozptylovy vektor, ktorého velkost je vyjadrenad vztahom (vidno
z obr.9.1)

41 sin
=

Amplitudu viny rozptylenej v smere vektora I?T objemovym elementom dt nachadzajucom

—

Rl =1, -,

=i

(9.2)

sa v okoli bodu O vyjadrime v tvare
A,P(0)dr,

kde A, je amplituda viny rozptylenej ,rozptylovou jednotkou“. Napriklad pri rozptyle
rontgenového Ziarenia funkcia P(7) predstavuje pocet elektrénov v objemovej jednotke,
takZe A, je amplituda viny rozptylenej jednym elektrénom. PravdaZze, amplitida A, zavisi aj
od intenzity primarnej viny. Vina rozptylena objemovym elementom v okoli bodu C je fazovo
posunutd o Aa, takZe jej amplitudu z hladiska interferencie treba zapisat v tvare

AP exp(iK - 7)dr.

Amplitudu viny rozptylenej celou vzorkou ziskame integraciou cez objem vzorky
A=4, fp(?) exp(iK - 7)dr . (9.3)

Intenzita rovinnej viny je Umernd druhej mocnine modulu jej komplexnej amplitady (9.3):

2
I=1,

f P(#) exp(iK - 7)dt (9.4)

Tento vztah je velmi ddleZity, lebo merat sa da prave intenzita Ziarenia, Ci uz registraciou
Ziarenia pomocou fotoemulzie, alebo modernejsSie detektormi GM ¢i scintilaénymi.

Vztah (9.4) je velmi vSeobecny, a pre Specidlne pripady sa dalej upravuje. Tyka sa to funkcie
P(7), ktord mdZze mat napriklad tvar &-funkcie (pri rozptyle neutrénov na jadrach atémov),
mbze byt spojitou funkciou polohy, ¢i uz periodickou (ako pri rozptyle rontgenovych Itcov
na elektrénovom obale atémov krystalu), alebo vyjadrujicou pravdepodobnost priestoro-
vého rozdelenia rozptylovych centier v nekrystalickych latkach.
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9.3 Difrakcia na zjednodusenom modeli krystalu

Predpokladajme, Ze rozptylové centra v krystali si bodové a Ze sa nachadzaju len
v mriezkovych bodoch jeho primitivnej mriezky, charakterizovanej trojicou zdakladnych
vektorov d,;, d,, ds. Integral vo vztahu (9.4) nahradime sumaciou cez vietky mriezkové
body mriezky s polohovymi vektormi 7, = Lyd, + L,d, + Lyds :

Ni—1Ny—1 N3—1 2

I = IO Z Z Z AO eXp[lI_( b (Llc_il + ch_iz + L3C_i3)] =
L1=0 L2=0 L3=0

(9.5)
Ni—1 2 INy-1 2 IN3-1 2
= A? Z exp[il_f- (Llél)] . Z exp[il? . (LZ&Z)] . Z exp[il? . (L3513)] )
L1=0 L2=O L3=0

kde A, je amplituda viny rozptylenej na jednom mriezkovom bode. Pri vypocte
predpokladame, Ze kryStal ma tvar rovnobeZnostena s poctom zdkladnych buniek N;
v smere vektora d; , tj. s celkovym poétom zékladnych buniek N = N;N,N; .

Sumdcie v poslednom vztahu sa daju lahko vypocitat, napriklad pri vyraze S;:

- - expliNiR @[ 1-cosNiR-d
- — exp|i a — cos a
Sl = Z eXp[lK ) (Llal)] = P 1—> N ! = 1—> - - =
=h 1- exp[lK . al] 1—cosK-a,
sin?(K -d,/2) '
-1 =215 O 15 2/5 35 &5 1 65 (Karzx) 2
’

Obr. 9.2
Zndzornenie interferenZnej funkcie

Zavislost S; od I?-Eil je znazornend na obrazku 9.2 , Specidlne pre hodnotu N; = 5.
Funkcia S; (jedna Cast tzv. interferencnej funkcie) nadobuda nulové hodnoty (minima) pri

Nll? ~dy =k-2m (k=0,+1,+2,...) okrem tych pripadov, ked k je celogiselnym nasob-
kom &isla N, . Ked k = pN, , potom N,K -d, = pN, -2, &se K-d, =p-2m, takie aj
menovatel zlomku vo vztahu (9.6) sa vtedy rovna nule. Limita funkcie S; mda potom
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hodnotu N az fyzikdlneho hladiska tam funkcia S; nadobuda tzv. hlavné maxima. Medzi
hlavnymi maximami sa nachadza N; — 1 minim a N; — 2 tzv. vedlajsSich maxim, ktoré —
postupujuc od hlavného maxima — sa rychlo zmensuju, pricom vSetky su podstatne slabsie
nez hlavné maximd. Ak napriklad N; = 100, siedme vedlajSie maximum predstavuje uz
menej nez 1 % intenzity hlavného maxima. Pri monokrystaloch sledovanych difrakénymi
metddami obyéajne N; = 10° , takie vtedy vietky vedlajSie maximd moZno celkom
zanedbat. Intenzita difraktovaného Ziarenia je preto prakticky do vsetkych smerov
v priestore nulova, okrem pripadov, ked su sucasne splnené tri podmienky:

I_(>'C_i1=27'['h
K-d,=2nk (9.7)
I_(>'C_i3=27-['l

kde h, k, [ su celé Cisla. Tieto tri podmienky su tzv. Laueho rovnice. Su splnené pre vsetky

rozptylové vektory I?, ktoré maju vSeobecny tvar
K = 2n(hdt + ka2 + 1a?), (9.8)

kde at, a2, a® je trojica reciprokych vektorov ktrojici d;, d,, dz . To znamen3, Ze
difrakéné maxima vznikaju len vtedy, ked rozptylovy vektor K je 2m — nasobkom
niektorého mriezkového vektora reciprokej mriezky.

9.4 Braggova rovnica

Z Laueho rovnic (9.7) sa da odvodit tzv. Braggova rovnica, ktora vyjadruje podmienku vzniku
difrakéného maxima pomocou vzdialenosti d medzi rovinami osnovy mriezkovych rovin.
Upravou Laueho rovnic, ich vzdjomnym odéitanim ziskame
vztahy

Vektory (d,/h— d,/k) a (d,/h— ds/l), ako vidno z
obrazku (obr.9.3), lezia v rovine s Millerovymi indexmi (hkl),

Obr. 9.3 takze vektor K je na tdto rovinu kolmy. Medzirovinna
vzdialenost d v osnove rovin s indexmi (hkl) sa zhoduje so
vzdialenostou roviny nakreslenej na obrazku od zadiatku O sdradnicovej sustavy. Takze

vzdialenost d ziskame ako priemet vektora d,;/h do smeru vektora K. Ak vyuzijeme aj
Laueho rovnice, dostaneme
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Cize
2dsind = A (9.9
¢o je Braggova rovnica.

Na zdklade uvedeného sa difrakcia zvykne interpretovat ako odraz Ziarenia od osnovy
mriezkovych rovin s Millerovymi indexmi (hkl), pricom uhol dopadu sa rovnd uhlu odrazu
(obr. 9.4)%¢. Pod uhlom dopadu 9 sa rozumie uhol
medzi mriezkovou rovinou (hkl) asmerom
dopadajuceho luca.

Ak oZarujeme krystdl monochromatickym Ziarenim

vinovej dlzky A , ,odraz” na osnove mriezkovych

rovin sindexmi (hkl) ateda sdanou medzi-

Obr. 9.4 rovinnou vzdialenostou d nastane len pri vhodnej

vzajomnej orientdcii kryStalu asmeru dopada-

juceho Ziarenia (vektora I?o). Vyplyva to aj zo vztahu (9.5) vyjadrujuceho intenzitu
difraktovaného Ziarenia, ktorého hodnota zavisi od skalarnych stucinov typu

- , A4msind

K-a; = 7 a; cosa; .
Pri danom uhle 9 a vinovej dizke 1 nemézeme volit uhly a; lubovolne, ale len tak, aby boli
splnené podmienky pre dosiahnutie maximalnych hodnét vyrazov S; (— vztah (9.5).

Pri inej vzdjomnej orientdcii kry$talu a smeru dopadajluceho Ziarenia difrakéné maximum?3’

nevznikne. Pri difrakénych experimentoch treba preto monokrystdlom pohybovat. Bezne sa
pouziva otacanie krystdlu okolo pevnej osi, alebo jeho precesny pohyb. V modernych
difraktometroch sa krystal méze natacat okolo dvoch ¢i troch osi, automaticky podla
mriezkovych parametrov zadanych riadiacemu pocitacu ako vstupné udaje.

Difrakéné maxima pri pouZziti monochromatického zvazku vznikaju aj pri jeho dopade na
polykrystalicku vzorku (napriklad prdsok), v ktorej sa medzi mnoistvom nahodne
orientovanych krystalikov vZdy ndjdu také, ktoré vyhovuju Braggovej podmienke.

Pri prvom difrakénom experimente, vykonanom Maxom Lauem a jeho spolupracovnikmi, bol
pouZity polychromaticky zvézok rontgenovych lucov. Pri dopade takéhoto zvazku na
monokry$tal poskytuju difrakéné maxima len tie vinové dizky (zo spojitého spektra), ktoré
spifiaju Braggovu podmienku (resp. Laueho rovnice). Laueho metdda sa este aj v sucasnosti
pouziva na uréenie typu sumernosti krystalu.

Podla uvedenych troch moznosti (vysSie oznacenych kurzivou) sa delia aj difrakéné metédy,
a to bez ohladu na druh pouzitého Ziarenia (rtg, neutrény, elektrény).

36 Treba si uvedomit, Ze v skuto&nosti ide o interferenciu sekunddrnych vin $iriacich sa z rozptylovych centier, a
nie o odraz na osnove rovin
37 Pracovnikmi v $truktirnej analyze je zauZivané strué¢né pomenovanie difrakcia.
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Ak pozname vilnovu dizku pouzitého Ziarenia a ak nameriame difrakéné uhly, mozeme
pomocou Braggovej rovnice vypocitat medzirovinné vzdialenosti a na ich zdklade urdcit
mriezkové parametre krystalu. Posledny krok sa da lahko urobit, ak ide o krystal patriaci do
kubickej sustavy, pripadne do tertagondlnej, ¢i hexagonalnej. Pri suUstavach s tromi
a viacerymi mriezkovymi parametrami je postup zloZitejsi.

Pre kazdu krystalicku latku existuje vlastnd mnozZzina medzirovinnych vzdialenosti, ktoré sa
daju ziskat prakticky bez problémov difrakciou na polykrystalickych (praskovych) vzorkach
Difrakéné metddy tak slUzia na rychlu, pohodinud nedestruktivnu metddu fazovej analyzy
kryStalickych latok.

9.5 Integralna intenzita difraktovaného Ziarenia

Vztah (9.5) vyjadruje zavislost intenzity Ziarenia difraktovaného krystalom od velkosti

rozptylového vektora K. Ked s splnené Laueho rovnice (9.7), tak intenzita I je umerna
stginu (N;N,N5)?, tj. druhej mocnine po¢tu zakladnych buniek. Tito hodnotu viak Ziadnym
detektorom nemozno namerat priamo, nech uz pracuje na akomkolvek principe lebo jeho
vstupna Strbina nemozZe byt nekonecne Uzka. Detektor preto registruje vidy istu cast
difrakéného maxima (napriklad funkcie S; — obr. 9.2). Predpokladajme, Ze detektor ma taku
Siroku vstupnu strbinu, Ze dokaze registrovat celé hlavné maximum. Ak takto detegujeme
napriklad elektréony, ich pocet zachyteny za jednotku casu je zrejme Umerny ploche
hlavného maxima. Velkost plochy P; hlavného maxima funkcie S; odpovedajiceho napriklad

— —
hodnote K - d; = 0 a ohrani¢eného minimami K - d, = + 2/ N, ziskame integraciou

+21m /N4 +21 /Ny . ZNll? - C_il
S sin —=——
P, = S, d(K-d;) =2 f ——<—d(K-d,) =
. ZK " al
—21/N, 0 sin
2
+2m/Nq +2m/Nq
sin® Nqx sin® Nqx
= f —ZdXE‘l- f —zdx:167TN1,
sin? x X

lebo pri N; > 1 dosahuje premennd x v celom intervale integracie velmi malé honoty,
takZe sin?x moéZeme aproximovat funkciou x2. Velkost plochy P; je teda Umerna prvej

mocnine &isla N; , na rozdiel od N7, &o je hodnota limity funkcie S; pre K- a; - 0.

Velkost plochy P; zodpovedd integralnej intenzite v uvaZzovanom jednorozmernom pripade.
V redlnom trojrozmernom pripade je integralna intenzita Umerna sucinu troch integralov
typu P; , Cize hodnote N;N,N; = N, tj. celkovému poctu (oZiarenych) zakladnych buniek.
Tato skutoénost umoznuje kvantitativnu analyzu zmesi difraktujucich latok.

119



9.6 Difrakcia na redlnom krystali

V readlnom krystali moze na zakladnu bunku pripadat viac rozptylovych centier, nie iba jedno
ako v predchadzajucom jednoduchom modeli. Dopadajuce Ziarenie sa rozptyluje v podstate
na atémoch krystalu, pricom rontgenové Ziarenie na ich elektrénoch, zvazky elektrénov na
elektrénoch ajadrach azvazky neutrénov na jadrach, pripadne na magnetickych
momentoch atémov. Preto polohovy vektor konkrétneho rozptylového centra napiSeme
v tvare

?=L1d>1 +L26_i2 +L3C_i3 +7}+7},,
kde L,d; + L,d, + L3d; je polohovy vektor zadiatku zékladnej bunky, 7; uréuje polohu

jadra j-teho atému v zakladnej bunke a 77]-' polohu konkrétneho rozptylového centra

(elektrénu) vzhladom na jadro j-teho atdmu. Tento zdpis vyuzZijeme na Upravu amplitddy
Ziarenia rozptyleného celym krystalom vyjadrent vztahom (9.3)

Ni—1N,—1N3-1 p

A=d, ) > NN j P(7) explik - (Lydy + Lody + Lyds) + 7 + 7] dr’ =

L1=0 L=0 L3=0 j=1 atom

N1—1Np—1N3—1

n
=4, Z Z Z exp[il_(-(Lﬁi)]‘Z f Pi(ﬁl)expil?-ﬁ-'dt’ expil?-ﬁ-,
Jj=1

L1=0 L=0 L3=0 atom

kde n je pocet atdmov v zakladnej bunke. Vyraz v hranatej zatvorke sa zhoduje s vyrazom
(9.5). To znamenad, Ze Laueho rovnice (9.7) aj tomto pripade urcuju smery difrakénych
maxim. Velkost amplitidy A zavisi aj od dalSich ¢lenov vyrazu, ato od atémového
rozptylového faktora

R = [ BG)eslik 7]ar, (1)
atom

ktory vystihuje rozmiestnenie elektronov okolo jadra atému a od Strukturneho faktora
n
F(R) = ) f;(K) exp[ik - 7], (9.12)
j=1

ktory zohladnuje rozmiestnenie atomov v zakladnej bunke.

Ak polohovy vektor ?] vyjadrime pomocou vztahu (2.3)3® a rozptylovy vektor K pomocou
vztahu (9.8) (pre iné vektory je amplituda difraktovaného Ziarenia prakticky nulova), tak
amplitudu viny rozptylenej krystalom vyjadrime vztahom

n
At = AN z £;(R) exp2mi(hxt + kx? + 1x3)] . (9.13)

Jj=1

®|de ovyraz 7 = x'd; + x2d, + x3d;,
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Intenzita difraktovaného Ziarenia je potom vyjadrena vztahom

2

hua = 1,N? | ) fi(K) expl2mi(haf + ke + 157)]| (9.14)

Jj=1

Je to intenzita zodpovedajica maximu, tj. takému vektoru K , ktory presne spifia Laueho
podmienky. Integrdlna intenzita je vSak aj vtomto pripade Umernd prvej mocnine poctu
difraktujacich zakladnych buniek, priCom Umernost druhej mocnine sa pri module
Strukturneho faktora zachovava.

Smery difrakénych maxim su teda aj v redlnom krystali ur¢ené Laueho podmienkami, Cize
v podstate trojicou vektorov d,, d,, ds, ktord charakterizuje geometriu mriezky krystélu
— tvar avelkost zakladnej bunky. Usporiadanie atémov v zakladnej bunke nema vplyv na
tieto smery, ale na intenzitu difraktovaného Ziarenia, a to prostrednictvom Strukturneho
faktora.

Intenzita (9.14) r6znych difrakcii sa da pri znalosti rozmiestnenie atdmov v zakladnej bunke
vypocitat jednoznacne, ale opacnd cesta jednoznacna nie je. Dévodom je skutolnost, Ze
experimentalne sa da ziskat len modul komplexného strukturneho faktora, jeho faza nie (vo
faze je zakomponované rozmiestnenie atédmov). Pri hladani rozmiestnenia atémov
v zakladnej bunke sa preto postupuje vacsinou skusmo. Postupuje sa pritom nasledovne.

Na zaklade smerov difrakénych maxim sa da urcit tvar a rozmery zakladnej bunky. Pomocou
hustoty, chemického zloZenia a velkosti zakladnej bunky sa da vypoditat pocet molekul
(chemickych vzorcovych jednotiek) pripadajucich na zakladnu bunku, resp. na mriezkovy
bod. V mnohych pripadoch sa da ziskat aj informdcia o sumernosti krystalu — prislusnost
k bodovej, alebo aj priestorovej grupe, a to pomocou Laueho difrakénej metddy, pomocou
leptov, alebo goniometrickych merani vyvinutého krystalu. Znalost simernosti pomaha pri
navrhu rozmiestnenia atdmov v zdkladnej bunke, ¢o je dalsi krok Struktirnej analyzy.
Vychadzajuc z navrhnutého modelu Struktury sa vypocita integralna intenzita pre jednotlivé
difrakéné smery. Ak sa vypocitané a experimentdlne urcené intenzity neodliSuju viac nez
napr. o 5 %, povaiuje sa navrhnutd Struktira za spravnu. V opacnom pripade treba
navrhnat dalsi model Struktury.

9.7 Fourierova transformacia

Vztah medzi $truktirnym faktorom a distribu¢nou funkciou P(#) rozptylovych centier
v zakladnej bunke je v podstate najddlezZitejsim vztahom pri Struktirnej analyze, vyuZivajlcej
difrakéné metddy. Ak sa Ziarenie rozpyluje na elektronoch (rontgenové luce, zvazky
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elektrénov), tak prakticky niet v zdkladnej bunke miesta s nulovou hustotou rozptylovych
centier. Strukturny faktor vtedy treba vyjadrit ako integral

1
Fr = Vﬂj P(xt, x?, x3) exp[2mi(hx® + kx? + [x3)] dx? dx? dx3. (9.15)
0

kde V je objem zdkladnej bunky, vyjadreny ako zmieSany sucin trojice zdkladnych
vektorov [d,d,ds] . V kry3tali je P(x1,x?%,x3) trojrozmernou periodickou funkciou, takZe ju
mobzeme rozvinut do trojrozmerného Fourierovho radu

P(xtx?x3) = Z Z Z C(h'k'l") exp[2mi(h'xY + k'x? + I'x3)],
kTl
pricom ide o sumacie od —c0 po + 0.

Po dosadeni tohto vztahu do (9.15) vznikne vyraz

1
Frig = VZ ZZ jﬂ C(h'k'l") exp[2mi(h'xY + k'x? + I'x3)] -
nok U0

- exp[2mi(hx! + kx? + 1x3)] dxdx?dx® = VC(hkl).

Koeficienty Fourierovho radu v rozvoji funkcie P(x* x? x3) su teda v podstate $trukttrne
faktory Fyy;, takZze méZzeme napisat vztah

P(xtx?x3) = %Z Z Z C(hkl) exp[—2mi(hx! + kx? + 1x3)]. (9.16)
nok 1

Ako vidno z tohto vztahu, na uréenie funkcie hustoty rozptylovych centier P(x* x? x3) je
potrebnd znalost Struktirnych faktorov ako komplexnych Cisiel, nepostacuje poznat ich
moduly.

9.8 Difrakcia rontgenového ziarenia

Rontgenové Ziarenie, elektrény a neutrény, pripadne aj iné zvazky castic sa pri difrakcii na
krystdloch navzdjom odliSuja len atédmovym rozptylovym faktorom (9.11), pokial
neuvazujeme o experimentalnych odliSnostiach. Atdmovy faktor je ovplyvneny mechaniz-
mom interakcie Ziarenia satémom, ale aj vinovou dizkou Ziarenia. Difrakciu mozeme
pozorovat vtedy, ked vzdialenosti medzi rozptylujucimi centrami objektov su porovnatelné
s vinovou diZkou Ziarenia. Ak je rozptylujice centrum podstatne mensie ne? vinova dizka
Ziarenia, tak rozptyl nezavisi od rozptylového uhla — je izotropny.
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Rontgenové Ziarenie pouzivané pri Strukturnej analyze je generované v rontgenovych
lampdach pomocou zvizku elektronov urychlenych napitim niekolko desiatok kilovoltov®.
Z tychto lamp vychadza Ziarenie jednak tzv. spojité (polychromatické), ktorého spektralne
zloZzenie zavisi od urychlujuceho napatia, jednak diskrétne, ktorého spektralne zlozenie
zavisi od druhu anddy. Ziarenie vychadzajlce z rtg lampy sa d4 monochromatizovat, pricom
najucinnejsi sposob vyuZiva difrakciu na monokrystaloch upravenych Specidlne na tento
ucel.

Rontgenové Ziarenie sa rozptyluje prakticky

len na elektrénoch, pri svojich frekvenciach B

ma na jadro atédmu len zanedbatelny vplyv.
Ak rovinne polarizovana elektromagneticka

vina s intenzitou [, dopada na elektricky AUAVAUAT S

29
nabitu Casticu, tdto sa rozkmitd a vyzaruje do A X
okolia sekunddarne elektromagnetické viny. Obr. 9.5

Ak sa cCastica nachadza v bode A (obr. 9.5),

a vina je polarizovana tak, ze vektor E kmité v smere osi z, potom v bode B vzdialenomo r
od bodu A je intenzita I, sekunddrneho Ziarenia vyjadrena vztahom [18]
et et

I, =1 sina =1 cos? 29
¢ % (4me,)?m2cr? ° (4me,)2m2ctr? ’

kde a je uhol medzi vektormi 7 a E , € —naboj, m — hmotnost rozptylujlcej ¢astice a ¢ —
rychlost svetla.

Pri nepolarizovanej vine ma intenzita ini hodnotu:

e* 1+ cos? 29
° (4me,)2m2ctr? 2 '

I =1 (9.17)

kde posledny zlomok sa nazyva polarizacny faktor.

Kazdy elektron atomu vyZaruje sekundarne viny s intenzitou (9.17), ale intenzita Ziarenia
rozptyleného celym atédmom nie je jednoduchym suctom intenzit. VIiny vyZarované
jednotlivymi elektrénmi su totiz koherentné a fazovo navzajom posunuté. Posunutie je
vyznamné, lebo rozmery atému su porovnatelné s pouzivanymi vinovymi dizkami rtg
Ziarenia. Tato okolnost sa odzrkadluje uz aj vo vztahu (9.11). Atdmovy rozptylovy faktor
v podstate udava, kolkokrat je amplituda viny rozptylenej celym atémom vacSia nei
amplituda viny rozptylenej jednym elektrénom v tom istom smere.

Pri vypoéte atdmového rozptylového faktora je potrebné poznat funkciu P(7).
Najjednoduchsi je gulovo symetricky model atému, ked funkcia P (#) zavisi len od velkosti
vektora 7 . Vypocet je potom vhodné uskutoénit vo sférickej suradnicovej sustave. Ak
pouZzijeme oznacenie podla obrazku 9.6, mdézeme napisat

39 v stdasnosti sa velmi intenzivne rtg Ziarenie pouZivané na $truktirnu analyzu generuje aj synchrotrénmi
a lasermi s volnymi elektronmi.

123



21

£(R) = f P(r) exp(iF - 7) dr = f f

P(r)exp(iKrcosa)r?sina dr dg da =

o

[ee]

= f 4mr?P(r)

0

sin Kr
Kr

dr. (9.18)

Ani v tomto jednoduchom pripade sa nemozno zaobist bez kvantovej mechaniky, pomocou
ktorej treba ziskat zavislost funkcie P od premennej r, a aZ potom pomocou vztahu (9.18)
Ciselné hodnoty atomového rozptylového faktora. Jeho typickd zavislost od velkosti
rozptylového vektora je uvedend na obrdzku 9.7. Charakter tejto zavislosti je rovnaky pre
vSetky atomy, rozdiely su len v ¢iselnych hodnotach. Maximalnu hodnotu dosahuje vzdy pri
K = 0, arovna sa atdomovému Cislu atdmu (tj. poctu elektronov v obale).

K fIK)
12 4

I | I 1 I I
014 0,8 1,2 K/4T[
Obr. 9.7

Obr. 9.6

9.9 Difrakcia elektronov

Zvazky elektrénov pouzivané pri difrakénych metddach su urychlované napatim niekolko
desiatok kilovoltov. Elektrénom, ktoré boli urychlené napatim 10% az 10> voltov prislicha —
podla de Broglieho vztahu — vinova di?ka 10~1'm a7 10~'2m . Spomedzi Ziaren{ pouzivanych
v difrakénych experimentoch prislicha elektrénom najkratsia vinova dizka, ¢o sa prejavuje
najpruds$im poklesom atémového rozptylového faktora f(K) — ako funkcie velkosti
rozptylového vektora. Elektrény, na rozdiel od rtg lucov, su rozptylované aj jadrom atédmu.
Za predpokladu, Ze elektrény su v obale atému rozmiestnené gulovo symetricky, plati pre
atémovy rozptylovy faktor vztah

2
9)=CZ—-f)——,
f@) =€~ ) 75
kde C je koeficient umernosti, Z atémové Cislo, f, atdmovy rozptylova faktor pre rtg luce a 9
difrakény uhol z Braggovej rovnice.
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Priestorové rozdelenie elektrénov, ateda elektrického ndboja v obale atému moze
poskytnut len kvantova mechanika.

Elektrény — v porovnani s rtg Ziarenim — sa rozptyluju ovela Ucinnejsie, ¢im sa podstatne
skracuje expozi¢nd doba potrebna na ziskanie difrakéného zaznamu. Difrakény obraz mozno
dokonca sledovat volnym okom na fluorescenénom tienidle. Dosledkom silnej interakcie
elektrénov s latkou je ich plytky prienik pod povrch (pri kolmom dopade =~ 10~7m).
Difrakcia elektronov sa preto hodi na skimanie Struktury povrchov a tenkych vrstiev.

9.10 Difrakcia neutronov

Kvantum elektromagnetickych vin s vinovou dizkou 1071°m ma energiu rddovo 10%*eV. Ak
by sme chceli vytvorit zvazok elektrénov, ktorym by zodpovedala rovnakd vinovéa dizka,
musel by mat kazdy elektrén energiu =~ 10%eV. Musel by byt urychleny napitim =~ 100V,
&im by ziskal rychlost =~ 5,5 X 10° m/s . Neutrény maji takmer 2000-krat va¢$iu hmotnost
ne? elektrény, preto im na dosiahnutie rovnakej vinovej dizky staéi (podla de Broglieho
vztahu) mensia rychlost. Pri vinovej di’)ke A1 =10"1"m maju energiu = 0,1 eV, ¢omu
zodpoveda stredna hodnota energie neutréonového plynu s teplotou = 700 K. Intenzivny
zvazok takychto neutrénov sa da ziskat z jadrového reaktora, v ktorom je vsak rozdelenie
podla rychlosti Maxwellovské, takze zvazok treba monochromatizovat. To mozno uUcéinne
uskutoc¢nit pomocou difrakcie neutrénov na monokrystali.

Vychodiskom na vypocet atébmového rozptylového faktora je opat vztah (9.11). Pokial
neberieme do Uvahy magneticky rozptyl®®, mdZeme vztah upravit tak, Ze hustotu
rozptylovych centier vo vnutrijadra budeme povaZovat za kon$tantnd (P(r) =a) aza
nulovu za hranicou vyzna¢enou polomerom 7, jadra. Sucin velkosti rozptylového vektora
(K =10*m™1) a polomeru jadra (1, = 1071°m) je pritom také malé &islo (K - 1, = 107°),
Ze vyraz exp(il?-?) mobZeme aproximovat jednotkou. Na zdklade toho mézeme vztah
(9.11) upravit takto

To - 4
fun= f aexp(iK -7)dr = a-§rrro3,
0
z ktorého vyplyva, Ze atdmovy rozptylovy faktor pre neutrény je izotropny, tj. nezavisi od

difrakéného uhla.

Koeficient a, ktory vystupuje vtomto vztahu, zavisi od viacerych faktorov, napriklad od
spinu jadra, vinovej dizky priradenej neutrénom, a tzko suvisi s G&innym prierezom rozptylu
neutrénov na jadrach konkrétnych atémov. Neutrény, na rozdiel od rtg Ziarenia, sa silno

40 Neutrdn je elektricky neutralny, ale svojim magnetickym momentom interaguje s magnetickymi momentmi
atémov.
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rozptyluju na jadrach fahkych atomov, takie pomocou difrakcie neutrénov mozno urcit
polohu lahkych atdmov v zdkladnej bunke krystdlu, ¢o sa takmer nedd pomocou rtg Ziarenia.
Zavislost atomového rozptylového faktora od atdmového Cisla nie je monoténna ako pri rtg
Ziareni a zvazkoch elektrénov, ¢o sa da vyuZit na identifikdciu poloh atémov s blizkymi
atomovymi Cislami.

Zvlastnu pozornost si zasluhuje interakcia zvdazku neutrénov s magnetickymi momentmi
atomov. Ked' su tieto periodicky usporiadané (feromagnetikd), pozoruju sa na difraktograme
osobitné maxima, ktoré zanikaju nad Curieho teplotou tychto latok. Z tychto maxim sa da
usudzovat na typ magnetickej usporiadanosti.

9.11 Difrakcia na nekrystalickych latkach

Zakladnou kvantitativnou charakteristikou nekrystalickych latok je radidlna distribucna
funkcia (RDF), ktora je zavedena uz v ¢lanku 6.5. Moznost jej uréenia difrakénymi metddami
uvedieme na priklade jednoatomovej latky. Vztah (9.3) mozeme v takomto pripade prepisat
do tvaru

N
A=A, E fiexp(iK -7),
j=1

kde A, je amplituda viny rozptylenej jednym elektrénom??, fj atébmovy faktor a ﬁ polohovy

vektor j-teho atému.

Intenzitu difraktovaného Ziarenia ziskame, ak posledny vztah vynasobime komplexne
zdruZzenym vyrazom

N N
MR) =22 Y Y f feesplik - (7~ 7)] =

j=1k=1

N N
= A2f2( N+ Z Z exp[i€ - (R)] |, (9.19)

j=1k=*j
kde Rj, =17, — 7}, pricom sme vyuZili rovnost f; = f;.

Tento vztah vyjadruje intenzitu pri istej okamZitej polohe atéomov, takZe napriklad
v kvapalinach treba akceptovat jeho strednu hodnotu cez vSetky konfigurdcie atdmov pocas
expozicie. V nekrystalickych tuhych latkach to netreba urobit, lebo atémy zotrvavaju vo
svojich ¢asovo strednych polohach. Bolo by vsak potrebné poznat polohy vsetkych atémov
vzorky. To vSak ani z fyzikalneho hladiska nie je zaujimavé, lebo makroskopické vlastnosti,
ktoré moézeme merat, su vysledkom Statistického rozmiestnenia atomov v latke, opisaného
radidlnou distribu¢nou funkciou (RDF) alebo binarnou korela¢nou funkciou W(Rij)

N
41 1de o vinu rozptylenl v smere stvisiacom s vektorom K
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(—¢lanok 6.6). Vzmysle definicie binarnej korelaénej funkcie moézeme strednd hodnotu
intenzity difraktovaného Ziarenia vyjadrit vztahom

dv; de

1(R) = fv | fv TRYW (R T (9.20)

Po dosadeni intenzity I’(I?) zo vztahu (9.19) dostaneme

1(1?)=Agf2(K)foWR 4V dvi

VitV

ShN Lo dv; v,

22260 [ [ 7Y expliR - ()] wlR) S =
ViV =1 k=)
RN , dv;d
= PN+ a0 Y > | [ elif @)W (k) T o
j kzj ViTVk

Funkcia W(Rjk) je pre ktorykolvek vychodiskovy atém rovnaka, takze druhy clen

v poslednom vztahu pozostava z N(N — 1) = N2 rovnakych €lenov:

v,

1(K) =A3f2(K)N+A3f2(K)N2f f exp[iK - (ﬁ,-k)]W(Rjk)%— (9.21)
Vi vy

Ked'sa Rj, zvdcsuje, tak W(Rjk) — 1, preto je vyhodné do vztahu (9.21) dosadit vyraz

W(Ry) = [W(Ru) — 1] +1.

Intenzitu potom vyjadrime ako sucet troch ¢lenov

1R) = azrn + 43200 [ [ esliR- (Bl W (Ri) ~ 1] 525
v vy

+a3r2 00N [ [ explik - (B 5L (922)
Vv

Prvy ¢len vyjadruje intenzitu Ziarenia rozptyleného izolovanymi atémami, tj. bez
interferencie medzi rozptylenymi vinami. Treti ¢len sa tyka rozptylu len pri velmi malych
difrakénych uhloch, jeho ¢iselnd hodnota zavisi od rozmerov a tvaru vzorky, ale nie od
vnutornej Struktiry. Méze sluzit na zistovanie nehomogenit. Ak je rozptylujice prostredie
homogénne aj na mikroskopickej Urovni, mézeme treti ¢len vo vztahu (9.22) zanedbat.

Druhy Clen tohto vztahu dalej upravime. Integrovat podfa dV; treba cez cely rozptylujuci
objem vzorky. Pri integrdcii podla dVj stali sa obmedzit len na Rj; <R, , kde R,
predstavuje korelacnu dizku, tj. vzdialenost, pri ktorej uz W(Rjk) = 1. Druhy ¢len mbZeme

potom upravit (vo sférickej siradnicovej sustave) na tvar

A?,fz(K)sz f exp[iKR cosa] [W(R) — 1] d]]//
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KR
f 4 RZ[W(R)—l]SmR dR,
0

A fAHKIN?
B 4
lebo fv-% =1.
]

Pre intenzitu difraktovaného Ziarenia tak moZeme suhrnne napisat

. - N (% 5 sin KR
I(K) = A%f (K)N{1+Vf0 4mR2 W (R) — 1] —— dR}, (9.23)
alebo
. N [ in KR
1(K) =A(2,f2(K)N{1+Vf0 4nR2[p(R)—po]512—RdR}. (9.24)

Zamena integracnej medze R, — o nemad vplyv na vysledok, lebo prii R > R, uz
[W(R) — 1] = 0 apodobne aj [p(R) — p,] =0.

Fourierovou transformaciou vztahov (9.23) a (9.24) dostaneme

W(R)=1+ ZRNJ [N;(zk(v?() l sin(KR) dK,
4mR?p(R) = 4mR?p, + —j lN;(ZK(v?{) l sin(KR) dK .

Posledné dva vztahy umoiniuju z experimentalnych udajov (kriviek zavislosti intenzity

difraktovaného Ziarenia od velkosti vektora K ) ziskat radidlnu distribuéna funkciu (RDF),
alebo binarnu korelaént funkciu. Vernost ziskanych funkcii nezdavisi len od preciznosti
merania kriviek I(K). Nedokonalost metddy sa prejavuje v tom, Ze funkciu I(K) dokdZzeme
namerat len v ohrani¢enom intervale hodnot premennej K. Zdola, pri K - 0 nemozno
funkciu merat preto, lebo zvazok difraktovaného Ziarenia sa prekryva s primarnym zvazkom
fiarenia. Horna medza intervalu je uréend pouzitou vinovou dizkou Ziarenia: K,,,4, = 4m/A.
Napriek tomuto nedostatku metdda poskytuje pomerne spolahlivé informacie o Strukture
nekrystalickych latok, najma ak je doplnend dalsimi metddami.

Pomocou uvedenej metddy je mozné urcit Strukturu izloZitejSich nez jednoatémovych
nekrystalickych latok. Matematicky zapis, ako aj interpretdcia ziskanych vysledkov su vsak
zlozZitejSie nez v uvedenom jednoduchom pripade.
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10. Doplnkové metddy Strukturnej analyzy

10.1 Infracervena a Ramanova spektroskopia

Vyznamnym zdrojom doplnkovych informacii o Struktire molekul a tuhych latok je Studium
ich vnutornych kmitov, tj. kmitov ich stavebnych ¢astic — atdmov, idnov ¢i molekul. Stavy
kmitania (vibracné stavy) su v molekulach a kryStaloch diskrétne a prechody medzi nimi su
spojené s absorpciou, resp. emisiou prislusného rozdielu energie vo forme kvanta
elektromagnetického Ziarenia. Frekvencie tohto Ziarenia spadaju v podstate len do
infratervenej oblasti (vinové dizky 107®m a7 10~*m), takZe vibra¢né spektrd tuhych latok
a molekul sa daju sledovat metédami infraervenej spektroskopie. Najc¢astejSie sa pouZiva
spektroskopia absorpcna, pri ktorej sa meria zavislost absorpcie (alebo priepustnosti) od
frekvencie (vinovej dizky) prechadzajiceho Ziarenia. Na obrazku 10.1 je znazornené
absorpcné spektrum monoklinického parafinu.

T
100—l—~-— e e e e
75 -
50
25
A
30 27 24 » [10"HZ
1000 800 800 1 [iem)

Obr.-10.1

I& spektrum monoklinického perafimu
(T - transparencia)

Kmitanie v molekulach atuhych latkach interaguje s prechddzajucim Ziarenim nielen
absorpciou, resp. emisiou, ale moZe vyvolavat nepruiny rozptyl Ziarenia. Vtedy sa
v rozptylenom Ziareni — popri pévodnej frekvencii — objavuju aj tzv. postranné frekvencie,
a to vyssie, aj nizsie v porovnani s pévodnou frekvenciou. Javi sa to tak, ako keby kmitanie
atomov modulovalo amplitudu prechddzajuceho Ziarenia. ZvySenie, resp. znizenie pévodnej
frekvencie sa zhoduje svlastnymi frekvenciami kmitania atédmov, takie nezavisi od
frekvencie prechdadzajucej viny. Tento jav je preto vyhodné sledovat vo viditelnej oblasti,
kde sa Ziarenie lahSie registruje. Objavili ho v roku 1928 indicky fyzik Raman (na kvapalnom
benzéne) a sovietski fyzici Landsberg a Mandelstamm (na kremeni). Prislusné spektra sa
vSeobecne oznaduju ako Ramanove, v sovietskej literature ako spektra kombinacného
rozptylu svetla.
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Irel.
4671 125 (UA=1x,)[1cm)
Obr. 10,2 obr. 13'3
Ramanovo spektrum kry3talického naftalénu Nolekula vody

(tzv. "zy" spektrum)

Ak kmitanie primarnej (dopadajuicej) viny vyjadrime pomocou vztahu x = acoswt
a modulaciu ich amplitudy vztahom a =a, + bcosw,t , kde w, je uhlova frekvencia
vlastného kmitania Castic latky, ich spojenim dostaneme

x = (a, + bcosw, t) coswt = a, coswt + (b/2) cos(w + w,) t + (b/2) cos(w — w,) t.

Tak vniklo kmitanie obsahujuce povodnu frekvenciu w a dve postranné frekvencie w + w,
A W— w,.

Z kvantového hladiska ide pri Ramanovom jave o vzbudenie kmitajlucej sustavy zo
zdkladného stavu W, do stavu W, svyssou energiou. Na vzbudenie sa spotrebuje cast
energie kvanta Aiw elektromagnetického Ziarenia

hw = hwz + (Wz - Wl)l
kde Aw, je energia kvanta po interakcii, takze ma frekvenciu

W, —w,)

w-r, = W —
2 h

=Ww—w,.
Pri opacnom procese, ked fotén energiu od sustavy ziska (sustava pri interakcii s fotdnom
prejde zo stavu s vy$Sou energiou do stavu s nizSou energiou), nadobudne frekvenciu

W, — W)

W =w+
! h

=w+w,.

Dovolené stavy kmitania v krystaloch a molekulach sa daju ziskat rieSenim Schrédingerovej
rovnice. Kmitajuca suUstava, napriklad molekula, sa skladd z jadier atémov a elektrénov,
takZe treba riesit problém mnohych castic, ktory sa exaktne riesit neda. Podla Bornovej —
Oppenheimerovej aproximacie da sa Schrodingerova rovnica separovat na cast opisujicu
pohyb elektrénov vzhladom na okamzitu polohu jadier a na cast opisujucu pohyb (kmity)
jadier:
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~M2

0% 02 i
{ 8m?m; <6x2 dy2 + 822> + V(rl-)}lp =Ey.

V tejto rovnici N predstavuje polet atdmov kmitajlcej sustavy a V(#;) polohovd energiu
sUvisiacu s vibracnymi vychylkami atdmov (presnejsie ich jadier) z rovnovaznych pol6h. Je to
zloZita funkcia zavisiaca od Struktdry. Jej znalost by umoznila vypocitat hladiny vibra¢nej
energie E kmitajucej sUstavy atak interpretovat pozorované infracervené a Ramanove
spektrd. Ani tato rovnica sa vSak neda riesit exaktne, riesi sa len pribliznymi metédami.

Problém kmitov sa vSak da riesit aj klasickymi metédami. Atédmy kmitajlcej sustavy budeme
povazovat za hmotné body, navzdjom pruzne viazané. Rovnovazny stav je charakterizovany
medziatdmovymi vzdialenostami, ktorym zodpovedd minimum polohovej energie. Po
vonkajSom zdsahu sa atdmy rozkmitaju, pricom ich kmitanie povazujeme za harmonické
(tzv. harmonicka aproximacia). Ak kartezianske suradnice prvého z N bodov oznacime x,,
X,, X3, druhého bodu x,, x5, X¢ aich hodnoty v rovnovaznej polohe ako x;,, x,, atd.
potom mdzeme zaviest nové (tzv. vazené) suradnice vztahmi

q1 =+ my (X1 — X15),

atd., kde m; su hmotnosti kmitajucich atémov. Kineticka energia T vibracii je potom
vyjadrena vztahom

= 1 (dAx1>2 4 1 (dAx2> Z (dql) 1? = 101
— 2™\ g 2™\ "q; T2 2. 1‘7i ' (10.1)
1=

Polohovu energiu rozvinieme do McLaurinovho radu podla suradnic g;

+Z<av> nur zz<aqlaq,> 045+

V rovnovaznom stave (dV/dq;), = 0 anavySe mdzeme zvolit aj V, = 0. Vyssie Cleny

rozvoja (vyssie nez druhy c¢len) méZzeme zanedbat (predpokladéme len malé vychylky g;)
takZze mbéZzeme napisat:

1
V=2 fy s, (10.2)
ij
kde
= (0?v/aq:0q;) (10.3)

su tzv. silové koeficienty.

Kineticku a polohovu energiu (10.1) a polohovu energiu (10.2) dosadime do Lagrangeovych
pohybovych rovnic
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i(a—.T) _W 0 (i=12 3N) (10.4)
dt \dq; dq;
Tak ziskame rovnice*?
3N
Gi +Zfl-]- q;=0 (i=12 3N) (10.5)
]

Ocakdvame, Ze jedno z moznych rieSeni tychto rovnic je harmonické
q; = A; cos(wt + ¢).

Jeho dosadenim do rovnic (10.5) dostaneme sustavu homogénnych rovnic na vypocet
amplitud 4; :

3N
D (fy - 8yw?) 4 =0 (=12, 3N)
i=1

ktorda ma nenulové rieSenie, ked' jej determinant sa rovna nule:

fir — @? fi2 fiz wn  frane
fa1 for — 0? f23 fran:
2,3N:
f31 f32 faz — w? f3,31vz =0
f3N,1 f3N,2 f3N,3 fsN,sN — w?

(10.6)

Rovnica (10.6) je sekuldrna rovnica na uréenie frekvencie w, ktorej rieSenim ziskame 3N
koreriov.

Sustava N atomov ma 3N stupriov volnosti. Z nich tri sa tykaju pohybu taziska sustavy, tri
rotdcie sustavy ako celku (napr. Eulerove uhly), takZe na opis vnutornych kmitov zvysuje
3N — 6 stupriov volnosti. Preto ma sustava 3N — 6 tzv. vlastnych (tzv. normalnych)
frekvencii, zodpovedajucich 3N — 6 vlastnym (normalnym) stavom (mddom) kmitania.
Ostatné korene rovnice st nulové [22].

Pri opise normalnych stavov kmitania je vyhodné prejst linedrnou transformaciou od
vazenych suradnic q; ktzv. normdlnym suradniciam, ktoré umozZnuju zapisat polohovu
energiu sustavy ako linedrnu kombinaciu ich druhych mocnin a kinetickd energiu ako sucet

42 Ak by sme uvaZovali iba s jednou ¢asticou, tak mézeme napisat q, = x, q, =y, q3 = z takie
T=@Q/2)m(x*+y%2+22), 0T/ox=mx a (d/dt)(0T/0x) = m¥ . Vyraz dV/0x predstavuje x-ovi

stradnicu vektora gradV : aV/dx = (gradV), = —F, , takZe Lagrangeove rovnice dostant v takomto

pripade tvar mi = F,, my = F,, mZ = F, . Lagrangeove rovnice (10.4) su teda zovieobecnené Newtonove

pohybové rovnice.
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druhych mocnin ich prvych derivacii podla ¢asu. Celkova energia H kmitajlcej sudstavy sa
potom vyjadri vztahom

13N—6 13N—6
H=gQ, 0t+g ), tek
k=1 k=1
Po formalnom prechode na kvantovomechanicky operator hybnosti

0 h 0
_) — —

kT 2miaQ,

mobzeme pre kmitajlcu sustavu napisat Schrodingerovu rovnicu

3N-6 3N-7

h? o oty 1 .
~ a2 @"'Ez wy Qk Y = EY .
k=1 k=1

Vyhodou normadlnych suradnic je, Zze tuto rovnicu je mozné separovat na 3N —6
nezavislych rovnic, ktoré poskytuji zndme rieSenie pre harmonicky oscilator

1 1
Ek = hvk(nk'+§):=fuuk(nk'+5), (107)
kden, =0,1,2,--- je kvantové ¢islo.

Frekvencie ziskané zo sekularnej rovnice (10.6) sa zhoduju s frekvenciami ziskanymi
kvantovomechanickym rieSenim (10.7). Prechod oscildtora do najblizSieho vyssieho
kvantového stavu je sprevadzany absorpciou kvanta elektromagnetickej energie hv takej
frekvencie, ktora sa zhoduje s niektorou frekvenciou klasicky pocitanych normalnych kmitov.

Treba vsak poznamenat, Ze pozorované frekvencie sa od takto pocitanych ciastocne
odlisuju, lebo skutocné oscilatory v krystaloch ¢i molekuldch nie si dokonale harmonické,
najma pri vyssich teplotach.

V krys$tdloch, v porovnani s molekulami, je pocet stupriov volnhosti podstatne vacsi, ale
postup pri vypocte normalnych frekvencii sa zjednoduSuje pritomnostou translacnej
symetrie (tj. periodicitou Struktury). Ako postupovat pri vypocte normalnych frekvencii sa da
najst v pocetnych monografiach a uéebniciach fyziky tuhych latok (— [7],[8],[21],[29]).
Rozhodujuce je, Ze normalne frekvencie zavisia od Struktury, a vo vyslednych tzv.
disperznych vztahoch vystupuju silové koeficienty, medziatdbmové vzdialenosti a hmotnosti
kmitajucich atémov.

Napriklad pre linedrny retazec N rovnakych atomov (takto sa dd aproximovat retazec
polyméru) normélne frekvencie maju hodnoty [21]:

V2 = %2 sin (?),

kde f je silovy koeficient, M hmotnost atému, a— vzdialenost medzi atémami a q vinové
Cislo, ktoré nadobuda N diskrétnych hodnét zintervalu (0,7/a). Na zaklade spektra
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normalnych frekvencii ziskaného Ramanovou a infradervenou spektroskopiou, sa tak da
usudzovat na niektoré parametre Struktury.

Tak ako pre iné spektrd, aj pre infratervené a Ramanove je typické, Ze sa v nich neprejavuju
rovnakou mierou vsetky dovolené kvantové prechody, v tomto pripade medzi vibraCnymi
stavmi. Odpovedaju im ro6zne pravdepodobnosti prechodu, ¢o sa prejavuje na intenzite
prislusnych spektralnych ciar. Niektoré kvantové prechody su aktivne len v infracervenych
spektrach, iné len v Ramanovych. Teoreticky sa da intenzita spektralnych ciar urcit len
kvantovomechanickym vypoctom, ktorym sa ziskaju pravdepodobnosti prechodu, ¢o je vsak
velmi naro¢ny postup. Posudit, ktoré prechody su dovolené, ktoré zakazané, sa da aj na
zaklade Uvah o sumernosti krystalu, ¢i molekuly. Simernost ma takto z hladiska klasifikacie
infracervenych a Ramanovych spektier velky vyznam. Intenzita Ciar a vyberové pravidld su
takto v Uzkom vztahu so symetriou Struktury a preto su rovnako vyznamnym zdrojom
informacii pri jej Studiu, ako hodnoty absorbovanych ¢i emitovanych frekvencii.

Pri absorpcii elektromagnetického Ziarenia v molekuldch, resp. kryStaloch ma podstatnu
Ulohu interakcia Ziarenia s elektrickymi dipélovymi momentmi p. V elektrickom poli
prechadzajucej viny nadobudaju potencidlnu energiu W =p - E, kde E je vektor intenzity
elektrickej zlozky viny. Tato energia sa povazuje za malu v porovnani s energiou dipdlu
v krystaloch, ¢i molekuldch. To umozZnuje pouzZit metddy poruchového poctu kvantovej
mechaniky, podla ktorého pravdepodobnost prechodu sustavy zo stavu opisaného vinovou
funkciou v, do stavu v, je Umernd suctu druhych mocnin troch integralov

o= [wincvmar, b= [wivyumar, L=[vinvnda  @08)
kde py , Py, P, susuradnice dipélového momentu p .

VinfraCervenych spektrach su aktivne také prechody, pri ktorych aspon jeden z integralov
(10.8) je nenulovy.

Dipdlovy moment zavisi od okamzitej polohy kmitajucich ¢astic, takZe jeho suradnice, napr.
P, moOZeme rozvinut do Taylorovho radu podla normalnych suradnic Qy

=Pxo F Z (an>

Po dosadeni rozvoja do rovnice (10.8) dostaneme

L= [ 0 wndr+z ) [ i 00 i e+

Prvy integral sa rovna nule, lebo funkcie ¥, a ¥, su navziajom ortogondlne, takze
pravdepodobnosti prechodu suU nenulové, len ked sa dipdélovy moment pri normalnom
kmitani meni. Pravdepodobnosti prechodu a teda intenzity prislusnych ¢iar v infra¢ervenych
spektrach su preto imerné tymto vyrazom
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To je vsulade s klasickymi predstavami o absorpcii elektromagnetického Ziarenia. D34 sa
dokazat (pozri napr. [24],[30]), Ze imaginarna ast komplexného indexu lomu, vyjadrujlica
absorpciu, je tiez umernd druhym mocnindm derivacie dipdlového momentu pola
normalnych suradnic.

Z hladiska elektromagnetickej tedrie Ramanov rozptyl vznikd vtedy, ked prechddzajuca vina

indukuje v prostredi elektrické dipdly, ktoré vyzaruju sekundarne Ziarenie. Vektor E rovinnej
monochromatickej viny s uhlovou frekvenciou w sa da vyjadrit v tvare

E, expli(wt — k- 7)],

kde k je vinovy vektor a 7 polohovy vektor.

—

Dipblovy moment p indukovany prechadzajicou vinou sa vyjadruje vztahom p=a-E ,
kde a je tenzor polarizovatelnosti. Jeho suradnice ®pq sU funkciami okamZitych pol6h
kmitajucich Castic, a teda aj funkciami normalnych suradnic Q; . Preto tenzor a mbieme

vyjadrit pomocou rozvoja do Taylorovho radu

z(%) %t ZZ<6Q16QS> Qj Qs +

Pri kmitoch v krystaloch sa normalne suradnice menia harmonicky. Ak ich vyjadrime v tvare
Q; = Ajexp[+i(wot — G; - 7)]

kde ﬁj je prislusny vinovy vektor, tak pre indukovany dipélovy moment (pri zanedbani

S]]
I
i

efektov vyssich rddov) dostaneme
— - a= - -
p=a,-E, exp[i(a)t —k- 17)] + ZA]- <%> - E, exp{i[(w + w,)t — (k + 671) 7]}
j /o

Kmitajuci dipdl vyzZaruje frekvencie, ktorymi kmita, takie Ziarenie rozptylené tymto
mechanizmom ma uhlové frekvencie w, w + w,, w — w, aSsiri sa vsmere vektorov k ,
k+qjak—q;.

Intenzity ¢iar Ramanovho spektra zavisia od hodn6t integralov typu

fw* <%> by, dr (10.9)
n aQ] . m ) .

takze su Umerné druthn mocninam erazov
(aaps>
2]' 0
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Na zaklade sumernosti Struktury sa da vopred urcit, ¢i integraly (10.8) a (10.9) su, alebo nie
sU nulové. Podrobnosti sa daju najst v monografiach o aplikaciach teérie grap na fyziku
tuhych latok alebo na infradervent a Ramanovu spektroskopiu ([22],[24],[31], [32],[33]).

Infracervend a Ramanova spektroskopia sa stali délezitou a bezne pouzivanou metdédou na
Studium Struktury molekul a vlastnosti tuhych latok. Umoznuju ziskat informacie o geometrii
molekul (vazbové vzdialenosti a uhly). Urcovanie konfiguracie atémov v molekulach
(izolovanych, alebo aj viazanych v kvapalinach ¢i molekulovych krystaloch) sa zaklada na
tom, Ze frekvencie a intenzity niektorych vibra¢nych prechodov su pre urcité skupiny
atémov a typy vazieb charakteristické. Jestvuje Uzka suvislost medzi Ramanovymi spektrami
tej istej latky v krystalickom akvapalnom stave. To znamend, Ze zakladné Strukturne
jednotky maju velky vyznam pri urovani charakteru kmitov Struktury ako celku. Toto sa
uplatfiuje najma vtedy, ked' sily medzi molekulami krystalu nie su také velké, ako sily vnutri v
molekulach. Treba konstatovat, Ze pri tejto préaci sa viac uplatfiuju empirické pravidla nez
teoreticky fundovany rozbor, hoci aj tieto pravidla maju svoje teoretické opodstatnenie.

Infracervené spektra moézu posltzit aj na kvantitativnu analyzu zmesi latok, a aj na
stanovenie pomeru krystalickej a nekrystalickej fazy tej istej latky vo vzorke.

Hoci su infraCervené a Ramanove spektra dolezitymi pomocnikmi pri analyze Struktury latok,
ich déslednu interpretaciu mozno urobit len na zaklade predchadzajucej znalosti Struktury,
ziskanej napriklad rtg difrakénou analyzou. Infradervené a Ramanove spektra mozu sldzit na
jej kontrolu, pripadne na jej spresnenie. Su totiz citlivé na substiticiu lahkych atémov
izotopmi (najma vodik — deutérium), takie mozu poskytnut informaciu o umiestneni
atémov vodika v Strukture, ¢o sa tazko da ziskat pomocou rtg difrakcie.

10.2 Mossbeuerova spektroskopia

Umoznuje skimat popri zakladnych vlastnostiach jadier aj ich blizke okolie, a to pomocou
detailného Studia spektier y—Ziarenia emitovaného, resp. absorbovaného jadrami atémov.

Absorpcia aj emisia y—zZiarenia su procesy, ktoré su vzhladom na frekvenciu Ziarenia
selektivne. Hovori sa o jadrovej rezonancnej absorpcii, resp. emisii. Jadro atédmu sa méze
nachadzat len v stavoch s diskrétnymi hodnotami vnutornej energie W,,W,, . Pri zmene
stavu sa vyziari, resp. pohlti prislusny rozdiel energie

W — Wy | = hv,
kde h je Planckova konstanta a v frekvencia prislusnej elektromagnetickej viny.

Tento vztah vsak nie je celkom presny, lebo pri emisii y—kvanta sa cast uvolnenej energie
W; — Wy spotrebuje na kineticku energiu jadra, na tzv. odrazovu energiu R. Vyletujuce
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y—kvantum s energiou hv odnd3a aj zodpovedajucu hmotnost m = hv/c?, takZe zo zdkona

zachovania hybnosti (ak jadro pred emisiou povazujeme za nehybné) vyplyva

Iy hv

V = — = )
c p

kde M je hmotnost jadra a v jeho rychlost po emisii. Jadro pritom ziskava kinetickd energiu

1 1 (hv)? 1
R==-Mv?=—(Mv)? = =—p2
g MVE = oy MV = o012 = 7w P
Energia uvolnend jadrom sa rozdeli na energiu y—kvanta a na kineticku energiu jadra
W, —wWi|=hv+R=h +(hv)2—h (1+ did )
J M =R = T oMez T W T 2mez)

Vzhladom na laboratérnu sdradnicovu sistavu nemozno jadra povazovat za nehybné, lebo
v akejkolvek latke su v neustdlom tepelnom pohybe. Ak oznadime hybnost jadra pred

emisiou ako P a po emisii ﬁ’, a hybnost y—kvanta ako p, potom zo zdkona zachovania
hybnosti plati

PP=P-p.

Jadro tak pri emisii ziska kineticku energiu

1 - 2 1 1
= — -1 —_—_p2 = — 2 _ =
R oM P -7p) ZMP 2M(p 2Pp cosa)
_p_1LP =h (hVe P ) 10.11
= 2y COSa = hve |55 —gocosal, (10.11)
kde a je uhol medzi vektormi P a D.
Pre energiu uvolnenu jadrom potom plati
hv, P
W, — W, | = hv, (1 +W—mcosa). (10.12)
Podobne pre absorpciu plati vztah
hv, P
W — W, | = hv, (1—2Mcz+mcosa). (10.13)

TakZze emitovanym ani absorbovanym y—kvantam nezodpovedd vidy rovnaka frekvencia,

lebo zavisi od okamtzitej rychlosti (hybnosti) jadra a od vzajomnej orientacie vektorov Pa p.
Emisné aj absorpcné frekvencie pre tie isté dva kvantové stavy W; a W jadra spadaju do
istého intervalu. Zavislost intenzity vyZarovania (tj. poctu emitovanych y—kvant) od
frekvencie je znazorneny na obrazku 10.4a spolu so zdvislostou pre absorpciu. Maxima
emisnej a absorpénej ¢iary su voci sebe posunuté o hodnotu suvisiacu s odrazovou energiou
R jadra:



Sirka emisnej aj absorpénej &iary (tj. Sirka v polovici jej vysky — obr. 10.4b) savisi
s hybnostou P jadier, Cize s poslednym ¢lenom vo vztahoch (10.12) a (10.13). Ale aj keby
hybnost jadier bola nulovd, $irka Ciar by nulové nebola, lebo samotné energie W; a Wj, maju
hodnoty sice z Uzkeho, ale nenulového intervalu. Pre tento interval AW plati podla vztahu
neurcitosti AW - At > h, kde At je doba Zivota jadra v excitovanom stave. To zapricinuje
tzv. prirodzenu Sirku emisnych aj absorpénych ¢iar, ktord je vSak zanedbatelnha v porovnani
s ostatnymi rozSireniami.

I I -
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Obr. 10.4
VyZarovanie a absorpcia ako funkcie
frekvencie

Uvedeny opis plati aj pre iné frekvencie elektromagnetického Ziarenia, vratane viditelného.
Podstatny rozdiel medzi y—Ziarenim a viditefnym Ziarenim je vSak v hodnotdch Sirky
spektralnych Ciar a vzajomného posunu emisnej a absorpcénej Ciary. Napriklad pre blizke UV
Ziarenie s energiou foténov ~ 10 eV 3irka ¢iar zodpoveda hodnote =~ 107 eV. Pritom
odrazovad energia, ktoru atém ziska pri emisii predstavuje priblizne 5-1071° eV (pre
stredne tazky atdm s hmotnostnym cislom = 100). Preto je Sirka Ciary podstatne vadésia nez
jej posun zapri¢ineny spatnym odrazom atdmu (obr. 10.4a). Pri vyZiareni y-kvanta s typickou
energiou 100 keV rovnakym atémom odrazova energia dosahuje az 5-10~7 eV , pricom
Sirka ¢iary byva mensia nez 1077 eV. Relativne Uzke emisné a absorp&né &iary si potom
navzajom oddelené (obr. 10.4b).

Pri viditelnom Ziareni moZno bez problémov pozorovat rezonan¢nu fluorescenciu. Fotén
vyZiareny jednym atomom mozZe byt s pomerne velkou pravdepodobnostou absorbovany
inym atémom rovnakého druhu, lebo svojou frekvenciou sa hodi do intervalu jeho
absorpénych frekvencii. Naproti tomu pri y—Ziareni Uzke a navzajom oddelené emisné
a absorpcné Ciary znemoZnuju pozorovanie tohto javu.

Jestvuje vSak moznost pozorovania rezonancnej fluorescencie pri tzv. bezodrazovej emisii
a absorpcii  y—kvanta. Atdmové jadra v krysStaloch su vzajomne viazané pomerne velkymi
silami. Ak niektoré z nich emituje y—kvantum, nemdéZe opustit svoje miesto v krystali, lebo
na to by bola potrebné energia priblizne 100-ndsobna v porovnani s odrazovou energiou R.
Hybnost, ktord pri emisii kvanta jadro ziskava, sa chemickymi vazbami prenasa na susedné
jadrd atak na cely krystal. Ak je tento proces sprevadzany zmenou energie kmitania len
susednych jadier, ¢ast energie uvolnenej jadrom sa spotrebuje na toto kmitanie, ¢o sa
prejavi zmensenim frekvencie (energie) emitovaného foténu. V niektorych pripadoch sa
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vsak hybnost y—kvanta méze odovzdat krystalu ako celku, takZe odrazovu kinetickd energiu
neziskava len emitujlce jadro, ale cely kry3tal*3. Na jadro tak pripada len zlomok odrazovej
energie. Kry$tdl ma hmotnost =~ 102%3—krat vadsiu neZ jadro, takZe tolkokrat je mensia
rychlost, ktoru krystal (a tym aj jadro) ziska odrazom pri emisii jedného y—kvanta. Odrazova
kinetickd energia jadra je vtedy prakticky nulovd, takze stredy emisnej a absorpcnej Ciary
navzajom prakticky splyvaju. Vznikaju tak priaznivé podmienky na pozorovanie rezonancnej
fluorescencie y—Ziarenia, ktoru objavil a teoreticky vysvetlil R. L. Méssbauer (— [34]).

Pri takejto bezodrazovej emisii a absorpcii maju emisné a absorpéné spektralne cCiary len
svoju prirodzent $irku, nie su rozdirené vplyvom tepelného pohybu jadier. Sirka ¢iary je
uréena ¢lenom (1/M)Pp cos a , ktory mbézeme upravit na tvar

1 1
yjPpcosa = M\/3MkT -V2MR cos a = V6kTR cos a .

Aj Sirka ciary je teda umernd odrazovej energii jadra R, resp. jej odmocnine, takze pri
bezodrazovej emisii a absorpcii je prakticky nulova.

Na meranie neobycajne Uzkych ¢iar bezodrazovej emisie treba pouzivat rovnako selektivny
analyzator — materidl obsahujuci také isté ,,mossbauerovské” jadra ako emitér. Bezodrazovu
emisiu mozno pozorovat pri pomerne velkej skupine izotopov, ale nie pri vSetkych, takze
metdda je touto skutoénostou Ciastocne obmedzena.

Neobycajnd selektivnost tohto javu umoZiiuje zaregistrovat aj velmi slabé vzajomné
suvislosti medzi stavom jadra a elektronmi atému. Tento vplyv sa prejavuje posunom
emisnej, resp. absorpénej frekvencie a nazyva sa izomérny, alebo chemicky posun. Roznym
energetickym stavom jadra zvycajne zodpoveda odliSné priestorové rozdelenie elektrického
naboja, ¢o sa prejavuje na interakcii medzi jadrom a elektronmi atému. Ide najma
o elektrony nachadzajice sa v orbitalnom stave s, ktorych vinovd funkcia ma nenulovu
hodnotu aj v mieste jadra. Ak sU emitujuce jadrd umiestnené v krystali iného druhu ako
jadra absorbujuce, vznikne posun medzi emisnou a absorpénou ¢iarou vyvolany chemicky ci
Struktdrne odliSnym okolim mdssbauerovsky aktivnych jadier. Izomérny posun je vhodny na
Studium chemickych vazieb atdmov toho istého druhu v rozlicnych zlGiceninach, pricom
v jednotlivych pripadoch moZzno urcovat jeho pravdepodobnd elektronovi konfiguraciu.
Napriklad v kovovom Zeleze bola takouto cestou zistend konfiguracia (3d)” (4s)'. Meranim
izomérneho posunu vo velkom pocte zlicenim toho istého prvku mozno s istotou
identifikovat idnové zIuceniny s roéznym mocenstvom, pripadne urcit aj stupen kovalentnosti
vazby.

Okrem izomérneho posunu ma pre informacie o Strukture velky vyznam aj tvar méssbaue-
rovskych ciar. Hladiny energie jadra sa mo6Zu rozstiepit na niekolko velmi blizkych podhladin.
Pri¢inou tohto Stiepenia je interakcia magnetického dipélového momentu a elektrického
kvadrupélového momentu jadier s vnatornymi polami krysStalu. Preto ciary mossbaue-

43 Lopta pri ndraze na loptu rovnakej velkosti strati asi polovicu svojej energie, ale pri odraze od pevnej steny
sa jej kinetickd energia prakticky nezmeni (idealna lopta a idedlna stenal!)
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rovského spektra nemaju vidy taky jednoduchy tvar ako na obrazku 10.4 , ale skladaju sa
z niekolkych Ciar leZiacich tesne vedla seba. Treba znova zdéraznit, Ze ich rozliSenie je mozné
len vdaka neobycajnej selektivnosti Mdssbauerove] spektroskopie. Meranie rozstiepenia
suvisiaceho s elektrickym kvadrupdélovym momentom jadra (uréeného inymi metddami)
poskytuje informacie o stavbe elektrénovych vrstiev atdmov resp. molekul latky a tym o jej
Strukture, vratane bodovej sumernosti (velkost rozstiepenia zavisi od vzajomnej orientacie
zvazku y—Ziarenia a absorbujuceho monokrystalu). Nepritomnost kvadrupdlového rozstiepe-
nia signalizuje izotropiu vnutornych poli v mieste jadra, v krystali kubickd simernost.

rel.

T I '
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Obr. 10.5

Mossbauerovo absorp&né spektrum dodekakarbonylu

Zeleza; zmena frekvencie Ziarenia sa zfskaw Dop-

plerovym posuncm - pohybom absorbéra vzhladom na
emitér rychlostou v

Z merani izomérneho posunu, alebo rozsirenia ¢iar, nemozno odvodit Struktdru krystalu ¢i
molekuly. Informacie o blizkom okoli mésbauerovskych jadier mozno vsak vyuzit na kontrolu
spravnosti navrhnutého modelu Struktury, pripadne na vylucenie nesprdvneho modelu.
Preto Mossbauerova spektroskopia méze posluzit ako vyznamna doplnkova metdda
Struktdrnej analyzy.

10.3 Fotoelektronova spektroskopia

Ide o analyzu energetického spektra elektrénov emitovanych atémami, molekulami, alebo aj
tuhymi latkami po ich oZiareni rontgenovym alebo ultrafialovym Ziarenim. Elektrénovym
spektrometrom sa zistuje zavislost poc¢tu emitovanych fotoelektronov od ich energie. Takto
ziskané zavislosti (fotoelektronové spektrd) poskytuju informacie o hladindch energie
v atdmoch, molekulach, alebo krystaloch, a tym nepriamo aj o Strukture skimanej vzorky.

Pri fotoionizacii rtg alebo UV U¢mi sa uvolfuju predovsetkym elektrony z vnutornych
vrstiev elektrénového obalu atému a uvolnené miesto sa obsadzuje elektrénmi z vyssich
hladin energie. Rozdiel energie sa vyziari ako sekundarny fotén (fluorescenénd emisia),
alebo sa touto energiou uvolni z atdmu dalsi elektrén (Augerov jav). Tieto dva sekundarne
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javy, ako aj absorpcia primarnych rtg a UV fotédnov poskytuji informacie o elektrénovej
Strukture molekul 1atky.

Pri oZarovani vzorky fotonmi vznikad s urcitou pravdepodobnostou aj dvojita excitacia, pri
ktorej sa energia dopadajuceho fotonu rozdeli medzi dva elektrony, ktoré mozu byt obidva
emitovné, alebo jeden z nich sa len posunie na vyssiu hladinu energie. Tento jav komplikuje
vyhodnocovanie fotoelektréonovych spektier.

Pri prechode vzorkou sa emitované elektrony rozptyluju, pricom znacna cast z nich sa
rozptyluje nepruzne. Straty pri nepruznych zrazkach su kvantované a predstavuju niekolko
elektronvoltov. Takéto elektrény rusivo ovplyviiuju meranie, lebo zmeny energie elektrénov
suvisiace s vplyvom Struktury (tj. okolia emitujuceho atému), su rddovo rovnako velké ako
zmeny vyvolané nepruznym rozptylom. Fotoelektronové spektrometre preto musia mat
vysoku rozliSovaciu schopnost energii elektrénov. Takéto problémy sa nevyskytuja pri
viditelnej alebo infradervenej spektroskopii, kde je pravdepodobnost nepruzného rozptylu
foténov velmi mala.

Fotoelektronova spektroskopia umoznuje jednoduché a pritom presné meranie vazbovej
energie elektrénov v atdmoch resp. molekulach. Touto metédou je mozné skimat vsetky
elektronové vrstvy — vonkajsie ivnatorné, pricom ju mozno aplikovat na vsetky prvky
Mendelejevovej tabulky.

Pri emisii fotoelektrénu plati rovnica
hv =W, + W, + W,

kde hv je energia dopadajuceho fotonu, W, kinetickd energia emitovaného elektréonu, W,
jeho vdazbova energia vo vzorke a W, odrazova energia ionového zvysku atdmu ¢i molekuly.
Energiu W, moZno vo vacsine pripadov zanedbat, takze plati zjednodusena rovnica

hv =W, + W,. (10.14)

Pri zndmej energii hv dopadajucich foténov po zmerani W, fotoelektronovym spektro-
metrom mézZeme vypocitat vazbovu energiu elektronu.

Pod vazbovou energiou pritom rozumieme energiu potrebnu na premiestnenie elektrénu zo
vzorky do nekonecna. Pri tuhych latkach je vsak vyhodnejsie vztahovat vazbovu energiu na
Fermiho hladinu.

Rovnicu (10.14) treba esSte korigovat zakalkulovanim kontaktného rozdielu potencialov
medzi vzorkou a materialom spektrometra, lebo to byvaji hodnoty radovo rovnakej velkosti
ako hodnoty vazbovej energie.

Energie fotonov rontgenového Ziarenia s zname s neurcitostostou okolo 0,1 eV, pri¢om
hodnoty W, mozno urcit s rozptylom 0,1 az 0,4 eV. Vystupnu pracu (rozdiel medzi Fermiho
hladinou a ,nekone¢nom”) mozno stanovit s neurcitostostou 0,3 eV, takze vazbovu energiu
s neurcitostostou niekolkych desatin elektrénvoltov.
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Namerané hodnoty vazbovej energie sa daju vyuZit na urcenie niektorych vlastnosti
skimanych vzoriek. Vyuzivaju sa pritom empiricky ziskané suvislosti medzi hodnotami
vazbovej energie a inymi veli¢inami pouzivanymi na opis Struktury, ako napriklad efektivny
naboj atomu, ¢i termochemické Udaje. Tento postup je rovnaky ako pri inych doplnkovych
metddach Strukturnej analyzy. Napriklad pri jadrovej magnetickej rezonancii sa vyuzZiva
suvislost posunu rezonancnej frekvencie s typom chemickej skupiny viazanej na atom, pri
Mossbauerovej spektroskopii stvislost medzi izomérnym posunom a stupriom kovalentnosti
vazby.

Chemicky posun pozorovany pri fotoelektrénovej emisii méZzeme interpretovat pomocou
priestorového rozdelenia naboja v molekuldch. Rozdelenie ndboja zavisi od Struktury
molekul (usporiadania atdmov v nich) a Specidlne od povahy chemickej vazby. Jednoduché
klasické vysvetlenie chemického posunu zobrazuje valenéné elektrény atému ako naboj
spojite rozlozeny na gulovej Skrupine (naboj g, polomer 7). Polohova elektrostaticka energia
W, dalSieho elektronu s ndbojom e , ktory sa nachddza na tejto gulovej ploche alebo v jej
vnutri, sa vzhladom na nekonecno vypocita podla vztahu

e (Tqdr e q

B 47‘[80,[ r2  4me, 1’

Wy
(o]
lebo potencial vo vnutri gule je vSade rovnaky. Preto polohova energia vsetkych elektronov
atomu vzhladom na vonkajsiu valenénu vrstvu je rovnaka. Ak sa zmeni naboj valencnej
vrstvy o Aq (napriklad v désledku idnovej vazby v nej pribudne alebo ubudne elektrén), tak
podla uvedeného zjednoduseného modelu sa zmeni polohova energia kazdého elektronu
uzavretého valen¢nou vrstvou o hodnotu

e A
AW = a9

4mte, T

Hodnoty Aq mbéZeme interpretovat ako dodatocny naboj, ktory atom ziskava (straca), ked'
vytvara chemicku vazbu aspon Ciastocne idnovu. Ak odstranime elektréon z drahy, ktord ma
polomer 1071%m, znamend to zmenu vizbovej energie =~ 14 eV pre vietky elektrény na
drahach s mensim polomerom. Takato zmena prichddza do uvahy, len ked' elektrén uplne
opusti atdm. Pri vytvarani chemickej

vazby sa vSak elektron presiva do 0
nového orbitalu pri pévodnom atéme,  HOOC -~ CH - CH, -'S - S —CH,~ CH- COOH
takZze pozorované zmeny vazbovych Nle 6 NIHz

energii s mensie.

Na hodnoty vazbovej energie maju

vplyv aj elektrony susednych atémov,

ich rozdelenie v priestore, véom sa ~ HOOC —CH — CH,- S- ? — CH- CH - COOM
prejavuje vplyv Struktdry. Napriklad NH, o 0 NH,
rovnakym atédmom nachadzajicim sa

Obr. 10.6

vistej zlu¢enine v dvoch Strukturne Dva predpokladané Struktirne vzorce cystfnu
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odliSnych polohach, jeho vnutornym elektrénom prislichaji odliSné hodnoty vazbovej
energie. Napriklad z dvoch predpokladanych Struktdr cystinu (obr. 10.6) bolo mozné na
zaklade fotoelektréonovej spektroskopie vylucit druhd z nich, lebo fotoelektronové spektrum
atomov siry ma vtejto zlicenine dve maxima, ¢o znamend, Ze atémy siry nie su
v ekvivalentnych polohach.

Vysledky ziskané fotoelektrénovou spektroskopiou poskytuju aj dalSie zaujimavé moznosti,
najma v suvislosti s chemickou vazbou (napr. — [20]). Podobné informdcie, aké poskytuje
fotoelektronova spektroskopia, sa daju ziskat aj Augerovou spektroskopiou.

10.4 Jadrova magneticka rezonancia (NMR)#*

Prvykrat bola pozorovand v roku 1945 a uzZ o Styri roky neskor sa podarilo zvysit citlivost
metddy natolko, Ze bolo moziné zaregistrovat vplyv chemickej vazby na rezonancnu
frekvenciu. Zakratko sa zistilo, Ze tito metddu je moziné pouzit na skimanie Struktury
zlozitych organickych molekul, na urcovanie niektorych medziatdbmovych vzdialenosti
v krystaloch, ale aj pri rieSeni inych fyzikalnych a chemickych problémov.

Atoémové jadrd maju vlastny (spinovy) moment hybnosti 7, ktory je kvantovany
J =10+ DA,

kde h = h/2m (h je Planckova konsStanta) a I je spinové kvantové Cislo, ktoré moéze

nadobudat hodnoty O,%, 1, E, atd. Ak 1> % , jadro ma aj magneticky moment 71, a ak

2
I = 1, tak ma aj elektricky kvadrupdlovy moment Q.

Suvislost magnetického momentu so spinovym momentom je vyjadrena vztahmi
m=y], m =y /10 + Dh, (10.15)
kde y je tzv. jadrovy magnetogyracny pomer.

NMR sa zakladd na interakcii magnetického momentu jadra s vonkajSim magnetickym
polom, do ktorého sa vzorka vkladad. Nenulovy kvadrupdélovy moment situdciu pri merani
komplikuje, lebo interaguje s elektrickym polom okolitych elektrénov a jadier. Preto jadra,

ktorych spinové kvantové cislo I=% prestavuju z experimentdlneho hladiska najjedno-
duchsSie objekty. Medzi ne patri aj vodik, s ¢im suavisi ¢asté pouzivanie NMR pri rieSeni
problémov organickej chémie (izotopy uhlika a kyslika 2Cs a *Os majd nulovy magneticky
moment, takZe pri NMR analyze su neaktivne).

Ak sa jadro s magnetickym momentom 1 nachadza v magnetickom poli s indukciou B
(ktord nech ma smer osi z), tak ma polohovu energiu

44 Skratka z anglického ndzvu Nuclear Magnetic Resonance
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W, = —m-B = —mBcos®¥ = —m,B, (10.16)

kde 9 je uhol medzi vektorom B avektorom 7. Tato energia je kvantovand, lebo priemet
momentu hybnosti do osi z (a snim suvisiaci priemet magnetického momentu) je
kvantovany:

J,=Mnh M =I 1-1, -2,
a teda aj
m, =yJ, = yMh.
Dovolené hodnoty funkcie cos suteda uréené podielom
Iz M;

cosyd ===

] i+ 1)

Je zauzivané charakterizovat magneticky moment jadra skaldrnou veli¢inou u , ktora sa
rovna maximalnej hodnote veli¢iny m, :

) . LI+ Dh I
H z/max =¥ Y JIO+ 1) JIT+1)

Energiu (10.16) tak moZeme vyjadrit vztahom

B M
sz_ll - 1.

Ak 1 =1/2, takjestvuju prave dve hodnoty M; = +1/2 ateda prave dve hodnoty energie

W, = tuB. Prechody jadra medzi tymito dvoma stavmi sa daju stimulovat
monochromatickym Ziarenim, ktorého frekvencia v splfia Bohrovu kvantovi podmienku
hv = W, — W, . Pri hodnote spinového kvantového ¢isla | = 1/2 to znamend, Ze hv =
2uB, alebo v =2uB/h =yB/2m, Ciie

w =YyB. (10.18)
NMR sa dd vysvetlit aj klasicky. Ak sa jadro s momentom hybnosti f a magnetickym

momentom 7 nachddza v homogénnom magnetickom poli s indukciou B , pdsobi nari

moment sily T
T=mxB,
takze druhu pohybovu rovnicu napiSeme v tvare
adq . -
G- rm XB. (10.19)

Moment sily T ako vektor je stéle kolmy na vektor 1, takie nemeni jeho velkost, ale len

jeho smer — vektor m kona precesny pohyb okolo vektora B . Ked%e sa nemeni jeho
velkost, tak jeho derivaciu mdzeme napisat v tvare
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e X m (10.20)
—=wXm, .

dt

kde @ je vektor uhlovej rychlosti precesného pohybu. Vektory w a B sd sthlasne
rovnobezné, a s vektorom m nech zvieraju uhol 9 . Spojenim rovnic (10.19) a (10.20)

dostaneme
wmsindY = ymB sin VY

takZe opat podmienku rezonancie w = yB.

Ak teda skimanu vzorku vlozime do homogénneho magnetického pola s indukciou §, jej
jadra za¢na konat precesny pohyb s frekvenciou w, nie je vsak este dévod na ich fazové
zladenie. Ak na vzorku za¢neme posobit aj striedavym magnetickym polom, ktorého vektor

ﬁr je kolmy na vektor B , tak pri zhode frekvencie striedavého pola s frekvenciou
precesného pohybu jadier, nastdva rezonancia, spolu s fazovym zjednotenim precesnych
pohybov. Z kvantového hladiska rezonancia nastane pri splneni Bohrovej podmienky hw =
Wz - Wl'

Optimalne podmienky na sledovanie NMR vznikaju pri magnetickych poliach s indukciou
velkosti okolo 1 T. Hodnoty rezonanénych frekvencii pri vSetkych jadrach spadaju vtedy do
oblasti radiovych frekvencii. Napriklad rezonancna frekvencia vodikovych jadier pri B=1T
ma hodnotu v = 42,577 MHz .

Ak vektor B ma smer osi z, tak vektor m pri precesii si zachovava svoju zlozku m, , pritom
zlozky m, a m, sa periodicky menia. Ztoho vyplyva, Ze vektor §r stimulujuceho
magnetického pola musi kmitat v smere kolmom na os z, napriklad v smere osi x. To sa
da dosiahnut kruhovou cievkou leZiacou v rovine yz, obopinajucou vzorku a napdjanou
zvhodného generatora. Pri vzniku rezonancie magnetické momenty jadier vzorky konaju
precesny pohyb, vsetky s rovnakou fazou. To znamena, Ze aj magneticky moment vzorky
ako celku kona precesny pohyb, ktory sa da sledovat cievkou leZiacou v rovine xz.
Dosiahnutie maximalnej hodnoty napatia indukovaného na tejto cievke signalizuje stav
rezonancie.

Z kvantového hladiska ide o absorpciu
energie radiofrekvenéného Ziarenia
jadrami vzorky, nachdadzajdcimi sa
v magnetickom poli. Trvald absorpcia
vo vzorke je zabezpelena interakciou
jadier so vzorkou ako celkom, pri¢om sa
energia jadier meni na vnutornu
energiu vzorky (vzorka sa zohrieva).
Jedno ztypickych spektier jadrovej
magnetickej rezonancie - zavislost
velkosti absorpcie radiofrekvencncho NMR spektrum proténov v etylalkohole, maximd odpovedajd
Ziarenia od indukcie vonkajsieho postupne skupindm CHy, CH, a OH

magnetického pola — je na obrazku 10.7.

B[T]

Obr. 10.7
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Z hladiska analyzy Struktury latok mda pri NMR vyznam chemicky posun rezonancnej
frekvencie, ktory vznikd ako dosledok odliSnosti najblizSieho okolia rezonujuceho jadra
v roznych zlu€eninach. Napriklad rezonancné frekvencie proténov v chloroforme
a cyklohexane sa pri 60 MHz odliSuju o 350 Hz. Vich zmesi pri pomere 1 : 1 je pomer
intenzit rezonancnych Ciar 1:12, lebo molekula cyklohexanu obsahuje 12 vodikov, zatial ¢o
molekula chloroformu len jeden. Tato okolnost umozZiuje pouzit NMR aj na kvantitativnu
analyzu zmesi. Zavislost intenzit v pomere 3:2: 1 vidno na obrazku 10.7 .

Odlisné frekvencie mozu mat jadrd aj v tej istej molekule, ak sa nachadzaju v chemicky,
alebo Strukturne odliSnych polohach.

Zavislost rezonancnej frekvencie jadra od okolia je désledkom vplyvu magnetického pola na
elektrony nachdadzajlce sa v blizkosti rezonujuceho jadra. Po vloZzeni vzorky do vonkajsieho
magnetického pola, zatne na elektrony poésobit — okrem pévodnych elektrickych
a magnetickych sil — dalSia sila: F =edx §0 . Tato meni ich pohybovy stav, pricom sa
indukuje sekunddrne magnetické pole, meniace sa od bodu k bodu v zakladnej bunke.
Indukované pole zavisi od vzajomnej orientacie krystalu a vonkajsieho pola a jeho intenzita

N
je mu umerna. Indukciu B; indukovaného pola mézeme vyjadrit vztahom
- - =
Bi = —0" BO ,

kde & je tenzor druhého stupfia, lebo vektory §l- a §0 nemusia byt rovnobeiné.
Magnetické pole v mieste rezonujuceho jadra je tak vysledkom suctu

B=B,+B -5 -5 B
a je spravidla slabSie neZ vonkajsie pole §0 . Tenzor & sa preto nazyva tenzor tienenia.
V prostrediach, v ktorych tento tenzor mozno povaZovat za skaldr, plati jednoduchsi vztah
B = B,(1 — o), takZe rezonancia nastane pri splneni podmienky:

w =yB =yB,(1 - o).

Chemicky, ¢i Strukturne neekvivalentnym polohdm odpovedaju rézne hodnoty veli¢iny o.
Z rozdielu rezonancnych frekvencii jadra vtychto polohidch sa da vypocitat len rozdiel
hodnot konstant tienenia:

w; — wj = yBo(aL- - aj) .
Preto sa niektord latka voli ako referenéna.
Identifikaciu Ciar spektra NMR znacne ulahcCuje priama Umernost medzi pocétom jadier vo
vzorke a velkostou rezonanéného maxima. To umozZnilo zostavit tabulky obsahujuce
chemické posuny rezonanénej frekvencie proténov, aj inych jadier, v Sirokej palete zliéenin,
resp. funk&nych skupin atémov. Pomocou takychto tabuliek (napr. [20]) sa da vyuZit NMR

pri rieSeni mnohych problémov Struktudrnej analyzy, najma organickych latok. Namerané
rezonancéné frekvencie, resp. ich posun, nasvedCuju na pritomnost urcitej skupiny
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v Strukture, ale jej umiestnenie a orientaciu v zakladnej bunke krystéalu treba zvycajne urcit
inymi metddami. Preto aj NMR slazi pri Struktdrnej analyze len ako doplnkova metdda.

Daldie Udaje o NMR sa daju najst v monografiach, napr. [35],[36].

10.5 Elektronova paramagneticka rezonancia (EPR)

Zakladna tedria aj technika EPR je velmi podobna ako pri jadrovej magnetickej rezonancii. Aj
v tomto pripade ide o rezonanciu v magnetickom poli, s tym rozdielom, Ze pri EPR rezonuju
elektrony. Popri paramagnetickej rezonancii elektronov sa da v niektorych pripadoch
pozorovat rezonancia spontanne usporiadanych magnetickych momentov elektrénov (vo
feromagnetikdch), ktora sa nazyva feromagnetickd.

V obidvoch metédach — NMR aj EPR — sa vyuzZiva skutoc¢nost, Ze vonkajsie magnetické pole je
pricinou vzniku diskrétnych stavov energie magnetickych momentov, atym presne
definovanych frekvencii spektralnych &iar, vznikajucich kvantovymi prechodmi medzi tymito
stavmi.

EPR sa da pozorovat len vlatkach obsahujicich atdmy s nenulovym magnetickym
momentom, tj. atdmy aspon s jednym nesparenym elektronom; vtedy vysledny spinovy
moment ako aj magneticky moment atédmu nie je nulovy. S pripadnou pritomnostou
jadrového magnetického momentu neuvazujeme, lebo je o tri rddy mensi nez magneticky
moment elektronu. Jestvuje pomerne vela zlic¢enin, obsahujlcich nesparené elektrény. Su
to jednak zluceniny obsahujice prvky tzv. prechodovych grip (s neuplne obsadenymi
vnutornymi vrstvami elektrénov), v ktorych su nesparované elektrony lokalizované pri
svojom atéme, jednak pocetné volné radikdly, v ktorych nespdreny elektrén sa pohybuje po
molekulovom orbitdli v pomerne velkej ¢asti molekuly. Nesparené elektrény vznikaju pri
ozarovani latok, nesparované su aj vodivostné elektrony v kovoch a polovodicoch, necistoty
v materiadloch, farebné centrd, aj defekty Struktury réznych typov.

Ak je takyto elektrén viazany k svojmu atému, vtedy k jeho magnetickému momentu
prispieva zna¢nou mierou aj moment orbitdlny. Ak je elektrén pomerne volny, ako
napriklad vo volnych radikdloch, jeho magneticky moment je uréeny prakticky vyhradne
spinovym momentom.

Medzi velkostou momentu hybnosti | atdmového jadra a velkostou jeho magnetického
momentu m plati vztah

m=y]J,

kde y je jadrovy magnetogyracny pomer. Takdto umernost sa zachovdva aj pri momentoch
elektréonu, ale hodnota koeficienta Umernosti zavisi od toho, do akej miery sa na celkovom
magnetickom momente podielaju orbitdlne momenty. Plati

m, =gB Je,
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pricom gf je magnetogyralny pomer pre elektréony a g tzv. Landeho faktor. Pri atdmoch
s viacerymi elektronmi ma hodnotu

_q JU+1D+SES+1)-L(L+1)
- 2/0 + 1)

V tomto vztahu S je vysledné spinové kvantové Cislo atdmu, L vysledné orbitalne kvantové

Cisloa J vysledné vnutorné kvantové Cislo, ktoré moze nadobudat hodnoty

L+S, L+S—1, -, |L—S]|.
Ak moment atdmu ma Cisto spinovy povod (tj. L=0 aJ=S), vtedy g =2, ak Cisto orbitalny
(=0, J=1), takg=1.

Ak na vzorku nep6sobi vonkajSie magnetické pole avzorka nie je feromagneticka, tak
magnetické momenty jej atdbmov mozZu zaujimat [ubovolnu orientaciu. Po vloZeni do
magnetického pola mézu zaujimat len dovolené orientéacie (pozri ¢lanok o NMR). V pripade
spinovych momentov su mozné len dve orientacie — paralelnd a antiparalelnd vzhladom na
smer vektora magnetickej indukcie. Tymto dvom orientacidm zodpovedaju odliSné hodnoty
polohovej energie a pri ich vypotte moZeme postupovat rovnako, ako v ¢lanku o NMR.
Vysledok sa odliSuje len Landeho faktorom. Dvom moZnym orientacidm spinovych
momentov prislichaju energie

1
Wy, = £5gBhB,

Cize rozdiel energii |AWp| = gPhB , ktory linedrne zavisi od velkosti magnetickej indukcie
pola (- obr. 10.10). Na stimulovanie prechodu medzi tymito hladinami energie je
potrebné elektromagnetické Ziarenie, ktorého kvanta maju energiu

hw = gfhB,
Cize jeho frekvencia musi vyhovovat rezonanc¢nej podmienke
w = gpB. (10.21)

Aj rezonancnad frekvencia zdvisi linedrne od velkosti indukcie magnetického pola. Na
pozorovanie EPR staci pouZit aj pomerne slabé polia, ale pozorovany jav je vtedy velmi
slaby. Pri slabych poliach su rozdiely medzi energiami rozstiepenych hladin malé, takze na
obidvoch sa nachddza prakticky rovnaky pocet atdmov. Pre tieto poéty N; a N, plati
Boltzmannov vztah

Ny _aw _9BhB
— =—=e kT — ¢ kT (1022)
N,

Ak &isla N; a N, su prakticky rovnaké (o sa stava, ked” AW je velmi malé), stimulovanou
emisiou dochddza prakticky k rovnakému pocétu prechodov z nizSej hladiny na vyssSiu
(absorpcia Ziarenia) a naopak (emisia). Pri va¢Som rozdiele AW je dolnd hladina obsadena
pocetnejsie, takZe absorpcia je silnejsia nez emisia.
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V snahe ziskat ¢o najvyssiu citlivost metddy, voli sa pomerne silné magnetické pole. Vac¢sina
spektrometrov pracuje spolami B = 0,3T, ¢omu zodpoveda rezonanéna frekvencia
priblizne 9 GHz, tj. vinova dizka okolo 3 cm. Ina pouzivana vinova dizka je 8 mm (36 GHz,
1,3 T). Pri NMR aj pri EPR je hornd medza rezonancnych frekvencii limitovand hodnotami
magnetickych poli, ktoré sa daju vytvorit bez va¢sej experimentdlnej narocnosti.

Experimentalne zariadenie na sledovanie EPR sa musi skladat z magnetu zarucujuceho velmi
homogénne sa stabilné pole, zo zdroja velmi kratkych vin (zvy¢ajne 3 cm), ktoré sa od zdroja
vedu vinovodom prechddzajucim cez magnetické pole. Vzorka sa umiestfiuje do rezonancnej
dutiny vinovodu a za flou sa meria intenzita viny, ktord presla vzorkou. Pri nemeniacej sa
frekvencii sa postupne meni indukcia magnetického pola a pri prechode cez rezonancénu
hodnotu vzorka selektivne absorbuje (obrazok 10.8).
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Obr, 10.8

Zévislost absorpéie elmag. Ziarenia od velkosti
magnetického pola v oblasti rezonancie

Podobne, ako pri NMR aj pri tejto metédde musi vektor §r vysokofrekvencného pola kmitat

vsmere kolmom na vektor B vonkajSieho pola, ¢o sa dosahuje vhodnou orientaciou
vinovodu vzhladom na magnet.

Jednoducha simerna rezonanénd Ciara, aka je znazornend na obrazku 10.8, predstavuje
najjednoduchsi pripad EPR spektra. Aj takd vSak poskytuje niektoré udaje, zaujimavé
z hladiska Struktury skimanej latky. Predovsetkym je to ploSny obsah Ciary (tzv. integralna
intenzita Ciary), ktory je umerny poctu nesparovanych elektronov vo vzorke. Ak takéto
elektrény suavisia len s poruchami v Strukture, da sa pomocou EPR merat ich koncentrécia.
Ciara s istou integralnou intenzitou mdze byt Uzka a vysokd, alebo niZ$ia a $iroka. Sirka ¢iary
svisi s interakciou nesparenych elektrénov so svojim okolim. Cim uZsia je ¢iara, tym menej
su elektrény ovplyviiované okolim, tym mensi je rozptyl ich rezonancnej frekvencie. Presné
meranie Sirky rezonancnej ciary moze poskytnut informacie o interakcii nesparenych
elektrénov, z ¢oho sa da usudzovat na povahu chemickej vazby v Strukture.

Daldim délezitym parametrom je presna poloha &iary (tj. presnd hodnota rezonanénej
frekvencie, resp. prislusnej magnetickej indukcie). Jej poloha méze byt ovplyvnena zmenou
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g-faktora. Ak su nesparené elektrony skutoéne volné, tak g = 2. Takuto hodnotu mda Landeho
faktor v pripade volnych elektréonov v kovoch, a velmi blizku vo vacsine volnych radikalov.

V latkach obsahujucich prvky prechodovych grip sa méze g-faktor od uvedenej hodnoty
znacne odliSovat. Aj vtejto zmene sa odzrkadluje povaha chemickej vazby, ktorej sa
elektron zucdastnuje. Uréenie g-faktora, resp. v anizotropnom prostredi jeho zloziek (tam sa
g-faktor vyjadruje ako tenzor), poskytuje informacie o okoli atdmu s nesparenym
elektronom.

Najzavaznejsie informacie tykajuce sa Struktury sa daju ziskat z tzv. hyperjemnej Struktiry
absorpénych cCiar EPR. Tato vznikd pdsobenim lokalnych vnutornych magnetickych poli,
ktoré sa scitavaju svonkajsSim magnetickym polom. Ak vnudtorné pole v miestach
rezonujucich atdbmov moéze nadobudat viacero hodnoét, tak jeho kombinaciou s vonkajsim
polom sa poloha rezonancnej Ciary posuva z pévodnej polohy do viacerych novych pol6h.
Zdrojom takychto vnutornych poli su najcastejsSie jadra atdmov s nenulovymi magnetickymi
momentmi. Napriek malej hodnote jadrového magnetického momentu (priblizne 2000-krat
mensi nez elektronovy) dokazu v miestach elektrénov vytvorit magnetické pole velkosti az
~ 0,01 T, takze nie je aZ také tazké tento vplyv zaznamenat.

Napriklad v atdme medi sa nespareny elektrén nachadza v stave 3d. Jadro atomu ma
spinové kvantové Cislo 1=3/2, takie vzhlfadom na smer vektora indukcie vonkajsieho
magnetického pola mobZe zaujat Styri polohy s priemetmi spinu  charakterizovanymi
kvantovymi Cislami  M; : 3/2, 1/2, -1/2 , —3/2 . Na rezonujucom elektréne sa to prejavi
Styrmi moznymi hodnotami vnutorného magnetického pola. Jadra roznych atdmov vzorky sa
mozu nachadzat v ktoromkolvek z tychto Styroch stavov, takZze namiesto jednej rezonanéne;j
Ciary vzniknu Styri Ciary leZiace blizko seba. Pri dobrej rozliSovacej schopnosti zariadenia sa
da zistit, Ze aj tieto Ciary su este rozStiepené na dvojice, ¢o suvisi s dvoma druhmi izotopov
medi ®3Cu a ®°Cu, ktorych jadrd maju rovnaky spin, ale trocha odlisné magnetické momenty

(obrazok 10.9).

Obr. 10.9
EPR spektrum medi

EPR poskytuje zaujimavé informacie o Struktire najma vtedy, ked sa v molekulach nacha-
dzaju elektrény s moZznostou pohybu po pomerne rozsiahlejsSich orbitdloch. Elektron sa
vtedy dostava do blizkosti réznych jadier a ak tieto majui magnetické momenty, prejavuje sa
to na hyperjemnej Strukture spektra EPR. Ako priklad uvedieme interakciu elektrénu so
skupinami CH a CH;. Normalny izotop uhlika nemda magneticky moment, takze hyperjemnu
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Strukturu moze vyvolat len interakcia elektrénu s jadrami vodika (proténmi). Pri skupine CH

interaguje len s jednym proténom, ktorého spinové kvantové Cislo 1 = 1/2. Vzhladom na

vonkajsie magnetické pole moéze jeho magneticky moment zaujat len dve orientacie. To

znamena, Ze rezonancnd Ciara elektrénu sa rozStiepi na dve rovnako intenzivne cCiary

(obrazok 10.10).

Ak elektron interaguje so

Obr. 10,10

RozZtiepenie EPR spektra elektrcnov jednym

protonom

— Mp=+112 _ _ _
Me=-112 skupinou CH; , interakcia

: sprvym  protébnom  vedie

k opisanému rozstiepeniu, ale

toto sa kombinuje s rozstie-

penim v poli druhého proténu.

M_=<1/2 Ak je interakcia elektronu
=M= 12 s obidvoma proténmi rovnako
, intenzivna, je aj druhé
B, rozStiepenie rovnako velké
4 ¥ ako prvé (obrazok 10.11).
Vtedy sa prostredny par

rozstiepenych hladin spdja a je

obsadeny dvojnasobnym

poctom atomov neZ krajné hladiny. To sa prejavuje na intenzite Ciar EPR spektra, ktoré su

vpomere 1:2:1. V pripade skupiny CHs vznikaju Styri blizke Ciary s pomerom intenzit 1 :

3:3:1.

Ako dalsSi priklad interakcie elektrénu
EPR
michinénu. Jeho molekula predstavuje

opiSeme spektrum  benzose-
jednoduchy benzénovy kruh, na ktorého

dvoch  protilahlych  vrcholoch  su
naviazané atémy kyslika, na ostatnych
Styroch atémy vodika (obrazok 10.12).
Ak molekula prijme dalsi elektrén, tento
je pohyblivy ainteraguje so vSetkymi
jadrami molekuly. Magnetické momenty
maju len jadrd vodika. Su Styri, a tak sa
spektrum  rozStiepi na pat Ciar
s binomickym rozdelenim intenzit 1:4:
6 :4:1.Po nahradeni jedného atému
vodika atomom chléru (nemd magne-
ticky moment) zostanu z piatich len Styri,

(s pomerom intenzit 1:3:3:1), po

Obr. 10.11

Roz8tiepenie EPR spektra elektrénov dvoma
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nahradeni dvoch atémov vodika len tri ¢iary a po nahradeni vSetkych vodikovych atémov
zostane len jedna nerozstiepend spektralna ciara.

0
H H
H H
0
Obr. 10.12

Struktira molekuly benzosemichinonu

Ako vidno, hyperjemna Struktura spektra EPR je podmienend velkostou spinu jadier
interagujucich s volnym elektrénom a intenzitou tejto interakcie. Pri rieSeni problémov
Strukturnej analyzy latok moze poskytnut informacie o pritomnosti niektorych Struktdrnych
skupin a tak pomoct pri rieseni Glohy.

Dalsie informécie o EPR st obsiahnuté v poc¢etnych monografiach, napr. [27],[28].
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DODATKY

D1 Tenzory

MnoZina usporiadanych dvojic vektorov A;B;, A,B,,:+ , tzv. didd, mobze sprostred-
kovat linearnu transformaciu priestoru, ak zavedieme nasledujicu operaciu:

7 =7 (4B, ABy+ )= (# 4B, + (7 4,)By + - (1.1)

kde 7 a 7#* su pbévodny resp. transformovany vektor; bodka medzi vektormi
predstavuje skaldrny sucin. MnoZinu diad v okrudhlej zatvorke nazyvame tenzor

a oznaCujeme symbolom T (tu¢né, stojaté pismo, s dvomi &iarami), takze vztah (1.1)
mozeme zapisat v tvare

Pr=F.T (1.2)

S ohladom na definicny vztah (I.1) zapisujeme tenzor T v tvare

=l

= (A,B, + 4,8, + ) = ) 4B, (1.3)
i

pricom znamienko + ma len symbolicky vyznam, lebo tenzorova algebra nezavadza

sucet didd. Tenzor T je linedrny operator, ¢o vyplyva z nasledujucich vztahov, ktoré
si mozno lahko overit:

N N > = N -

a) (L +712) XiABi= 1% A

-

§i + 7y Zi/fiﬁi
b) (af)- ¥ A;B; = a(F'ZiAiﬁi)

Operaciu 7 - T nazyvame lavy skaldrny suéin vektora a tenzora. Pravy skaldrny
sucin sa zavadza vztahom

F**=T?= A)l(ﬁlf)‘l' A)Z(EZF)-I_'“ (14)
takZe lavy a pravy skalarny sucin vektora s tym istym tenzorom nemusi byt rovnaky.

Ak zamenime poradie vektorov vo vSetkych diddach tenzora, vznikne konjugovany

tenzor T,

T. = X Bi4;
Zo vztahov (l1.2) a (1.4) vyplyva rovnost

7.

=l
I

T
=

(L.5)
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Dva tenzory povazujeme za rovnaké, ak ich favé (alebo pravé) skaldrne suciny s [ubo-
volnym vektorom sa sebe rovnaju, tj. ak

7 T=#-0 =T=0U (1.6)
Sucet dvoch tenzorov sa zavadza len v suvislosti s linearnou transformaciou vztahom

7 T+7-U=7-(T+0), (1.7)
pricom sa len zvacsi pocet diad vysledného tenzora.

Skaldrny sucin tenzorov sa zavadza pomocou dvoch transformacii nasledujucich po
sebe:

Ak tenzory zapiSeme v tvare

T:Z‘iiﬁi, ﬁzz_;l_);
i J

potom pre takto zavedeny sucin tenzorov plati
T-0=) > 4(B-)D 1.9)
i J

Skalarny nasobok tenzora sa zavadza vztahom
sT=> (sA)B =) A(sE). (1.10)
i i
lavy vektorovy sucin vektora a tenzora sa zavadza vztahom
?XT=Z,(7></T£)§1'- (1.11)
i
Je to opat tenzor. Pravy vektorovy sucin sa moze od neho lisit.

Jednotkovy tenzor I, nazyvany tenzor identity sa zavadza vztahom

Pl=7, (1.12)
platnym pre vietky vektory 7.
Reciproky (inverzny) tenzor T-1 ktenzoru T sazavadza tak, aby platilo

T T=1=T-T1. (1.13)

Existuje iba vtedy, ked sa determinant tenzora T nerovna nule.
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Tenzor T je symetricky, ked pre kazdy vektor 7 plati

el

7:T=T- 7. (I.14a)

a antisymetricky, ked' plati

#-T=-T-7. (I.14b)
Skaldr tenzora Ts je Cislo, ktoré ziskame pomocou vztahu
Ts = Xi(4; - By), (1.15)

teda vykonanim skalarneho su¢inu medzi vektormi vo vsetkych diddach. a naslednym
sCitanim skalarov.

Podobne sa zavadza vektor tenzora
T>V = Zi(l‘fi X §i), (I.16)

Vektory diad mozeme vyjadrit v suradnicovej sustave troch nekomplanarnych
bazovych vektorov d, ,d, ,ds , ako ich linedrnu kombindciu:

- i i

i i J J

T: C_i151+6_i262 +C_l>363 . (117)
Tenzor pozostavajuci z lubovolného poctu diad mozno v trojrozmernom priestore
redukovat na tri diady (v rovine na dve diady). Vektory 5] su pravé vektorové
suradnice tenzora. Podobne mozZno rozloZit vektory §-, a ten isty tenzor zapisat
pomocou lavych vektorovych suradnic

T = 51&1 + 52&2 + 53&3 . (I 18)
Determinant tenzora sa definuje ako sucin zmieSanych sucinov bazovych vektorov a
vektorovych suradnic tenzora:

| T|=[(dy X d;)-ds] [(Cy X C3) C3]=[(Dy x Dy) D3] [(dy X ;) - ds]
(1.19)

Ak sa determinant tenzora rovna nule, ide o neudplny tenzor. To znamena, Ze nule sa
rovna zmieSany sucin vektorovych suradnic, ¢ize vektory 51' , resp. ]._); lezia v jednej
rovine (vtedy ide o plandrny tenzor), alebo su vsetky rovnobezné (linedrny tenzor).
Planarny tenzor sa da vyjadrit pomocou dvojice diad, linedrny jedinou diadou.

Planarny tenzor transformuje vsetky vektory do jednej roviny, linearny do jednej
priamky.
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Z4apis tenzora mozno dalej upravit tak, Ze aj vektorové suradnice sa vyjadria ako
linedarne kombinacie bazovych vektorov. Tak vznikne devatclen

t1la,a, + t'?d,d, + t3d,d; +
T =+ t*'d,ad, + t*2d,d, + t*3dyds; + = Xyt d,d; (1.20)

-

+ t3tdzd, + t32d;d, +  t33dsds

kde tY su tzv. skalarne siradnice tenzora (nevhodne zloZky tenzora), ktoré sa
zapisuju aj ako matica tenzora

F11 0§12 413
t21 t?22 23 ]. (I.20a)
31 432 433
Casto je vyhodnejsie vyjadrit lavé vektorové suradnice D; ako linedrnu kombinéaciu
.. . . -1 =22 =3 v/ . . . .

trojice reciprokych vektorov a*,a“,a”, ¢im sa zapis tenzora zmeni a vyjadri sa ako
symbolicky sucet diad, so zmiesanymi suradnicami:

T _ Jziz

T = ZU ti a Clj . (|21)
Suradnice tY a ti] nie st rovnaké. V dalsom texte budeme pouzivat len zmiesané

suradnice, ale pre zjednodusenie zapisované len dolnymi indexmi ako t;;. Tenzor
pomocou skalarnych suradnic bude potom zapisovany v tvare

Pri pouzivani zapisu v tvare (1.22) tenzory nadobudaju nasledujuci tvar:

konjugovany tenzor
tenzor identity

pre symetricky tenzor plati
tij = i,
pre determinant, resp. maticu tenzora
_ t11 ti2 U3 t11 t12 U3
| T|=|t21 t22 t23], t21 l22 123
317 32 33 t31 l32 133
skalar tenzora sa vyjadri vztahom
TS = tll + tzz + t33 .

Suradnice tenzora sa ziskaju dvojitym skalarnym sucinom

- al (1.23)

e

tij = a;-
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Pri transformaécii tenzora z bazy trojice vektorov d, d, d; do bazy trojice b; b, b; sa
suradnice tenzora transformuju podfa vztahu

t;q = z tl] apiaqj (I 24)
Lj
kde Cleny ay,; = Bp - d; vyjadruju vztah medzi vektormi dvoch baz.

Pri sucine viacerych tenzorov platia vztahy

T-T-V-..)= U T, , (1.25)
T-0-V-...)' = .-V1.0°t.T1, (1.26)

Pre determinat sucinu tenzorov plati
IT-TU| = |T||U] (1.27)

Tenzory operacii symetrie musia pri linedrnej transformacii zachovat vsetky
vzdialenosti a uhly, CiZe aj skaldrny sucin lubovolnych dvoch vektorov

Heh=0 D G D=0 (T R) =1 f

&oho vyplyva, Ze ma platit rovnost T:T. =1 . To znamena, Ze konjugovany tenzor

z
T, musi byt sGi&asne inverznym tenzorom:

T.= T ! (1.28)
Pre sucin ich determinantov plati |? | | i | = |i| = 1, a kedZe determinanty
tenzora a jeho konjugovaného tenzora su rovnaké, plati | T |2 = 1.To znamenj,

Ze determinat tenzora, ktory pri transformacii zachovava vsetky dlzky a uhly, sa rovna

=l

Pri transformaciach v rovine Uplny tenzor pozostava z dvoch diad, pricom ho mozno

|=+1.

zapisat pomocou vektorovych suradnic
T = 51&1 + 52&2 y (I 29)
alebo pomocou skaldrnych suradnic

T == tllalal + tlzalaz + t21&26_l)1 + tzzd)zd)z . (I 30)

Vsetky vztahy uvedené doposial v tomto doplnku platia aj pre dvojrozmerné tenzory
vyjadrené v tvare (1.29) a (1.30). Vynimku tvori vztah (1.19) vyjadrujuci determinant
tenzora.
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Doposial boli uvedené vztahy platné len pre tenzory druhého stupna, skladajice sa
z didad. Tenzory vysSich stuprfiov sa zavadzaju tak, Zze namiesto dvojic vektorov (diad)
sa pouziju n-tice vektorov. Castejdie sa viak tenzory definuji na zaklade
transformacnych vztahov pre ich suradnice pri prechode do inej suradnicovej
sustavy. Podla takejto definicie mnozina Cisiel t;j, predstavuje suranice tenzora, ak
sa do novej suradnicovej sustavy transformuje podla vztahu

toqr. = Z z z " Liji. Qpi AqjOrk * (1.31)
Tk

kde pocet indexov pri suradnici vyjadruje stuper tenzora a kde Cleny a,; = Ep - d;
vyjadruju vztah medzi vektormi dvoch baz.

Specidlnym pripadom je transformacia tenzora prvého stupria, pre ktord z tohto
vztahu vyplyva

- :zapi i (1.32)

tj. transformdcia suradnic vektora.

D2 Zakladné informacie o grupach
Definicia
Nech G je mnozina obsahujuca prvky g;, g,,..., na ktorej je definovana
binarna operacia, t. j. operacia, ktorou sa dvom prvkom g;, g; s udanym

poradim priradi dalSi prvok. Mnozina G vzhladom na danu operaciu tvori
grupu, ak

a) mnozina G je vzhladom na danu operaciu uzavreta, t.j. ak g;, g; € G, potom
aj g; 8j = greG (bodka medzi prvkami grupy znamena prislusnd binarnu
operaciu, nie prave sucin)

b) pri danej operacii plati asociativny zakon

c) v mnozine G jestvuje neutralny prvok e, pre ktory plati e-g =g-e =g pre
kazdé geG

d) ku kazdému prvku g z mnoziny G jestvuje v G inverzny prvok - oznaceny

g1 prektoryplati g-g7 1 =e.

Pri binarnej operacii nemusi platit komutativny zakon.
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Grupu tvori napriklad
a) mnozina vSetkych celych Cisel vzhfadom na scitanie,
b) mnozina vsetkych vektorov v n-rozmernom priestore vzhfadom na scitanie

c) mnoZina komplexnych ¢isel e2mi(0/4) o2mi(1/4) o2mi(2/4) o2mi(3/4) yzhladom
na nasobenie, ak &isla e2Ti(k/4) g 2mik+4N/4) noyajujeme za rovnaké (N je
celé cislo)

d) mnozina vSetkych operacii symetrie Stvorca, medzi ktoré patria oto¢enie okolo
stredu 0 90°,180° a 270° a zrkadlenia v dvoch uhlopriec¢kach a dvoch
symetrdlach stran. Spolu s identickou transformdaciou, ktord ma vyznam
neutralneho prvku, je to osem prvkov. Binarnou operdciou je vykonanie dvoch
operdacii za sebou. V dodatku D3 je uvedena multiplika¢na tabulka tejto grupy.

e) mnozina vSetkych tenzorov (rovnakého rddu) s nenulovym determinantom,
vzhladom na nasobenie

f) dvojprvkovd mnozina {1, —1 } vzhladom na nasobenie.

Pocet prvkov tvoriacich grupu sa nazyva rdd grupy. Pri bindrnej operdcii prvku so
sebou samym pouZivame oznalenie g g = g2, g?-g = g3, atd. priom sa hovori
o mocnindch prvku, bez ohladu na charakter binarnej operacie.

Pri explicitnom vyjadreni prvkov grupy G tieto vpisujeme do zatvorky:

G={e g1, g2,..-8n}, kde njerdd grupy.

Grupa, ktorej vSetky prvky sa daju vytvorit viacnasobnou aplikaciou jedného z jej
prvkov, sa nazyva cyklicka grupa; prislusSny prvok je generujuci prvok grupy.
Cyklickou je napriklad grupa otoceni Stvorca o 0°,90°,180°a 270° jej generujucim
prvkom je otocenie o 90°. V grupach, ktoré nie su cyklické, existuju aspon dva
generujuce prvky.

lzomorfizmus

Dve grupy G a H nazyvame izomorfné, ak jestvuje prosté (vzdjomne jednoznacné)
zobrazenie ich prvkov g < h také, zeakg; < h; a g, & hy,tak potomaj g; -
gx < h; - hy. lzomorfné su napriklad grupa uvedend ako priklad c) a grupa otoceni
Stvorca o0 0°,90°,180°a 270°.
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Podgrupa

Podgrupa H grupy G je akakolvek podmnoZina grupy G, ktora splfia grupové
postuldty. Napriklad podgrupou grupy rotaciio 0°, 90° 180° a 270° je grupa rotacii
0 0° 180°. Podiel radu grupy a radu podgrupy sa nazyva index podgrupy.

Vedlajsie triedy

Predpokladajme, Ze H = {e,h; ,h,,...} je podgrupa grupy G. Pod symbolmi x-H a
H - x rozumieme mnoZiny prvkov

x-H={x-e, x-h;, x-h,,...},
H-x = {e-x, h;-x, hy-x,...}

Ak prvok x patri do podgrupy H, potom uvedené mnoZiny su totoziné s podgrupou
H, ¢o vyplyva z prvého grupového postuldtu. Ak x nepatri do H, uvedené mnoziny
nazyvame pravé, resp. lavé vedlajsie triedy grupy G vzhladom na podgrupu H.
Vedlajsia trieda x+ H ma rovnaky pocet prvkov ako podgrupa H, pricom tieto dve
mnoZiny nemaju ani jeden spolocny prvok. To znamen3, Ze ak v G jestvuje prvok y
nepatriaci do H, ani do x-H, musi jestvovat dalSia vedlajSia trieda prvkov y-H.
Takto mozno rozlozit grupu G na vedlajsie triedy

G=H+x-H + yH+ .. = [exVy,.. ]-H
G=H+H:-v+ H-z+ .. = H-:[evz.. |

Prvky uvedené v hranatych zatvorkach su reprezentanti vedlajsich tried, pricom
vedlajsiu triedu moZe reprezentovat ktorykolvek z jej prvkov.

Zdruzené prvky a zdruzené podgrupy

Vyberme dva prvky a,b z grupy G. Ak pre kazdy iny prvok xe G plati x-a = b-x,
tize b= x-a-x?!
niekolkych tried zdruzenych prvkov. Pri grupach operacii symetrie do jednej triedy

patria napriklad vSetky rotacie o rovnaky uhol.

, potom prvky a,b nazyvame zdruZené. Kazidd grupa sa sklada z

Ak H je podgrupa grupy G, potom aj mnoZina prvkov K= x-H-x! tvori podgrupu,
ktora sa nazyva zdruZena podgrupa s podgrupou H. Podgrupa H, ktord je sama so
L = H, je invariantnd podgrupa grupy G, alebo aj
normalny delitel. Invariantnd podgrupa ma pravé a lavé vedlajsie triedy rovnaké.
Preto podgrupa s indexom 2 je vZdy invariantna.

sebou zdruzeng, t.j. plati x-H-x~
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Faktorova grupa

Invariantnd podgrupa spolu so svojimi vedlajsimi triedami vytvara zvlastnu grupu,
ktorej prvkami su vedlajsie triedy ako celky, pricom udlohu neutralneho prvku ma
invariantnd podgrupa samotna. Takejto zvlastnej grupe hovorime faktorovad grupa.
Grupovou operaciou medzi dvomi vedlajsimi triedami je sucin kazdého prvku jednej
triedy s kazdym prvkom druhej triedy. D4 sa dokazat, Ze odliSnych prvkov v tejto
novej mnozine je len tolko, kolko prvkov maju vedlajsie triedy. "Suc¢inom" vedlajsSich
tried je potom dalsia vedlajsia trieda, o mozno vyjadrit vztahom

x*H-y-H=xy-H-H = z-H,
pricom sme vyuzili platnost vztahov x-y =z, H-H = H.

Takymto postupom sa mozno presvedCit, Ze invariantna podgrupa spolu so
svojimi vedlaj$imi triedami spifia vietky $tyri grupové postulaty. Faktorovid grupu pri
grupe G, zostrojenu podla podgrupy H oznacujeme symbolom (G/H).

Invariantnou podgrupou priestorovej grupy krystalu je translacnd grupa. Ako
reprezentantov vedlajsich tried mozno vybrat prvky bodovej grupy krystalu (ale nie
pri vSetkych priestorovych grupdch), takze faktorovou grupou s kone¢nym poctom
prvkov mozno reprezentovat priestorovu grupu krystalu, ktord ma nekonecny pocet
prvkov,

Direktny sucin grap

Ak v grupach H a K je rovnaka grupovd operdcia, a ak pre kazdé heH a keK
plati h-k = k-h, aak jedinym spolo¢nym prvkom tychto grup je neutrdlny prvok
e, potom mnoZina vsetkych prvkov g;; = h; - k; tvorigrupu G, pricom grupy Ha K
su jej invariantné podgrupy. Rad grupy G sa rovna sucinu radov grup H a K, ¢o
znamena, ze ani dva prvky g;; nie su rovnaké. Podla toho, grupu G s invariantnou
podgrupou H moino vyjadrit ako direktny sucin podgrupy H a faktorovej grupy

(G/H):
G=H-(G/H)=(G/H)-H.
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D3 Multiplikacné tabulky rovinnych bodovych grup

Zostavené su tak, e operacie uvedené v [avom stipci sa uskutoéniuju ako prvé (tzv.
prefaktory) a operacie uvedené v hornom riadku ako druhé. Na ich prieseéniku je
uvedeny vysledok operacii. Z desiatich bodovych grup by stadilo uviest tabulky len
dvoch z nich — 6mm a4mm, lebo ostatné bodové grupy su ich podgrupami. Pre
prehfadnost s uvedené Styri tabulky necyklickych griup. Su zostavené tak, Ze
prislusné cyklické grupy v nich obsiahnuté vyzeraju ako ich ,,subdeterminanty”.

Grupa 2mm

M| My M, e 2
My M, My 2 e
Grupa 3m
e 32 Mo Meo Mi20
e e 3 32 Mo Meo Mi20
3 3 32 e M120 Mo Meo
32 32 e 3 Meo M120 Mo
Mo Mo Meo M120 e 3 32
Meo Meo M120 Mo 32 e 3
Mai20 Mi20 Mo Meo 3 32 e
Grupa 4mm
e 4 42 43 Mx IVIxy Mv MVX
e e 4 4 43 My My M, M.
4 4 42 43 e My My My M,
42 42 43 e 4 My Myx Mx My
43 43 e 4 e Myy M, My My
My My My My Myx e 4 42 43
MXV MXV MV Myx Mx 43 4 4-2
M, M, My My My 4 43 e 4
Myx Myx My Myy My 4 42 43
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Grupa 6mm

e 6 62 63 6 6° Mo Mz Mg Mo Mizp Miso

e e 6 6° 6° 6* 6 Mo Mz  Me Mg M Miso
6 6 62 6° 6* 6° e Miwiso Mo  Ms  Meo | Moo = Mizo
62 62 63 6* 6° e 6 Mo Miso Mo Ms  Meo = Moo
63 63 6* 6° e 6 6° Mo Mo Miso Mo Mz Meo
64 6* 6° e 6 6° 6>  Meo Mo Mo Miso Mo = Mso
6° 6° e 6 62 63 6 Mz  Meo Moo | Mo Miso Mo

Mo | Mo Ms Meo Moo Mo Misg e 6 6° 6° 6 6°
Mz | Mo  Meo Moo  Mio  Miso Mo = 6° e 6 62 6° 6*
Meo | Meo Moo Mo Miso Mo Mz 6 6° e 6 62 6°
Mg | Moo Mo Miso Mo Mz  Meo  6° 6 6° e 6 62
Mizo| Mo Miso Mo Mz | Meo Moo = 6° 6° 6% 6° e 6

Miso Miso | Mo Mz Me Mo  Mio 6 62 63 64 6° e

D4 Znazornenie rovinnych bodovych grup

Na obrazkoch su nakreslené ekvivalentné body a prvky sumernosti. Ekvivalentné
body ako malé cierne kruzky, pricom vsetky moino ziskat z jediného postupnym
uplatnenim vsetkych operacii sumernosti prislusnej bodovej grupy. Zrkadlové
priamky su nakreslené hrubymi ciarami, osi simernosti trojuholnikom, Stvorcom
a pod.

D
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D5 Obrazky 17-tich rovinnych grup

Na obrazkoch su nakreslené zdakladné bunky, pricom v lavej casti obrazku je
naznacené umiestnenie Strukturneho motivu v bunke avpravej rozmiestnenie
prvkov sumernosti. Nad obrazkami su postupne uvedené — poradové cislo rovinnej

grupy, jej uplny (neskrateny) symbol, prislusha bodovd grupa a krystalograficka

sustava.
1 p1 1 klinogondlna 2. p2n klinogondlna
j—+—~f
o o
0 PO

o o o}

3 piml m  ortogondlna 4, plgl m  ortogondlna
2 0 O —— - —
o} o o o I’ J

| T |
= o o | L____- l
o o o o

5. cim! m  ortogonalna 6. p2mm mm ortogondlna
o o 00 00
o o ] o[o olo

o
o ——————
o o olo olo
o o 0o oo
7. p2mg  mm ortogondalna 8. p29g mm ortogondlna
———4 o 0
© o o ] ' 1 o o
o A A o
o|° o ¢ ‘ ¢ o
r—
Ol — 4 o o

° (o] o [s] fo)

9. c2mm mm ortogonalna 10. ph 4 tetragonaina

o 00 0

o '_%‘o

L 3
o o
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" p4mm 4mm tetragonalna 12. pkgm  &mm ‘tetragondlna

oo 00 0O o
ol olo 7 oo olo ‘Q

L %o

o

V o
o olo AL o 0 ; ls :
00 oo - o o©

hexagonalna : 3m  hexagondlna
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D6 Bravaisove mriezky

triklinicka P monoklinicka P monoklinickd C

trigonalna R (romboed ricka)
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