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Na Gvod

Subor zositkov s nazvom Fyzika po kapitolach nie je ucebnicou zakladného
kurzu fyziky v pravom slova zmysle, skor uéebnou pomoéckou, ktora ma pomoct’ pri
Studiu a v priprave na skusku. Kazdy zositok obsahuje jednu kapitolu, pripadne dve
mensie kapitoly. V prvom zoSitku najdete informacie o vektorovych veli¢inach,
potrebné pri Stidiu ostatnych kapitol zakladného kurzu fyziky, ale ktoré sii vhodné aj
pri stadiu odbornych technickych disciplin. Do ostatnych zoSitkov st zaradené
kapitoly vtakom poradi, vakom sa preberaju v standardnom kurze fyziky na
technickych univerzitdch, teda mechanika, kmitanie avinenie, nauka o teple,
elektrostatické pole, elektricky prad, pole magnetické a elektromagnetické, optika
avyber z kvantovych javov. ZoSitky obsahuji texty, ktoré do zna¢nej miery
zodpovedaju prednaskam najmd z obdobia, ked” na ne bolo v u¢ebnych planoch
vyhradeného viac priestoru ako v stcasnosti. Su doplnené obrazkami, rieSenymi
prikladmi na ilustraciu textu a kontrolnymi otazkami, ktoré posluzia overit’ si spravne
pochopenie textov. V zoSitkoch najdete tlohy na rieSenie s uvedenymi vysledkami,
sthrn vyznamnych vztahov a vykladovy slovnik, obsahujuci vSetky dolezité pojmy,
s ktorymi sa v zoSitku stretnete. Sucast'ou niektorych zositkov su dodatky, v ktorych
st uvedené relativne zlozitejSie a dlhSie odvodenia, ktoré by mohli nartisat’ plynulost’
textu, ale aj state rozSirujuce pohl'ad na prislusnt kapitolu.

V dnesnej elektronickej dobe na stidium fyziky vdm dobre posluzia dopliujuce
texty, ktoré najdete na internetovej adrese  Ustavu jadrového a fyzikéalneho
inzinierstva: www.ujfi.fei.stuba.sk. Najdete tam aj odkazy na zaujimavé animécie
pokryvajice rézne oblasti fyziky, po¢nic animaciami vektorovych operécii. Je tam

moznost’ prezerat' aj cely zdkladny kurz fyziky zostaveny kolektivom autorov z
fyzikélnych katedier STU, v elegantnej multimedialnej Gprave. Na tejto adrese mozete
listovat’ aj vo vynikajucej ucebnici Fyzika profesora Dionyza Ilkovica.

Texty pomohli vylepsit' viaceri Studenti, ale najméd recenzenti. VSetkym
d’akujem za pripomienky, ako aj upozornenia na chyby ktoré sa vyskytli v zositkoch
predbezne vydavanych prostrednictvom kniznice Fakulty -elektrotechniky a
informatiky. Recenzentom d’akujem za precitanie textov pripravenych na pdvodné
vydanie a za realistické pripomienky k nim. Do druhého vydania sa zapojil aj doc. Ing.
Peter Bokes PhD., ktory prispel k vylepseniu niekolkych kapitol, atak je aj ich
spoluatorom. Kapitolu o hydromechanike napisal sam.

Toto druhé vydanie vychadza po odstraneni zistenych chyb prakticky len s mélo
zmenenym textom, ale doplnené o state rozsirujuce pohl'ad v niektorych kapitolach.
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1
VEKTORY

Vo fyzike a v technickych disciplinach sa stretadvame s veli¢inami, na uréenie ktorych
postatuje jedind hodnota. Pre takéto veliCiny, medzi ktoré patria napr. teplota,
hmotnost’ alebo objem, pouZivame nazov skalarne veli¢iny (struéne skalary). Casto
sa vSak stretavame s veli¢inami, ktoré charakterizujeme nie iba ich velkostou, ale aj
smerom V priestore, takze na ich urCenie treba viac Udajov. Nazyvame ich vektorové
veli¢iny (struéne vektory). NavySe je pre ne typicky spdsob sCitovania, ktory
geometricky znazornujeme pomocou skladania orientovanych usefiek Medzi vekto-
rové veli¢iny patri napriklad rychlost, sila, alebo intenzita elektrického pola. Ciel'om
kapitoly o vektorovych veli¢inach je poskytnat informacie otom, ako s takymito
veliCinami nardbat’, ako ich vyuzit' pri zapise fyzikdlnych vztahov obsahujicich
vektorove veliCiny. Vektorovy pocet ma uplatnenie prakticky vo vSetkych oblastiach
fyziky, ale aj v mnohych technickych disciplinach.

Potrebné vedomosti

Na zvladnutie tejto kapitoly je potrebné ovladat’ zaklady algebry (napr. determinanty),
zaklady analytickej geometrie, zdklady matematickej analyzy — derivécie a integraly.
Pred zacatim Stidia kapitoly o derivacidch a integracii vektorovych funkcii treba mat’
aspoil minimalne vedomosti o funkcidch viacerych premennych.

1.1 Zakladné pojmy

KPucové slova

Skalar, vektor, vel'kost’ vektora, absolutna hodnota vektora, siradnice vektora, zlozky
vektora, sucet vektorov, rozklad vektora na zlozky, skalarny ndsobok vektora,
kolinearne vektory, komplanarne vektory, rovnost’ dvoch vektorov.

1.1.1 Oznacovanie vektorov

Presnd definicia vektora pouzivana v algebre hovori o n-tici ¢isel (v n-
rozmernom priestore), ktora spiiia isté podmienky (pozri v dodatkoch). Pri ivodnych
Uvahédch vysta¢ime s konstatovanim, ze vektorovej veli¢ine vieme okrem velkosti
priradit’ aj smer v priestore, pricom budeme vyuzivat’ geometricky model vektora ako
orientovanej usecky.



Vektory zapisujeme tuénymi pismenami, napr. @, E, p, alebo ich oznacujeme
Sipkou nad pismenom: b EE. Znacky vsetkych velicin, teda aj vektorovych, sa podl'a
medzinarodnej normy 1SO 31-0 maju pisat’ lezatym pismom - kurzivou.

Velkost’ vektorovych veli¢in oznacujeme jednoduchymi pismenami (nie
tuénymi, resp. bez Sipky nad pismenom): b, E, B, alebo sa vektor vlozi medzi znacky
vyjadrujice absolutnu hodnotu: |a|, |E|. Preto sa pre velkost’ vektora pouziva aj nie
prave najvhodnejsie pomenovanie absolUtna hodnota; vel’kost’ je vzdy nezaporna.

Graficky sa vektorové veliiny zmdzorriujuz orientovanou tseckou, so Sipkou na
jednom konci usecky. Ak vektor smeruje k nam, tak sa zobrazuje krazkom s bodkou
v strede kruhu, ak od nas, tak krazkom s krizikom.

E f @
¢ —— ® Obr. 1.1.1.1

Miesto na usecke opatrené Sipkou sa povazuje za "koniec vektora", na opacnej strane
usecky je "zaciatok vektora".

Vektory rovnobezné s jednou priamkou nazyvame kolinearne. Aspon tri
roznobezné vektory a rovnobezné s jednou rovinou, sU komplanarne. Kolinearne
vektory mézu mat’ rovnaky, alebo navzajom opaény smer.

Dva vektory povaZujeme za rovnaké, ak maji rovnaky smer a rovnakt velkost
(su teda kolinearne) .

="

rovnakeé kolinearne komplanarne
vektory vektory vektory Obr.1.1.1.2

Kontrolné otazky

1. Ako oznacujeme vektory a ako ich velkosti?

2. Co je absoliitna hodnota vektora?

3. SU rovnaké také dva vektory, ktoré maji rovnaki velkost a rovnaky smer, ale
nemaju spolocny zaciatocny bod?

4. Dva rovnobezné vektory maju vzajomne opacny smer. Su kolinearne?

. Kedy su vektory komplanarne?

6. Mozno o dvoch rovnobeznych vektoroch tvrdit ze su komplanarne?

o1



1.1.2 Sucet a rozdiel vektorov

Sucet dvoch vektorov a, b je operécia, ktorej vysledkom je opét’ vektor, ktory
oznac¢ime pismenom c, ¢o zapisujeme a + b = c. Graficky sa znazoriiuje pomocou
useciek zobrazujucich vektory: ku koncu prvého vektora pripojime druhy vektor,
pricom zaciatok vysledneho vektora je zhodny so zaciatkom prvého vektora a koniec
s koncom druhého vektora. V grafickom znazorneni:

o
\
N

a ’ ’
_— ’ Obr.1.1.2.1

Analogicky sa pokracuje pri s€itani viacerych vektorov.
Sucet vektorov je komutativna operacia, ¢ize vysledok stctu nezavisi od poradia
skladania vektorov:
a+b =b+a. (1Ix2a0)

Pri s€itani viacerych vektorov sa uplatiiuje asociativnost’, ktord v pripade troch
vektorov mozno vyjadrit’ vztahom

a+b+c=((@a@a+b)+c =a+ (b+ o). (1.1.2.2)

Ak pred vektor napiSeme znamienko "'minus™, napriklad - a , podl'a zauzivanej
dohody to predstavuje vektor, ktory ma rovnaku vel'kost’ ako vektor a, ale ma opacny
smer. Novy vektor mozno oznacit’ ako vektor b, a zapisat’ rovnost b = - a . Vektory
a,b siteda kolinearne.

Takéto oznaCenie umoznuje zaviest' od¢itanie (rozdiel) vektorov. Rozdiel dvoch
vektorov ¢ —d = f chapeme ako stucet vektorov ¢ a (—d), tj. f=c+ (—d).
Pritom rovnicu c¢—d = f mozno upravit rovnako, ako rovnicu s obycajnymi
Cislami, napriklad vektor d previest na prava stranu rovnice: ¢ =d + f. Takto
upravena rovnica moze posluZzit’ na overenie spravnosti vykonanej operacie.

- f=c-d=c+(-d)

d I Obr. 1.1.2.2



Stcet vektorov mé Casté uplatnenie v praxi. Napriklad sCitanim vektora rychlosti
lode vzhl'adom na vodu s vektorom rychlosti vody v rieke, dostaneme vektor rychlosti
lode vzhl'adom na breh rieky.

Na sucte vektorov si mozno ndzorne ukazat vyznam pouZzivania vektorového
oznaCovania. Ak pri sucte dvoch vektorov plati rovnost a + b = ¢, kde a, b nie su
kolinearne vektory, potom pre ich vel’kosti plati trojuholnikové nerovnost a + b > c.

Ak vynechdme oznacenie vektorov, napiSeme nesprdvnu rovnicu a+ b =c.
Dosledné oznacovanie vektorov je preto doleZité. Aby sa bezpecnejSie rozlisil zéapis
vektora od jeho velkosti, v mnohych u¢ebnych textoch sa vektory oznacuju Sipkou nad
pismenom. V medzinarodnych normach sa vSak na oznacenie vektorov pouziva tu¢né
pismo.

Priklad 1.1.2.1 Dva nekolinearne vektory, napr. a, b, mézeme chapat’ ako strany
rovnobeznika. Graficky ukazte, Ze ich sucet a rozdiel predstavuji uhlopriecky tohto
rovnobeznika.

Riesenie:

o, A
...,.
/ ..'n
Ve T .
V4 .'....
a+b b-a

Obr. 1.1.2.3

Priklad 1.1.2.2 Nakreslite stvoruholnik, ktorého strany nie st rovnako dlhé. Dokazte,

ze ak by sa uhlopriecky Stvoruholnika pretinali vo svojich stredoch, musel by to byt
rovnobeznik. (Obr. 1.1.2.4)

RieSenie: Najprv treba oznacit’ vSetky Styri strany Stvoruholnika ako vektory. Podl'a
obrazku dokazeme urcit’ vektory smerujice do stredov
uhlopriecok. Do stredu uhloprie¢ky u smeruje vektor

p=(1/2)u=(1/2)(a+ c) a do stredu uhlopriecky
vvektorg =a+ (1/2)(b —a) = (1/2)(a + b). Ak
maju byt stredy uhloprieok totozné, musia byt vek-
tory p a q rovnaké: (1/2)(a+c) = (1/2)(a + b),

z ¢oho vyplyva rovnost’ vektorov b a ¢. Maju teda
Obr.1.1.2.4 rovnaku velkost’ aj smer, preto st rovnobezné, tvoria

dve strany rovnobeznika. Vysledok pre d’alSie dve
strany ziskame Uvahou o vektore u.



Plati u =c+a a stasne u+d =»b, Cize u=b —d as vyuzitim rovnosti b =
ca] u=c—d .Porovnanim dvoch vyjadreni vektora u dospejeme k vysledku
a = —d. Teda aj tieto vektory st rovnobezné, majui rovnaku velkost’, ale opacny smer.

Kontrolné otazky

Slovne vyjadrite postup pri grafickom scitani dvoch vektorov.
Ovplyvni zamena poradia vektorov pri sucte vysledok?

Je scitanie dvoch vektorov komutativna operacia?

Je scitanie viacerych vektorov asociativna operacia?

Na priklade nazorne vysvetlite asociativnost suctu vektorov.

Co znamend znamienko minus pred vektorom?

Ako je definované odcitanie dvoch vektorov?

K akym dosledkom mozZe viest nepouzivanie oznacenia vektorov?
Uved'te priklad z praxe na scitanie vektorov.

SOMECR SLNOvL Ol SRR IO MES

1.1.3 Skalarny nasobok vektora, jednotkovy vektor

Nasobenie vektora ¢islom je definované ako operacia, ktord poskytne novy vektor
so zmenenou velkostou, ale kolinedrny s pdvodnym vektorom. Napriklad vyna-
sobenim vektora a ¢islom 3 ziskame vektor b s trojnasobnou velkostou a
nezmenenym smerom. Ak vSak vektor a budeme nasobit’ ¢islom — 0,5, dostaneme
vektor ¢ s polovi¢nou vel'kostou, navyse s opacnym smerom. Je to d’alSie pravidlo
vektorovej algebry. VSeobecne sa tento vzt'ah zapisuje v tvare

b=sa, (1.1.3.1)

kde s mobze predstavovat' nie iba bezrozmerné Ccislo, ale aj skalarnu veli¢inu.
Napriklad v kinematike sa stretneme s vyrazom at , teda si¢inom vektora zrychlenia
a Casu. Tak dostaneme novu fyzikalnu veli¢inu, ktorej velkost’ a fyzikalny rozmer st
st¢inom vel'kosti, resp. rozmerov vektorovej a skalarnej veli¢iny. Takato operacia sa
nazyva skalarny nasobok vektora.

|
;

Obr.1.1.3.1



Jednotkovy vektor ma velkost’ rovnajicu sa Cislu 1, je bezrozmerovy. S vyhodou
ho mozno pouzit’ na vyjadrenie inych vektorov, ktoré su s nim rovnobezné. Nech j je
jednotkovy vektor, a nech vektory a,b,c st s nim sthlasne rovnobezné. Takéeto
vektory mozno vyjadrit’ ako skalarne nasobky jednotkového vektora, pricom skalarmi,
ktorymi jednotkovy vektor ndsobime, st velkosti tychto vektorov: a =aj, b=">b],
c =cj. Ak niektory z vektorov ma opa¢ny smer ako jednotkovy vektor, vtedy pred
skalarny nasobok vektora j treba pripisat’ znamienko minus, napr. f = —3j. (Pozri
d’alej - rozklad vektora, siradnice vektora).

—_— —_— a = qgj >
j > b=1bj f=-3
—_— c=4d Obr. 1.1.3.2

Kontrolné otazky

1. Ako mozno z daného vektora vytvorit vektor opacného smeru, navyse s
pdtnasobnou velkostou? Ako sa prislusna operdacia nazyva?

2. Aké vlastnosti ma jednotkovy vektor?

3. Ziskame suctom dvoch vzajomne kolmych jednotkovych vektorov opdt
jednotkovy vektor?

1.1.4 Zlozky a suradnice vektora

Rozklad vektora na zlozky je opacnd operacia ako sucet vektorov. V rovine
mozno vektor rozlozit’ na dve zlozky, t.j. na dva vektory do vopred urcenych smerov.
Sc¢itanim zloZiek vznikne povodny vektor. Na obr. 1.1.4.1 je zndzorneny rozklad
vektora a do smerov naznacenych dvomi priamkami. Uskuto¢iuje sa tak, Ze priamky,
do smerov ktorych treba vektor rozlozit, vedieme koncovym aj zaciatoénym bodom
vektora. Vznikne rovnobeznik, na ktorom uz jednoducho vyznacime zlozky p a q .

Obr.1.14.1
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V priamkach, do ktorych rozkladame vektor a, mézeme zvolit’ jednotkové vek-
tory, ktoré oznaCime e; a e, . Jednotkovymi vektormi si potom urcené prislusné
smery. Zlozky p a q vyjadrime ako skalarne nasobky vektorov e, a e,:
P = aye;, q = age,.Vektor e; vSak moze mat opacny smer ako zloZka p, a
vtedy skalar  a, pred vektorom e; musi byt zdporny. Preto skalar a,
nepredstavuje vel'kost’ vektora p, ale je jednou zo suradnic rozloZené¢ho vektora a
vo vztaznej sustave ur¢enej vektormi e; a e, . Vektor a mozno po takomto rozkla-
de na zlozky vyjadrit’ v tvare

a=p+q= a,e; +aze;. (1.1.4.1)

pri¢om hovorime, Ze vektor a je linearnou kombinaciou vektorov e; a e, .

V trojrozmernom priestore musi byt vzt'azna ststava ur¢ena tromi vektormi e, ,
e, a e; o ktorych hovorime, Ze tvoria jej bazu. Vo vSeobecnosti to ani nemusia byt
jednotkove vektory. NajcCastejSie sa vSak pouziva rozklad do troch navzajom kolmych
smerov, uréenych jednotkovymi vektormi so zauzivanym oznacenim i, j, k. Tieto
vektory potom vyznacuji smery siradnicovych osi x,y,z pravouhlej (kartezianskej)
suradnicovej sustavy. Cubovolny vektor f mozno pomocou takejto trojice jednot-
kovych vektorov vyjadrit’ ako ich linearnu kombinaciu

N LT ) i g (1.1.4.2)

V tomto vyjadreni vektora f su f., f,, f; jeho sUradnice, ktoré mozu byt
kladné, 1 zdporné podl'a toho, aky je jeho smer vzhl'adom na jednotkové vektory.

Na obr. 1.1.4.2 je znazorneny dvojrozmerny pripad, priCom vektor g mé
zapornu suradnicu g, , ostatné suradnice vektorov f a g su kladné.

—>
\/
e
R
\H

fx 9x Obr. 1.1.4.2

Velkost’ vektora f mozno v kartezianskej suradnicovej sustave vyjadrit’ pomocou
jeho sdradnic (pouzitim Pythagorovej vety):
AT ok (1.1.4.3)

Vektor f zvierasvektormi i, j, k smerové uhly «,f,y, pre ktoré platia
vztahy

Mg _b Lo
cosa =2, cos 8 Ak COSTSE (1.1.4.4)

aLil



¢o si mozno overit’ na dvojrozmernom obrazku 1.1.4.2 .

Zo vztahov (1.1.4.4) pre kosinusy smerovych uhlov (smerové kosinusy)
bezprostredne vyplyva rovnost’

cos?a + cos?f + cos?’y = 1. (1.1.4.5)

Sucet vektorov a skalarny nasobok vektora mozno vyhodne vypocitat’, ked
vektory vyjadrime v zlozkovom tvare. Napriklad ak a = a,i + a,j + a, k ,
b=b,i+ +b,j+ b,k potom mdzeme ich suCet uskutocnit’ po zlozkach, na

zéklade platnosti komutativnosti a asociativnosti s¢itania vektorov:
a+b=(a,+ b)i + (a,+ by))j + (a, + bk, (1.1.4.6)
takze pre suradnice vysledného vektora ¢ plati
Ce = @i D SR SS Mot DN C =Rl el - (1.1.4.7)
Pre skalarny nasobok vektora vyjadreného v zlozkach plati:
d=sa=s(a,i ta,j+ a,k)=sa,i+ sa,j+ sa,k,

pricom pre jeho suradnice plati
@ ASE S N A=A W da= 5 | (1.1.4.8)

Priklad 1.1.4.1 Vypocitajte sucet vektorov a = 3i+ 2j— 1k a b= —i+ 2j — 2k.
Riesenie: c =a+b =3 — 1D)i+(2 + 2)j +(—1- 2)k = 2i + 4j — 3k,
takZe stradnice vektora ¢ su: ¢, =2, ¢, =4, ¢, = -3 .

Priklad 1.1.4.2 Vyjadrite vektor d, ktory ma trojnasobni velkost’ a opaény smer
ako vektor a=3i+2j—k.

RieSenie: d = (—3)a = (—3)(3i+2j— k) =—-9i — 6j + 3k. PresvedCite sa, ze
vel'kost’ vektora d je naozaj trojnasobna v porovnani s vel'kostou vektora a .

Kontrolné otazky

=

Ako rozkladame vektor (v rovine) do dvoch vopred zadanych smerov?
Mozno vektor rozlozit do dvoch smerov, ktoré zvieraju uhol vicsi nez 90° ?
Uved'te co rozumieme pod linedrnou kombinaciou vektorov.

Uvedte, co je baza vektorov.

Ako sa vypocita velkost vektora, ked’ su zname jeho suradnice?

Ako sa zmenia zlozky vektora, ked’ ho vynasobime skalarom?

Ako sa zmenia suradnice vektora ked ho vyndasobime skalarom?

Vyjadrite sucet dvoch vektorov pomocou ich saradnic.

Uvedte, ako vypocitate uhol ktory vektor zviera s osou Y, ked’ poznate jeho
stradnice.

O L L o COR

2



1.2 Suciny medzi vektormi

Kracové slova
Skalarny sucin, vektorovy sucin, zmieSany sicin, dvojnasobny vektorovy sucin.

1.2.1 Skaldrny sicin

Vektorova algebra popri nasobeni vektorov skalarmi definuje dva druhy stéinov
medzi dvoma vektormi.

Skalarny suacin dvoch vektorov je zavedeny ako operacia, ktorej vysledkom je
skalarna veli€ina. Hodnota tejto skalarnej veli€iny je urcend sucinom velkosti
prislusnych vektorov a kosinusu uhla, ktory tieto vektory zvieraju. Fyzikadlny rozmer
vyslednej skaldrnej veli€iny sa rovnd sucinu rozmerov nasobenych vektorovych
veli¢in. Skaldrny sucin sa oznacuje bodkou medzi vektormi v strede vysky pismen (nie
na arovni riadku):

a-b = abcos a . (1.2.1.1)

Pritom uhol medzi dvoma vektormi sa urcuje tak, aby nebol vaési ako m radidnov
(180°). Bezpecne ho urcime tak, ked’ oba vektory nakreslime so spolo¢nym zaciatkom.

Niektoré vlastnosti skalarneho sucinu

Skalarny sucin je komutativna operacia, ¢o vyplyva bezprostredne z definicie:
a-b = b-a. (1.2.1.2)

o Vysledkom skaldrneho sucinu moéze byt kladnd izapornd skalarna velic¢ina, Co
zavisi od hodnoty uhla medzi vektormi. Ak je uhol medzi vektormi mensi nez n/2,
skalarny sucin je kladny, lebo kosinus ostrého uhla je kladny. Pri uhle va¢Som nez
7/2, je kosinus uhla, a teda aj skalarny sucin, zaporny.

e Ak sa skalarny sucin dvoch vektorov rovna nule, pricom ani jeden z vektorov nema
nulovu vel’kost’, vektory su na seba kolmé, lebo cos (n/2) = 0.

e Skalarny su¢in vektora so sebou samym: a-a = aacos(0) = a?. Vtomto
pripade sa pouziva aj oznalenie a-a = a?®.

e Pre skalarne st¢iny medzi jednotkovymi vektormi i, j, k kartezianskej
suradnicovej sustavy platia vzt'ahy

i-i =1, j-j=1, k-k=1, i-j=0, i-k=0, j-k=0.
(1.2.1.3)
e Pre skalarny sucin plati distributivny zékon:

a-(b+c)=a-b+a-c, (1.2.1.4)
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alebo vSeobecnejsie:
(al + az + e + ap)'(bl + bz + ---+ bq) =
= al'bl + al'bz +"'+ al‘bq + + ap'bq

e Skalarny sucin vektorov vyjadrenych pomocou suradnic, teda ako linearna
kombinéacia vektorov i, j, k , mozno vypocitat’ s vyuzitim distributivneho zakona
takto:

a-b=(ayi +a,j+a,k)-(byi+b,j+b, k)= a,b, + a,b,+a,b,,

(1.2.1.5)
napriklad (3i+2j-k) -(—i +2j-2k)=-3+ 4+ 2 =3.
e Z definicie skalarneho sucinu vyplyva vzt'ah
a-b = abcosa = cosa \/(a,% Ha? + az)(bz + B b2),
(1.2.1.6)

takZze porovnanim (1.2.1.5) a (1.2.1.6) m6Zeme ziskat’ vzorec na vypocet (kosinusu)
uhla medzi vektormi:
a-b WD, SENAUSDS B 08D
QIS = ks A A ) (1.2.1.7)
\/(a,% + a2 + a2)(bZ + b + b2)

e Skalarny su¢in mozno vyuzit' na vypocet suradnice vektora v kartezidnskej sustave,
ak vektor vynasobime prislusnym jednotkovym vektorom. PouZzitim distributivneho
zékona a vztahov (1.2.1.3) dostaneme napr.: j-(a,i +a,j+a,k)=a,.

Podobne ziskame ostatné suradnice, takze plati:
a,=a-i, a,=aj, a, = ak. (1.2.1.8)

e Pomocou tychto vztahov mozno vytvorit’ zlozky vektora a Vv smere sdradnicovych
osi v kartezianskej sustave, t.j. rozlozit’ ho na tieto zlozky. Ide vlastne o ortogonalne
priemety s, t a u vektora a do smerov sdradnicovych osi, t.j. do smerov
uréenych jednotkovymi vektormi i, j, k. Plati pre ne:

s=a,i= (a-)i, t=a,j=(@-j)j, u=a,k=(@-k)k.

(1.2.1.9)

Tento postup moze posluzit’ aj pri vytvarani ortogonalneho

priemetu vektora do lubovolného smeru v priestore,

uréené¢ho jednotkovym vektorom. Napriklad priemet b,

vektora b do smeru jednotkového vektora z (obr. 1.2.1.1)

b: ziskame tak, ze vypocitame ich skalarny sucin a takto
Obr.12.11 ziskanym skalarom vynasobime vektor 7 :
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b,=(b-7)t=b-1-cosér. (1.2.1.10)

Skalarny sucin sa ¢asto vyuziva v mechanike a Vv teorii elektromagnetického
pola. Napriklad skalarnym sucinom vektora sily F a vektora elementarneho
posunutia dr sa vyjadruje elementarna praca dW = F-dr = F drcosa, lebo
smer sily a smer posunutia telesa nemusia byt rovnaké. Vtedy sa na konanie préace
vyuziva iba priemet sily do smeru posunutia, vyjadreny ako F cos a.

Priklad 1.2.1.1 Na obr.1.2.1.2 je znazorneny trojuholnik uréeny vektormi
a = 5i, b = 4i + 3j . Vypocitajte uhly medzi stranami a,b astranami a,c .

RieSenie: Na vypocet pouzijeme vztah (1.2.1.7):
i b " " Gy Bt aRby A 20 =f
5 )
f Jlaz+a@)(pz+p5) VHVIOHS
u B
= g Gize ¥ = 36,9° Na vypocet uhla S potrebujeme
G F2NE2 vyjadrit' vektor c = b —a = —i + 3j a opit pouzit’

vztah (1.2.1.7). Musime si vSak uvedomit’, Ze vektor

a s vektorom c zviera uhol ¢ = 180°- 4. Tak dostaneme: cos¢@ = —1/4/10, &ize
@ = 108,43°.

Kontrolné otazky

1.  Pozndme velkost dvoch vektorov a uhol medzi nimi. Ako vtedy vyjadrite ich
skalarny sucin?

Aké je dohoda o maximalnej hodnote uhla medzi dvomi vektormi?

Kedy je skalarny sucin dvoch vektorov zaporny?

Comu sa rovnd skaldrny sucin vzajomne kolmych vektorov?

Uved'te, comu sa rovnaju skaldarne suciny j-j a i-k .

Viete vyjadrit skaldrny sucin dvoch vektorov, ak pozndte ich suradnice v karte-
zianskej sustave?

Ako vyjadrujeme distributivnost skalarneho sucinu?

CHL OIS MO

Ako mozno pomocou skaldrneho sucinu vypocitat’ uhol medzi dvoma vektormi?

el

Co rozumieme pod priemetom vektora do iného, s nim nekolinedrneho vektora?
10. Co predstavuje priemet vektora do jednotkového vektora v smere siiradnicovej
0si?
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1.2.2 Vektorovy sucin

Vektorovy siacin dvoch vektorov je zavedeny ako operdcia, ktorej vysledkom je
vektor. Preto treba definovat’ nie iba velkost’, ale aj smer vysledného vektora.
Vektorovy sucin sa oznacuje krizikom medzi vektormi:

c=axh. (1.2.2.1)

Velkost ¢ vysledného vektora c¢ je definovana ako sucin velkosti nasobenych
vektorov a sinusu uhla nimi zovretého
c = absina . (1.2.2.2)

Pre smer vektora c¢ plati definicia, Zze je kolmy na rovinu nasobenych vektorov.
Jednoznacnost’ definicie vSak vyzaduje ur€it, na ktoru stranu roviny smeruje. Vektor
¢ ma taky smer, ze z jeho konca sa stotoZznenie prvého vektora zo sicinu (v tomto
pripade vektora a) s druhym vektorom po kratSom obluku javi ako pohyb proti chodu
hodinovych ruciciek. O trojici vektorov a, b, ¢ vV danom poradi potom hovorime, ze
tvoria pravotoliva sustavu vektorov. Zmena ich poradia jednou permutaciou
znamena zmenu z pravotocivej na lavotocivu sustavu (trojicu).

Obr.1.2.2.1

Na obr. 1.2.2.1 je znazornena trojica vektorov a, b, c. Pre nazornost’ st nakreslené aj
suradnicové osi kartezianskej sustavy, vektor a lezi v rovine (x,y). Vektor a
budeme otacat’ smerom k vektoru b po kratSom obliku. Ak rovnako budeme otacat’
pravotocivu skrutku umiestnenti v zaciatku suradnicovej stustavy — kolmo na rovinu
vektorov (a, b) — skrutka sa bude posuvat’ v smere vektora c. Aj tento model poméaha
pri urovani smeru vektora, ktory je vysledkom vektorového sucinu.

Niektoré vlastnosti vektorového sicinu
e Vektorovy sudin nie je komutativha operacia, lebo zamena poradia vektorov
poskytuje sice vektor rovnako velky, ale opa¢ného smeru. Tato skutocnost’ sa
zapisuje v tvare
axb =-bxa. (1%2.2:3)

e Velkost vektorového sucinu dvoch vektorov mozno interpretovat’ ako ploSny obsah
rovnobeznika vytvoreného tymito vektormi. NavySe vysledny vektor urcuje
orientaciu roviny v priestore, preto ho mozno chapat’ ako vektor priradeny ploche.
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e Z definicie velkosti vektorového sucinu vyplyva, ze vektorovy sucin dvoch
kolinearnych vektorov (zvieraju uhol 0° alebo 180°) je nulovy vektor.

e Pre jednotkové vektory i, j, k, ktoré s navzajom na seba kolmé a tvoria
pravotocivu sustavu, platia vztahy:

ixi =0 jxj =20 kxk =0
ixj=k jxk=i kxi=j jxi=-k kxj=—-1 ixk=+.
(1.2.2.4)
e Pre vektorovy sucin plati distributivny zakon:
ax(b+c)=axb + axc, (b+c)xa = bxa + cxa.
(1.2.2.5)

Dva pripady distributivneho zakona st uvedené preto, lebo vo vektorovom sucine
nemozno zamienat’ poradie vektorov bez zmeny znamienka.

e Na zaklade distributivneho zakona vektorovy stéin dvoch vektorov zapisanych
v zlozkovom tvare mézeme vyjadrit’ takto (sUstava vektorov i, j, k je pravotociva):

axb = (ayi+ ayj+ a,k)x(bgi+ b,j+ b,k) =

= a,b,(ixi) + a,b,(ixj) + ayb,(ixk) +
+ayb,(jxi) + ayb,(jxj) + a,b,(jxk) +
+ab,(kxi) + a,b,(kxj) + a, by,(kxk) =

= 0 Eea, b W= b Mt
~ Gk 0 Iy UG, 1, S L
+a,b, j e aph N sl ) =

= Ul by, HER)L S (asbe e SINEE T KNG b e )
(1.2.2.6)
Citatel'ovi, ktory pozna determinanty je zrejmé, Ze posledny vyraz mozno
formalne vyjadrit’ ako determinant:

i j k
axb= |0 ay a, (1227)
T N

S vektorovym st¢inom sa stretneme napriklad pri vyjadreni momentu sily
M = r x F, kde r je polohovy vektor posobiska sily F , alebo pri vzt'ahu pre silu F
posobiacu na elektricky naboj Q pohybujici sa v magnetickom poli s magnetickou
indukciouB: F = Qv xB.
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Priklad 1.2.2.1 Vypocitajte plosny obsah trojuholnika uré¢eného vektormi a = 5i a
b = 4i + 3j . (Pozri obrézok v priklade 1.2.1.1 .)

RieSenie: Velkost' vektorového sucinu axb  predstavuje ploSny obsah
rovnobeznika vytvoreného pomocou tychto vektorov, teda dvojndsobok plosného
obsahu trojuholnika. Mohli by sme postupovat’ tak, Ze vypoc¢itame vel'kosti vektorov
a, b a uhol medzi nimi (pomocou vzorca (1.2.1.7)) , vypocitame velkost vektorového
sucinu ab sin ¢ a vydelime ho dvomi. Pri SikovnejSom postupe najprv vypocitame
vysledny vektor u = a xb:
u= Gi)x@i +3j) = (5-4)@{xi)+ (5-3)(ixj) = 15k,

a z vysledku bezprostredne vidime, ze velkost’ vektora u je 15. Preto ploSny obsah
trojuholnika je 7,5 jednotiek.

Priklad 1.2.2.2 Vypocitajte skalarny nasobok vektorového suéinu vektorov
a=>5i, b=4i+3j z prikladu (1.2.2.1) skalarom p = 2.

RieSenie: pc = p(axb) = p[(5i) x (4i + 3j)] = p (15k) = 30k.

Poznamka Rovnaky vysledok dostaneme, ak skalarom p vynasobime niektory z
vektorov a, b este pred uskutocnenim vektorového sucinu:

a) pc = plaxb) = (paxb) = (10i) x (4i + 3j) = 30k,

b) pc = p(axb) = (axpb) = (5i) x(8i + 6j) = 30k.

Z vysledku vyplyva vyznamné pravidlo, Ze nezdlezi na tom, ktorému z vektorov
vektorového sucinu priradime skalar, ktorym vektorovy sucin nasobime. Skalar teda
mozeme posunit na lubovolné miesto v sucine: p(axb) = (pa) xb = a x (pb) .

Priklad 1.2.2.3 V pravouhlej suradnicovej sUstave su dané tri body A(2,0,0),
B(0,1,0), €(0,0,3), ktorymi je urcend rovina. Vyjadrite jednotkovy vektor kolmy na
tato rovinu. Nakreslite si obrazok!

Riesenie: Zakladnou myslienkou rieSenia je vyuzitie vektorového sucinu dvoch
vektorov leziacich v tejto rovine, lebo vysledkom ich sac¢inu je vektor kolmy na tato
rovinu. Pomocou suradnic zadanych bodov skonStruujeme dva takéto vektory.
Ziskame ich ako rozdiel vektorov spajajicich zaciatok suradnicovej ststavy so za-
danymi bodmi. Do bodu A smeruje vektor a = 2i,do dalsich bodov vektory
b =j, ¢ =3k . Vektor u vychadzajuci z bodu A a konciaci v bode B vyjadrime
ako rozdiel vektorovn uw=b— a=j —2i, vektor vychadzajuci z bodu A a
konciaci v bode C je w=c—a=3k—2i. Potom vypocitame vektorovy sucin
tychto vektorov: h=uxw = (j—2i)x(3k—2i)=3i +2k + 6j. Vysledny
vektor h je kolmy na rovinu prechadzajicu bodmi A4, B, C . Jednotkovy vektor kolmy
na tuto rovinu ziskame, ak vektor h vydelime jeho velkostou:

h = (3%+ 22+ 6%)Y2=(49)Y2=7 . Pre jednotkovy vektor tak dostaneme:

h, = h/7 = 3/7)i+ (2/7)j + (6/7)k.
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Kontrolné otazky

1. Aku velkost ma vektor, ktory vznikne ako vektorovy sucin dvoch vektorov?
AKy smer ma vektor, ktory vznikne ako vektorovy sucin dvoch vektorov?
Co znamend, ak trojica vektorov tvori pravotocivii siistavu?

Ako vytvorime z pravotocivej sustavy troch vektorov lavotocivu sustavu?
Je vektorovy sucin komutativna operacia?

Aky je geometricky vyznam vektorového sucinu dvoch vektorov?

SRS GRS

Dokazete vyjadrit vsetky mozné kombindcie vektorovych sucinov medzi
vektormi i, j, k?

8. Ako vyjadrujeme distributivnost’ vektorového sucinu?

9. Vyjadrite vektorovy sucin v tvare determinantu.

10. Pri nasobeni vektorového sucinu skalarom — mozno vopred skalarom vyndsobit
niektory z vektorov sucinu?

1.2.3 ZmieSany sucin

ZmieSany sucin troch vektorov je operacia, v ktorej sa uskuto¢ni najprv
vektorovy a po nom skalarny suc¢in. Medzi tromi vektormi a, b, ¢ je moznych viacero
variantov zmieSaného sucinu, napriklad:

a-(bxc), (axb) -c, (bxc)-a. (1.2.3.1)
Vysledkom je vzdy skaldrna veli¢ina, ktord méze byt kladna, nulova i zaporna.

Niektoré vlastnosti zmieSaného sicinu .
e Vyraz (a - b) x ¢ je nekorektny, nemozno ho vypocitat, lebo vyraz v zatvorke je
skalarna veli¢ina, ktorou nemozno vektor ¢ nasobit’ vektorovo.

e ZmieSany sufin ma vyznam
22 objemu rovnobeznostena vytvore-

=

S-S AN B ného z vektorov zmieSaného suci-

) ! L nu. Na obrazku je nakresleny rov-
. o S nobeznosten zostrojeny pomocou

s L--" Obr.1.2.3.1 vektorov a,b,c, ako aj priamka
a z kolma na rovinu vektorov a, b .

~
=

e ZmieSany suin § = (axb)-c¢ vypo¢itame podla pravidiel vektorového a
skalarneho sucinu . Vysledkom vektorového sucinu a x b je vektor (oznaéme ho w)
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kolmy na ich rovinu, teda vektor, ktory ma velkost ab sina a je rovnobezny s
priamkou z (obr. 1.2.3.1) . Vektor w zviera s vektorom ¢ uhol y, ktorého
kosinus vstupuje do vyrazu pre skalarny sufin medzi vektormi w a c. Ako
vysledok zmie$aného suc¢inu tak dostaneme S = (absina ) ccosy. Vyraz ccosy
predstavuje vysku rovnobeznostena, priCom absina je ploSny obsah jeho
zékladne. Preto zmieSany su¢in ma vyznam objemu rovnobeznostena.
Rovnaky vysledok dostaneme aj pomocou st¢inov (bxc)-a a (cxa)-b, teda
pomocou sucinov, v ktorych sme urobili cyklicki zamenu poradia vektorov, pri
zachovani polohy zatvoriek, ako aj znacCiek vektorového a skalarneho st€inu. Preto
platia rovnosti

(axb)-c = (bxc)-a = (cxa)-b. (1.2.3.2)

Ak si uvedomime komutativnost’ skaldrneho sucinu, mézeme napisat’ rovnost’
(axb)-c = c-(axb). (1.2.3.3)

Porovnanim poslednych ¢lenov rovnosti (1.2.3.2) a (1.2.3.3) dostaneme vysledok
(cxa)-b = c-(axb), (1.2.3.4)

ktory interpretujeme ako moznost' premiestnenia zatvoriek, pri sucasnej vymene

znaciek vektorového a skalarneho sucinu.

ZmieSany sucin je kladny, ak vektory v zmieSanom sucine, v takom poradi ako su
napisané, tvoria pravoto¢ivi sustavu. Vymenou poradia T'ubovolnych dvoch
vektorov v zmieSanom sucine zmeni sa jeho znamienko. Ak je zmieSany sucin
zaporny, objemu rovnobeznostena sa vtedy rovna jeho absolitna hodnota.

Nulové hodnota zmieSan¢ho sii€¢inu znamen4, ze prislusné vektory su komplanarne.
ZmieSany sucin mozno vyjadrit pomocou determinantu, priCom v kazdom riadku
st suradnice jedného z vektorov. K tomuto tvrdeniu moézeme dospiet, ked si
v§imneme zapis vektorového sucinu pomocou vztahov (1.2.2.5) a (1.2.2.6) . Ak
vyraz (1.2.2.5) skalarne vynasobime vektorom ¢ = c,i + ¢,j + ¢k,
dostaneme

(cxi+cyj +c,k)-[i(a,b, —ab, )+ j(a,by—ayb,)+

k( axby —aybx )] =

=, MC (ot b Ya bl " hcy, Qo b a6, M ahb N aBbi)

takZe je zrejmé, ze tento zmieSany sucin mozno vyjadrit’ ako determinant

TP J R (L
I8 D3 by
Crall o e

(axb)-c= (1.2.3.5)

Pomocou zapisu zmiesaného sucinu v tvare determinantu mozno overit’ pravidlo o
cyklickej zamene poradia vektorov, ako aj 0 zmene znamienka pri zdmene poradia
dvoch vektorov. Zamena poradia dvoch vektorov sa v determinante prejavi ako
zamena dvoch riadkov, ktorej dosledkom je zmena znamienka determinantu.
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Priklad 1.2.3.1 Vypocitajte zmieSany sucin ¢ -(a xb) pricom vektory su dané
Vv zlozkovom tvare: a =5i, b=4i+ 3j, ¢ =2i —j + k . Overte si, zZe rovnaky
vysledok dostanete, ak v zmieSanom sucine urobite cyklicki zamenu poradia vektorov.

RieSenie:  Vypoctom vektorového sucinu sa presvedéime, ze (axb) = 15k.
Vysledok vynasobime skalarne vektorom c¢: (15k) -(2i —j+ k) = 15.

Pre zmieSany stcin (¢ x a) - b dostaneme rovnaky vysledok:

(2i —j +k)x(5i) =5k + 5j adalej (5k +5j) -(4i +3j)=15.

Kontrolné otazky

1. Uvedte mozné varianty zmiesaného sucinu troch vektorov.

2. Aky je geometricky vyznam zmiesaného sucinu ? Zdovodnite svoje tvrdenie.

3. Viete zdovodnit pravidlo o posune zatvoriek a sucasnej zamene "bodky a
kriZika" v zmieSanom sucine?

4. V ktorych pripadoch je zmiesany sucin kladny, zaporny, nulovy?

5. Vyjadrite zmiesany sucin troch vektorov v tvare determinantu.

6. Co sa zmeni na zmieSanom sucine, ak v iiom zmenime poradie dvoch vektorov?

1.2.4 Dvojnasobny vektorovy stucin

Dvojnasobny vektorovy su¢in medzi tromi vektormi a, b,c¢ moze mat’ (pokial
neuvazujeme iné poradie vektorov) dva tvary:

ax(bxc) a (axb)xc . (1.2.4.1)

Zo zapisu je zrejmé, ze vysledkom dvojnasobného vektorového sucinu je vektorova
veli¢ina. Uvedené dva tvary neposkytuji rovnaky vysledok. Vysledkom sucinu
vektorov nachadzajucich sa v zatvorke je v oboch pripadoch vektor, ktory je na ich
rovinu kolmy (ozna¢me ho ako w, obr. 1.2.4.1). Su¢inom vektora w s dalSim
vektorom je vektor u, ktory je kolmy aj na vektor w, takze u musi lezat’ v rovine
vektorov, ktoré si uvedené v zatvorke. To znamena, ze vysledok dvojnasobného
vektorového sicinu u mozno vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu vektorov nachadza-
jucich sa v zatvorke. V prvom pripade vysledny vektor u, lezi v rovine vektorov b, c
a v druhom pripade vysledny vektor u, lezi v rovine vektorov a, b . Druhy pripad je
nakresleny na obrazku.
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“ 0Obr.1.2.4.1

Pre vysledné vektory platia nasledujuce vzt'ahy:
u, = ax(bxc) = b(a-c) — c(a-b), (1.2.4.2)
u, = (axb)xc = b(a-c) — a(b-c). (1.2.4.3)

Spravnost’ tychto vztahov moZzno dokazat’ celkom vSeobecnym postupom, ktory je
vSak narocny a pomerne rozsiahly. Preto si jeden zo vztahov, a to (1.2.4.3),
odvodime zjednodusenym postupom na priklade troch 'ubovol'nych nekomplanarnych
vektorov a,b,c, v Specidlne zvolenej kartezianskej suradnicovej sustave. Strad-
nicovi os X zvolime tak, aby bola rovnobezna s vektorom a, takze vektor a bude
mat’ len jednu zlozku, a to rovnobeznu s jednotkovym vektorom i: a = a,i. Os
y zvolime tak, aby rovina (xy) bola rovnobezna s rovinou uréenou vektormi a, b.
Vektor b, pokial nie je kolmy na a, bude mat’ dve zlozky: b = b,i + b, j . Tretia
os kartezianskej sustavy je tym uz jednoznacne urcena, a tak vektor c, ak chceme
uvazovat’ ¢o najvSeobecnejSie, musi mat tri zlozky: ¢ = ¢, i + ¢,j + ¢, k.
Sahrnne:
a = a,i,
b=b,i + byj,
CimlC USRNG, fRtiCric .

(1.2.4.5)

Potom dvojnasobny vektorovy sucin (a x b) x ¢ vypocitame:

= [ayi x(byi + byj)lx(ced + ¢yj +c,k) =
= [ay by k] x (cxi + cyj +c,k) =
= a,boies )] Saa et .

K vysledku pridame ¢len (a, b, c, i — a, b, c, i), ktory je fakticky nulovy, ale
sjeho pomocou sa rychlo podari vysledok upravit do kone¢ného tvaru. Tak
dostaneme:

(axb)xc = ayb,cyj —aybyc,i + (aybycyi —aybyci).
Vhodnym pospédjanim ¢lenov dostaneme:

(@axb)xc = (aycy) (byl + byj) —(bycx + bycy) (a, ).
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Ked’ si uvedomime, Zeplati a,c, = a-¢ a byc, + byc, = b-c,

¢o si l'ahko overime vypocitanim tychto skalarnych st¢inov vychédzajic zo zadania
vektorov (1.2.4.5), dostaneme kone¢ny vysledok

(axb)xc = b(a-c)—a((b-c).

Podobne mozno odvodit’ aj vzt'ah (1.2.4.2), pricom opit’ sa overi zdsada, ze vysledny
vektor, vysledok dvojndsobného vektorového sucinu, mozno vyjadrit' ako linearnu
kombinéaciu vektorov uvedenych v zatvorke.

Dvojnasobny vektorovy sucin sa Casto vyuziva pri vyjadrovani vztahov v
mechanike, ale aj elektromagnetizme.

Priklad 1.2.4.1 Vypocitajte dvojnasobny vektorovy sucin (a x b) x ¢ vektorov
a =5i, b =4i+ 3j, c = 2i —j+ k aoverte si, Ze vysledny vektor lezi v
rovine vektorov a, b . Vektory a,b lezia v rovine xy, takze vysledny vektor by mal
mat’ len zlozky rovnobezné s jednotkovymi vektormi i, . Nakreslite si obrazok.

Riesenie: (axb)xc =[Six (4i+3))]xQi—j +k)=[15k]x (2i—j + k) =
=30j + 15i.

Kontrolné otazky

1. Napiste dva mozné varianty dvojnasobného vektorového sucinu.

2. V ktorej rovine lezi vysledny vektor dvojndasobného vektoroveho sUcinu?
Zdbvodnite svoje tvrdenie.

3. Napiste vztahy vyjadrujuce vysledny vektor ziskany dvojnasobnym vektorovym
sucinom.

4. Cim sa navzdajom odlisujii vysledky sicinov (axb)xc , c¢x(axb)?

5. Cim sa navzajom odlisujii vysledky sucinov (axb)xc , ax(bxc)?
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1.3 Derivacie vektorovych funkcii

KPucové slova
skalarna funkcia, vektorova funkcia, derivacia vektorovej funkcie, derivacia sucinu
vektorovych funkcii, gradient , divergencia, rotacia

1.3.1 Vektorova funkcia

Zakladnymi charakteristikami vektorovych veli¢in st ich velkost’ a smer. Tieto
charakteristiky moézu zavisiet’ od ¢asu aj od priestorovych suradnic, podobne ako pri
skalarnych veli¢inach. Napriklad teplota vo vybranom bode v miestnosti sa mdze
menit’ s plynicim ¢asom, rano je ina ako popoludni. V tomto pripade ide o skalarnu
funkciu jednej premennej — ¢asu. Vo vacsej miestnosti vSak v rovnakom ¢ase nemusi
byt teplota v roznych miestach rovnaka. V takom pripade ide o skalarnu funkciu
priestorovych stradnic. Z tohto pohl'adu najvSeobecnejsia skalarna funkcia zavisi od
Casu aj od priestorovych suradnic. Podobné zavislosti si mozné aj pri vektorovych
veli¢indch. Napriklad rychlost’ prudenia vody v rieke v pevne zvolenom bode koryta
vo vSeobecnosti sa s ¢asom meni, zavisi od vodného stavu. A istotne v danom
casovom okamihu v réznych miestach rieky je rychlost’ r6zna - nie iba ¢o do velkosti,
ale aj ¢o do smeru.

4
/\
i
y fe=
S > 4 y
Zavislost’ od ¢asu Zavislost’ od polohy
X v danom bode X Vv danom Case Obr.1.3.1.1

Preto mozno hovorit o vektorovych funkcidch viacerych premennych,
Specialne priestorovych stradnic x,y,z a ¢asu t . Tuto skutoCnost’ vyjadrujeme
zapisom f (x,y,z,t). Kazda vektorova funkcia ma v trojrozmernom priestore vo
vSeobecnosti tri zlozky, priCom kazda zlozka opat’ zavisi od priestorovych suradnic, aj
od Casovej suradnice. Preto funkciu f pomocou zloziek zapiSeme v tvare

F o znt) =t Calyz, 6) it ol z 6) JET, [0y, Zaohic:
. (1.3.1.1)
Specialnym pripadom je vektorova funkcia, ktora zavisi len od Casu: f(t)
(obr.1.3.1.1 vlavo). Je to funkcia, pri ktorej s plynucim casom sa vo vSeobecnosti
meni jej vel'kost’ 1 smer. V sulade s vyjadrenim podl'a (1.3.1.1) ma tri zloZky, pri¢om
vo zvolenej stradnicovej sustave kazda z jej suradnic zavisi od casu, nie vSak od
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priestorovych suradnic. Vhodnym prikladom je polohovy vektor pohybujlcej sa
Castice r(t) , ktory spaja zaciatok suradnicovej sustavy s Casticou, takze koniec vektora
sa posuva po krivke, po ktorej sa Castica pohybuje (obr. 1.3.1.2):

ri)=x@t)i+yt)j +z({t) k .
Prikladom vektorovej funkcie zavisiacej od priestorovych suradnic ale

nemeniacej sa s ¢asom, je vektor intenzity E v elektrostatickom poli bodového naboja.
Tuto jeho zavislost’ vyjadrujeme zapisom E (X, Y, z).

| r
) Obr. 1.3.1.2

e

Pri opise fyzikalnych dejov alebo poli nestaci poznat’ len hodnoty funkcii, ale aj
ich zmeny, &i uz suvisiace s plynicim ¢asom, alebo zmeny pozdiZz jednotlivych
priestorovych sturadnic. Na tento ucel sluzia derivacie vektorovych funkcii. Opaénou
matematickou operaciou je integracia vektorovej funkcie, ktorou ziskavame spravidla
rozdiely hodnét funkcii, alebo hodnoty tykajlce sa istého objemu (objemovy integral),
ohranic¢enej plochy (plosny integral), alebo casti krivky (krivkovy integral). Vo
vSetkych pripadoch je pojem vektorove; funkcie, ktord zavisi od priestorovych
suradnic, rozhodujuci.

Kontrolné otazky

1. Uvedte priklad skalarnej funkcie zavisiacej od casu.

2. Uvedte priklad skalarnej funkcie zavisiacej od priestorovych siradnic.

3. Uvedte priklad vektorovej funkcie zavisiacej iba od casu.

4. Uvedte priklad vektorovej funkcie zavisiacej od priestorovych premennych a casu.

1.3.2 Derivacia vektorovej funkcie podla ¢asu

Zavadza sa rovnako ako derivacia funkcie jednej premennej, t.j. ako limita
podielu. Napriklad derivacia polohového vektora r (t) sa definuje vzt'ahom:
dr P AR r, — 14

— = lim — = lim 4
dt At—0 At t2ot1 Ty —

(1SR

kde r; a r, st polohové vektory (napr. pohybujucej sa Castice) v okamihoch t; a
t, . Takto je definovana okamzita rychlost’ (Castice), pomocou ktorej mozno dobre
pochopit’ vyznam derivacie vektorovej funkcie. Na obrazku 1.3.2.1 st nakreslené
prislusné vektory, takze vidno smer i vel'kost’ vektora Ar . V limite pri t, > t; sa
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vektor r, priblizuje k vektoru r; , takze vektor Ar sa skracuje a postupne sa svojim
smerom pribliZzuje k smeru doty¢nice krivky v bode s polohovym vektorom 7, . Pri
definicii derivacie v menovateli zlomku vystupuje Casovy interval, teda skaldrna
veli¢ina, takze podiel Ar/At je v podstate skalarnym nasobkom vektora Ar, pricom
nasobiacim skalarom je zlomok 1/At. Preto vysledkom derivacie vektorovej funkcie
podl'a ¢asu je opat’ vektorova funkcia, ktorej smer je uréeny Citatelom zlomku z de-
finicie derivacie. V tomto pripade smer vektora rychlosti je totoZzny so smerom dotyc-
nice krivky v bode r,. Velkost’ vysledku je vel’kost okamzitej rychlosti (Castice).

r
y =1

r2
X Obr. 1.3.2.1

Pri konkrétnych vypoctoch derivacie vektorovej funkcie, ked’ chceme ziskat
¢iselné¢ hodnoty, treba vektorovu funkciu vyjadrit' v zlozkach, ako v (1.3.1.1).
Napriklad polohovy vektor pohybujucej sa Castice ma potom tvar:

rit)=x()i +yt)j + z(t) k .

Takto zapisana vektorova funkcia predstavuje sucet troch funkcii, preto derivaciu
polohového vektora vyjadrime ako stcet derivacii jeho troch zloziek:

G dx_+dy,+dzk (#3377

—_— =1 _ e D4,
dt de' " ae’ T 53 6.2)
V tomto vyraze vystupuji zlozky rychlosti: v, i = (dx/dt)i atd., resp. sdradnice
vektora rychlosti v, = (dx/dt). Stradnica vektora rychlosti predstavuje zmenu pri-
slusnej suradnice polohového vektora pripadajicej na jednotkovy Casovy interval.
Podrla definicie derivacie plati

dx b X, — 9

= — = I11m .
dt ty,—tq tz = tl

U (1.3.2.3)
Tato derivacia moze byt kladna, zaporna, aj nulova. Kladna je vtedy, ked s pribd-
dajicim ¢asom rastie hodnota stiradnice, zaporna v opacnom pripade.

Vyznam "zlomku" (dx/dt) pochopime na z&klade nasledujucej uvahy. Ak
Castica za 1 s prejde napriklad 5 m, tak ¢iselni hodnotu rychlosti €astice vyjadrime
ako podiel 5/1 = 5. Téato Castica za Casovy interval 0,1 s prejde 0,5 m, za 0,01 s
0,05 m atd. , ale podiel hodnét 0,5/0,1 = 0,05/0,01 ... atd. je stdle rovnaky a
zachova sa aj v limitnom pripade, ked’” sa hodnota menovatel'a t, — t; blizi k nule.
Preto vyraz dx/dt vyjadruje zmenu stradnice pripadajucu na jednotkovy Easovy
interval (sekundu). Takto treba chépat’ vyznam derivécie aj v inych pripadoch, ked’ v
Citateli 1 v menovateli limity (1.3.2.3) sa iné premenné ako v tomto uvedenom
priklade.
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Priklad 1.3.2.1 Vypocitajte suradnice, zlozky a velkost' rychlosti Castice, ked’
suradnice jej polohového vektora su vyjadrené takto:

x=pt,y =q + st + 05ut?, z = 0, pricom konstanty vo vztahoch maju
hodnoty p = —-3m/s, q=4m, s =2m/s, u=-981m=s2 .

-----

ze ide o Sikmy vrh zo zaciato¢nej vysky q =4 m, zaciatocnou rychlostou s =2 m/s
nahor a rychlostou p = 3 m/s vodorovne v zadpornom smere osi X . Vyjadrime
polohovy vektor v zloZkovom tvare:

r(t) = pti + (q+st+0,5ut?)j + 0k. Vektor rychlosti ziskame derivaciou
polohového vektora, pricom pouZijeme vzt'ah (1.3.2.2):

vV=pi+(s+ ut)j,

ktory je v zlozZkovom tvare, a ma zlozky v smere vektorov i a j . Pre siradnice
vektora v pritom plati: v, =p=-3m/s, v,=s + ut = (2 — 981t)m/s.
To znamena, Ze stradnica v, sa meni s Casom. Jej konkrétna ¢iselna hodnota zavisi od

casového udaja, ktory do vztahu pre stradnicu dosadime. Velkost' vektora v

ziskame, ak pouzijeme vztah (1.1.4.3): v= [p? + (s +ut )2]1/2.

Kontrolné otazky

1. Vyjadrite, ¢o rozumieme pod derivdciou vektorovej funkcie podla casu.

2. Vysledkom derivacie vektorovej funkcie podla casu je funkcia vektorova, alebo
skalarna?

3. Slovne vyjadrite, co predstavuje velkost derivacie vektorovej funkcie podla casu.

4. Vyjadruje derivacia vektorovej funkcie podla casu aj smer vyslednej vektorovej
funkcie?

1.3.3 Derivacia sucinu vektorovych funkcii podl’a ¢asu

Rozlisime tri hlavné pripady sucinov — skalarny nasobok vektorovej funkcie
(zavisiacej od casu) skalarnou funkciou (zavisiacou od ¢asu), skalarny sucin dvoch
vektorovych funkcii (zavisiacich od ¢asu) a ako treti pripad ich vektorovy stéin.

V prvom pripade, ak b(t) = s(t)a(t), potom pri derivacii tohoto vyrazu
musime postupovat’ ako pri derivacii sucinu:

db d(sa) _ds th da

e~ dr aet T

(1.3.3.1)
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Podobne, ak mame derivovat skalarny alebo vektorovy sucin dvoch
vektorovych funkcii zdvisiacich od cCasu, treba postupovat podla pravidla pre
derivéciu sucinu:

s, e (e
w = (‘31_‘; . b) n (a X %) , (1.3.3.3)

Pri derivacii vektorového sucinu treba zachovat poradie vektorovych funkcii, pri
skalarnom stc¢ine mozno uplatnit’ jeho komutativnost’. Analogicky postupujeme ak
mame derivovat’ napriklad skalarny nasobok vektorového suc¢inu s(a x b), alebo
sucin skalarnej funkcie so skalarnym suc¢inom s(a-b). Vztahy pre derivacie viacna-
sobnych sucinov si uz Citatel’ dokaze odvodit’ sam.

Priklad 1.3.3.1 Derivujte podla ¢asu vektorovu funkciu F(t), ktora je vysledkom
nasobenia vektorovej funkcie skalarnou funkciou:

F(t) = (3t?) (pi + qtj+ rt’k), kde p,q,r sa konStanty. Vypocitajte velkost
vektora G(t ), ziskaného touto derivaciou, v ¢ase t = t; .

Riesenie: Postupujeme podla vztahu (1.3.3.1):
dF/dt = (6t) (pi + qtj + rt’k) + (3t?)(qj+ 2rtk) =
=6pti + (6qt? + 3qt?)j + (6rt3 + 6rt3)k.
Velkost' vysledného vektora G(t) = 6pti + 9qt?j + 12rt3k vypocitame podla
vztahu (1.1.4.3) (t.j. Pythagorovej vety), do ktorého dosadime Casovy udaj ¢ :

G(t) = /(6pt))? + (9qt,5)? + (12rt;3)2.

Kontrolné otazky

1. Ako derivujeme podla casu sucin vektorovej a skalarnej funkcie (t.j. skalarny
nasobok vektorovej funkcie), ked’ obe funkcie zavisia iba od casu?

2. Vyjadrite derivaciu skalarneho sucinu dvoch vektorovych funkcii podla casu.

3. Vyjadrite derivdciu vektorového sucinu dvoch vektorovych funkcii podla casu.

1.3.4 Gradient skalarnej funkcie

V tomto c¢lanku bude opisana derivacia skalarnej funkcie podla priestorovych
premennych. Nech je v kartezidnskej sdradnicovej sustave zadana skalarna funkcia
P(x,y,z), napriklad teplota v miestnosti alebo potencidl v elektrostatickom poli.
Hodnoty tejto funkcie sa menia, ak postupujeme v smere jednotlivych stradnicovych
osi, pricom strmost’ zmeny nemusi byt’ vo vSetkych smeroch rovnaka. Pod strmostou

28



zmeny rozumieme prirastok hodnoty funkcie pripadajuci na posunutie v prislusSnom
smere o jednotku dizky. Strmosti v smere osi x,y,z oznaéime symbolmi S, LSBT0
pricom pre ne plati
AP TWAP AP

eI S M~ Sl 4
Limity vo vyrazoch pre strmost’ predstavuju derivacie. Pri posunuti pozdiz osi y sa
meni len sdradnica y, ostatné dve sa nemenia. Takato derivacia funkcie viacerych
premennych sa nazyva parcialna a oznaCuje sa inak ako derivacia funkcie jednej
premennej.
Strmost’ zmien funkcie P(x, y, z) sa vyjadruje potom v tvare:

oP oP oP
Sy == E -

, S Sy =" 1.3.4.2
0x Y. My Z 0z ( )

Strmosti S, , S, , S, nie su Vv celom priestore konstantné, ale sa mo6zu od bodu k bodu
menit’. Ak postipime v smere osi y 0 Ay, zmeni sa funkcia P(x,y,z) o hodnotu:

oP
(AP), = S, Ay = a3y (1.3.4.3)

Ak vykoname posunutie vSeobecnym smerom, mozno ho rozlozit’ na tri posunutia v
smeroch stiradnicovych osi, takze celkova zmena funkcie P(x,y,z) bude

opP apP apP
AP = (AP), + (AP), + (AP), = an i @Ay e EAZ
(1.3.4.4)
alebo pri limitne malych posunutiach:
_opP opP opP
dp —50 — (65" Sp 6_ dy + o dz. (1.3.4.5)

Takymto vztahom je vyjadreny uplny (totalny) diferencial  funkcie  troch
priestorovych premennych. Vztah (1.3.4.5) vyjadrime aj ako skalarny st¢in dvoch
vektorov:

diferencialu polohového vektora

dr = dxi + dyj + dzk (1.3.4.6)
a vektora, ktory nazyvame gradient skalarnej funkcie P :

d P( ) = o +6P +aPk 1.3.4.7
gra X, Yz al ay] p (1.3.4.7)

O spravnosti tohto tvrdenia sa Citatel’ mdze presvedcit’ vykonanim skaldrneho sucinu.
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Vektor grad P ma smer najstrmsicho vzrastu funkcie P a jeho velkost’ sa
rovna prirastku funkcie P pripadajicemu na posunutie o jednotku vzdialenosti
v smere najvacsicho vzrastu. Na ilustraciu — v danom mieste mapy by tento vektor bol
kolmy na vrstevnice a velkostou by predstavoval prirastok nadmorskej vysky pri
posunuti o jednotku vzdialenosti v prislusnom horizontalnom smere.

Vyraz grad P sa zapisuje v symbolickom tvare:

.40 .0 9]
grad P(x,y,z) = (la +1@+ kE)P, (1.3.4.8)
priCom vyraz v zatvorke predstavuje diferencidlno - vektorovy operator, nazyvany
Hamiltonov operator nabla, stru¢ne nabla-operator a oznacovany symbolom V :

V—('a+'a+ka) 1.3.4.9
—lax j = (1.3.4.9)

Jeho aplikédciou na skalarnu funkciu podla vzoru (1.3.4.7) vznikne zo skalarnej
funkcie vektorova funkcia. Aplikovat’ operator znamend vykonat' operacie, ktoré
predpisuje. To znamend, Ze podla vztahu (1.3.4.7) treba skalarnu funkciu najprv
parcidlne derivovat podla premennej x a tymto vysledkom (skaldrom) nasobit
jednotkovy vektor i . K tomuto ¢lenu — prvej zlozke vysledného vektora — pripo¢itat’
druhy a treti ¢len, ktoré dostaneme analogicky derivaciami podl'a premennych y a z,
ktorymi vynasobime jednotkové vektory j a k.

Priklad 1.3.4.1 Vypocitajte gradient skalarneho elektrostatického potencialu v okoli
bodového ndboja @, umiestneného v zaciatku suradnicovej sustavy. Potencial je
vyjadreny vztahom ¢(x,y,z) = K (x?> + y?> + z2)"Y 2 kde K = (Q/4rs,).

Riesenie: Najprv vypocitame parcialnu derivaciu potencialu podl'a premennej x :
dp/0x = K(—1/2) (x? + y? + z2)73/2(2x) = —Kx(x? + y% + z%)73/2
Vysledky parcialnych derivacii podl'a premennych y a z su analogické, takze
moézeme priamo napisat grad ¢, ked’ k vysledkom derivacii dopiSeme jednotkové
vektory:
xi+yj+zk
(xz + yz i 22)3/2 -

grad ¢ = —K —K; i (1.3.4.10)
kde r = xi + yj + zk je polohovy vektor miesta, v ktorom pocitame vektor
gradp a v menovateli je tretia mocnina vel'kosti tohto polohového vektora. Vektor
gradp ma opaény smer ako polohovy vektor r, lebo elektrostaticky potencial s ras-
tucou vzdialenostou od néboja klesd, takze smer vzrastu potencidlu, a teda vektora
grad ¢ je opacny.

Poznamka Gradient vektorovej funkcie predstavuje aplikaciu nabla-operatora na
vektorovu funkciu. Napriklad: grad B(x,y,z) = (id/ox +jo/oy + kd/0z) B =
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=i0B/0ox+ joB/dy + kOB /0z , pricom len vyraz j (0B/0dy) obsahuje tri
¢leny: j((0B/dy)i + (0B, /0y)j + (0B,/0y)k ). Rovnako aj d’alSie dva ¢leny, takze
spolu v celom grad B je devét Clenov, v ktorych vSak vztahy medzi vektormi v nich
vystupujucich sme zatial’ nedefinovali. Ide o tzv. tenzorovi veli¢inu, ktorej v tomto
texte d’alSiu pozornost’ nevenujeme.

Kontrolné otazky

1. Napiste totélny diferencial skalarnej funkcie priestorovych premennych x,y, z
2. Uvedte, co je gradient skaldrnej funkcie priestorovych premennych.

3. Co predstavujii suradnice (zlozky) gradientu skalarnej funkcie?

4. Napiste nabla- operdtor! Je to skutocny vektor? Ma velkost a smer?

1.3.5 Divergencia a rotacia vektorovej funkcie

Pri opise fyzikalnych poli sa Casto stretdvame s vyrazmi, ktoré mozno formalne
vyjadrit ako skalarny alebo ako vektorovy sacin nabla-operatora s vektorovou
funkciou. Oznacuju sa nazvami divergencia, resp. rotacia vektorovej funkcie. Tieto
operacie maju suvislost’ s typom fyzikalnych poli. Napriklad elektrostatické pole je
zriedlového typu — silo¢iary vychadzaju z kladnych nabojov (zriedla, zdroje pol'a)
a konc¢ia v zdpornych nabojoch. Pre takéto polia je typicka nenulova divergencia
vektorovej funkcie, ktora ich opisuje. V magnetickych poliach, kde indukéné Ciary su
do seba uzavreté krivky (polia maju virovy charakter), uplatituje sa rotacia prislusne;j
vektorovej funkcie.

Divergencia vektorovej funkcie sa definuje vztahom:

divF( )=V F—( Ty a+ka)(F'+ + Fk) = F+6Fy+aFZ
ivF(x,y,z) = = la ]ay 5 2l + E j S P
(1.35.1)

V symbolickom skaldrnom sté¢ine nabla-operatora s vektorovou funkciou sa
postupuje rovnako, ako pri skalarnom suc¢ine dvoch vektorovych funkcii zapisanych v
zlozkovom tvare, teda podla vztahu (1.2.1.5). Vysledkom divergencie vektorovej
funkcie je skalarna funkcia. Sucin je skuto¢ne symbolicky, lebo nabla-operator nie je v
skuto€nosti vektor, nemozno hovorit’ o jeho velkosti, ani o smere.

Rot4cia vektorovej funkcie sa definuje vztahom:

G, 0 0 : _
rot F(x,y,z) = VX F = <1—+1—+ka ) (Ei+Fj+FEk)=

0 d
i j ki
d ad o0 O . 'OF 0F, OF, 0F, O0F
— — —|=il=-= +j(—"— )+k X,
dx dy o0z dy 0z dz 0x dx dy
I e B
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(1.35.2)

Aj v tomto pripade sa symbolicky vektorovy st¢in nabla-operatora s vektorovou

funkciou vykonéva podl'a pravidiel vektorového sucinu medzi vektormi vyjadrenymi v
zlozkach, teda podl'a vzt'ahov (1.2.2.5) a (1.2.2.6).

Priklad 1.3.5.1 Vypocitajte divergenciu a rotaciu vektorovej funkcie f = r(x,y,z) =
= xi + yj + zk. Uvedomte si, Ze takato funkcia (polohovy vektor) ma charakter
radidlneho vektorového pol'a (Zriedlového pol'a), lebo v 'ubovolnom bode priestoru
tejto funkcii prislicha vektor r smerujaci od stredu (zaéiatku) stiradnicovej ststavy
(obr. 1.3.5.1)

Riesenie:
divr =V _(_a+_a+ka> (xi +yj + k)_6x+6y+6z_3
Al s < LYY ]6y T2 e M T dy 9z
Rk
b 0 a_,az dy (0x 0z dy ax_
rotr—a @ E_l(ay 62)+](az 0x)+k(0x ay)_o
Kl - 1%

Obr. 1.3.5.1 Radialne (Zriedlové) a axialne (virové) vektoroveé pole

Priklad 1.3.5.2 Vypo¢itajte divergenciu a rotaciu vektorovej funkcie f(x,y,z) =
o % r, ktora je vektorovym st¢inom konstantného vektora @ s polohovym vektorom
r.Nech r=xi+ yj a o = wk . Vektorova funkcia f zobrazuje pole vektora
rychlosti pri otacani roviny uhlovou rychlostou @ . Je to priklad axialneho (virového)
vektorového pola, v ktorom vektorova funkcia mé vzdy smer doty€nice kruznice,
ktorej stred lezi v zaciatku siradnicovej ststavy.

RiesSenie: Najprv vypocitame vektorovy sucin
oxr =(wk)x (xi+yj) =xwj -yowi. Potom
divf=V.-(oxr)=(id/ox+ jo/oy+ k/0z)- (xw]j —ywi) = 0,
rotf=Vx(woxr)=(id/ox + jo/oy + kO/0z) x (xwj —ywi) =20k.
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Vysledky prikladov 1.3.5.1 a 1.3.5.2 hovoria o tom, Ze rotacia vektorovej funkcie
predstavujicej radidlne pole sa rovna nule, ale rotacia v pripade axialneho pola je
nenulovd. Naopak je to pri divergencii, kde nenulovy vysledok sme dostali pri
radialnom poli. Tieto vysledky nazna¢uju vyznam operacii divergencia a rotécia pri
charakterizacii fyzikalnych poli. Elektrostatické pole v okoli elektrickych nabojov méa
radialny charakter, zatial' ¢o magnetické pole v okoli vodi¢ov elektrického pradu
charakter axialny. PodrobnejSie budu tieto vlastnosti poli opisané v prislusnych
kapitolach.

Kontrolné otazky

1. Uvedte, ¢o rozumiete pod divergenciou vektorovej funkcie.

Uvedte, ¢o rozumieme pod rotaciou vektorovej funkcie.

Napiste rotaciu vektorovej funkcie v tvare determinatu.

Uved'te charakteristiky radidlneho a axidlneho vektorového pola - aka je ich
divergencia a rotacia.

S

1.3.6 Viacnasobné derivacie

Doteraz uvedené aplikacie operatora nabla predstavuja prvé derivacie funkcii
priestorovych premennych. Operator vS§ak mozno aplikovat’ na funkciu ziskant prvou
derivaciou, teda dvakrat po sebe, ¢im vznikaju druhé derivécie funkcii. Aplikacie sa
zasa moOzu uskutocnit’ tromi sposobmi — ako gradient, divergencia alebo rotécia, preto
jestvuje aj viac druhov druhych derivacii.

Najprv uvedieme vSetky moznosti druhej derivacie skalarnej funkcie S(x,y, z):

a)
DR ) i o S )—('a e +ka) (,as+,as+kas)_
T =y P LT ]ay 9z) \'ox ]é)y dz)
C R T
- \ox?  ay?  9z2)
kde

A=V V=V?= 02+62+62
L 0 \ox2  9y? " 9z2

je Laplaceov operéator.

Vysledkom je skaldarna funkcia, ¢o v podstate vidno hned’ na zaciatku, lebo ide o
symbolicky skalarny saéin:

V- (VS) = AS. (1.3.6.1)
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b)
V x (VS) = rot grad S( )_(_a+,a+ka)x(_as+_as+kas)_
X = rotgra X,V,zZ) = lax ]ay 7 l X ] =

105" SRS (2T GESRI 2SI oS e
"\azay ~ ayaz) T\ azox ~ oxoz axdy dyox)

Rotacia gradientu skalarnej funkcie sa vzdy rovna nule:

Vx(VS)=0. (1.3.6.2)

c)

Tretia moznost — V(VS) = gradgrad S predstavuje tenzorova veli¢inu, ale
s takymto pripadom druhej derivacie sa pri opise fyzikalnych poli prakticky
nestretavame.

Druhé derivacie vektorovych funkcii:

d)

V(V-A) = grad div A( )—('a +'a +ka) aA"+aAy+aAZ
e S Sl ]ay 0z)\ ox dy 0z

[(0%4, 0%A, 09°4, o il LS G 924, 0%4, 024,
i + + + + + +k + +
0x? 0ydx 0z0x dxdy  dy? 0zdy 0x0z 0ydz 0z?

Vysledkom je vektorova funkcia. Operaciou v zatvorke (V-A) vznikd z vektorovej
funkcie skalarna funkcia, ale nasledujici gradient z nej opit vytvori vektorova
funkciu.

e)

Druhd derivaciu V- (V xA) = divrotA(x,y,z) mozno vyjadrit podobne ako
zmieSany sucin v tvare determinantu (vztah 1.2.3.5). Vidno, ze v determinante st dva
riadky rovnakeé, pozostavajice zo "sUradnic" nabla-operatora, takze po realizacii
celého vypoctu ziskame dvojice rovnakych ¢lenov s opaénymi znamienkami. Preto je
vysledok tejto druhej derivacie vzdy nulovy:

V.(VxA4) =0 (1.3.6.3)
f)

Druhd derivdciu V x (VxA) = rotrotA(x,y,z) rozpisSeme podla predpisu pre
dvojnéasobny vektorovy sucin:

Vx(VxA)=V(V-A) —(V-V)A = graddivAd — V’A = graddivAd — AA,
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takze
Vx(VxA) = graddivd — AA. (1.3.6.4)

Uvedené druh¢ derivacie sa pouzivaju pri formulacidch zékonov platnych vo
fyzikalnych poliach. RieSenie prikladov obsahujucich tieto derivacie neuvadzame.

Kontrolné otazky

1. Uvedte niektoré operdcie s dvojndsobnym pouzitim nabla-operatora (t.j. druhé
derivacie)!

2. Uvedte aspon jeden pripad dvojndsobného pouZitia nabla-operatora, v ktorom
je vysledok vidy nulovy!
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1.4 Integracia vektorovych funkcii
KrPicové slova

Krivkovy integral, plosny integral, tok vektorovej funkcie, objemovy integral,
Stokesova veta, Gaussova - Ostrogradskeho (integralna) veta.

1.4.1 Integracia podla Casu
Najjednoduchsim pripadom integracie vektorovej funkcie je integral typu

t2
j Ade, (1.4.1.1)
t

1

v ktorom t je skalarna premenna, pricom vektorova funkcia A zavisi od tejto
premennej. Ked’ vektorovu funkciu A(t) vyjadrime v zloZkovom tvare,

A = A + Ayjj + Ak,

integral (1.4.1.1) m6Zeme rozpisat’ na tri integraly skalarnych funkecii:

to ty ta t2
jAdt=i]Axdt+jjAydt+ijzdt (1.4.1.2)
t1 tq t1 ty

Vysledkom je vektorova funkcia zavisiaca od premennej t . Prikladom je impulz sily
I, definovany ako integrél sily F podla ¢asu:

t2
I:,[ F dt.
t

1

Priklad 1.4.1.1 Zrychlenie &astice je zadané vztahom a = pt?i — qt j, priom v
Case t; mala Castica rychlost v; = sj. KonStanty maji hodnoty p =2 m/s*,
q=4m/s®, s=3 m/s. Vypocitajte rychlost v, dastice v ¢ase t, > t; ked vieme, Ze

. I4 4 7 b 4 b t
medzi zrychlenim a rychlostou plati vztah v, —v; = [ t12 adt.

Riesenie -

t2 ty t2 £3 t2 £2 t2
vz_v1:f adtzif ptzdt—jf qtdtzip[—] —jq[—] =
t t t1 3 2

1 1 ty ty
.P .4
P56 —t) —jo ez ).
. WD .q
= vy =sjtiz(G—t) —jy -t

Po dosadeni ¢iselnych udajov mozete vypocitat’ vel'kost’ rychlosti, ako aj jej zloZiek.
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Kontrolné otazky

1. Ak& funkcia je vysledkom integracie vektorovej funkcie podla casu — vektorova,
alebo skalarna?

2. Ak integrujeme vektorovu funkciu podla casu — moze mat’ vysledna funkcia iny
pocet zlozZiek ako povodnad?

3. Uvedte priklad integrdcie vektorovej funkcie podla casu.

4. Pri integracii vektorovej funkcie podla ¢asu — maju povodna a vysledna funkcia
rovnaky fyzikalny rozmer?

1.4.2 Krivkovy integral, Stokesova veta

Pri krivkovych integréloch sa najcastejSie stretivame s typom

ra

f A-dr. (1.4.2.1)

ry

Ide o integral vektorovej funkcie A(x,y,z), od zaciato¢ného bodu r; v zvolenej
stradnicovej sustave po koncovy bod urceny polohovym vektorom 7, . V podstate je
to suacet velkého poctu ele-
mentarnych skalarnych stacinov
A-dr = Ad/ cosa, kde A je vel-
kost” vektorovej funkcie A, df
velkost’ prislusného dr a « uhol
medzi nimi v danom bode krivky,
pozdiz ktorej integrujeme
(obr.1.4.2.1). Elementarny vektor
dr ma v danom bode krivky K Obr.1.4.2.1
smer jej doty¢nice. Pritom velkost’,
aj smer vektora A(x,y,z) sa mézu
od bodu k bodu na krivke menit. Takymto integralom sa vyjadruje napriklad praca
W, pricom vektorovou funkciou je sila F :
r2
w = f F- dr (1.4.2.2)

T

A(xy.2)

2

Ak vektor F adiferencial polohového vektora dr vyjadrime v zlozkovom tvare, t.j.
F=Fi+Ej+ Fk, dr =idx+jdy + kdz,

potom po vykonani skaldrneho st¢inu dostaneme
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r2 r2

f F-dr= f (E.dx + E,dy + F,dz), (1.4.2.3)
L r1
takze ide o vSeobecny krivkovy integral. Takyto tvar mdzeme vyuzit ak chceme
vypocitat’ ¢iselnti hodnotu integralu za predpokladu, Ze pozname F,, F,, F, ako
funkcie premennych x,y,z. Ako integra¢né hranice vystupuji prislusné suradnice
polohovych vektorov r; a r,. V takejto forme mozno vypocet integralu aj
naprogramovat’ a numericky vypocitat’.
Pri splneni urcitych podmienok mozno integral typu (1.4.2.1) vyjadrit’ ako rozdiel
hodn6t skalarnej funkcie v koncovom a zaciato¢nom bode integracie:

r2
f A-dr=50r,)—S0,). (1.4.2.4)
r1
To plati vtedy, ak medzi skalarnou funkciou S (x,y,z) a vektorovou funkciou
A (x,y,z) plati vztah A = grad S, t;].
Ayi +A,j + Ak = aS +E)S +aSk 1.4.2.5

O uvedenom tvrdeni sa mozno presvedcit’ aj pomocou vzt'ahov (1.3.4.2):

: 1 F05 TLRGS
jA-dr=](Axdx+Aydy+Azdz)=j(a dx+a—dy+—dz ]dS—
1 1 71

Vo vztahoch (1.4.2.4) a (1.4.2.5) skalarna funkcia ma vyznam potenciélu fyzikalneho
pola, vektorova funkcia vyznam jeho intenzity.

Priklad 1.4.2.1 Vypocitajme krivkovy integral funkcie F = 0i+ 0j — mg k , ktora
reprezentuje homogénne tiazové pole v blizkosti povrchu Zeme, kde silu F
povazujeme za konStantni - v kazdom bode priestoru méa rovnaka velkost aj smer.
Integrovat’ budeme od bodu A(x4,y,,2;) po bod B(x,,y,,2,) po krivke, ktord spaja
tieto dva body.

RieSenie: Podl'arovnice (1.4.2.3) plati:

Ty ry Z3 Z3
fF dr—f(Fdx+ dy+Fdz)—dez—f( mg)dz =
1 T Zy

= (-mgz,) — (—mgz,)

Z vysledku vidno, ze krivkovy integral sily F = 0i+ 0 j —mg k sa rovna rozdielu
dvoch hodnot skalarnej funkcie S (x,y,z) = —mgz, ktora nezavisi od premennych
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x,y. Z vypoctu vidno, Ze nebolo treba uviest’ po akej krivke integrujeme, rozhodujtice
st iba zaciato¢nd a koncova z-ova suradnica integrovania.

Priklad 1.4.2.2 Vypocitajme krivkovy integral funkcie F = —Kr, obmedzenej na
jednu rovinu, t.j. nech napr. r = xi + yj . lde vlastne o vyjadrenie dostredivej sily na
otacajucom sa disku, lebo ma smer opacny ako vektor r (ktory ma zaciatok v strede
otacania) a ¢im dalej od stredu otacania, tym je sila vicsSia. Integrovat’ budeme od
bodu s polohovym vektorom r; po bod r, .

Riesenie: Funkciu F vyjadrime v zlozkach F(x,y) = — K(xi + yj), potom

ry T X2 Y2
f F-dr = j(dex+Fydy) =K f xdx — K _[ ydy =
ri Ty X1 Y1

K
= =16 =) + 0F -y,

¢o mozno este upravit’ na tvar zodpovedajici rozdielu hodnoét skalarnej funkcie:

_g[(xg +y3) — (xf +y2)] = (‘%"22) g (_grf)’

KAER M 1T Vgl B, Telh—r sl e

Poznamka 1. Na prikladoch 1.4.2.1 a 1.4.2.2 sme videli, Ze vysledok nezavisi od
tvaru integracnej krivky, ale len od zaciatocného a koncového bodu. Ak by vsak vo
vyjadreni funkcie F bol este dalsi clen, ktory by reprezentoval napriklad trenie,
potom vysledok integrdcie by zavisel od dizky konkrétne zvolenej integracnej krivky.
Potom by takyto integral nebolo mozné vyjadrit’ ako rozdiel hodnot skalarnej funkcie
V koncovom a zaciatocnom bode.

Poznamka 2. Ak by sme v integrali (1.4.2.6) integrovali opacnym smerom, t.j. od T,
po r,, dostali by sme vysledok S (r;) — S (r,), teda vysledok s opacnym
znamienkom. Pri integracii po uzavretej krivke (ked zaciatocny a koncovy bod su
totozné) vysledok sa rovnd nule, lebo na uzavretej krivke sa vyskytuju elementarne
skaldrne suciny A -dr kladne i zaporne v takom zastupeni, zZe vysledok ich suctu je
nulovy. Takuto vlastnost maju vektorové funkcie v oboch uvedenych prikladoch. Prva
Z nich predstavovala homogénne pole, druha radidlne. Stretavame sa vsak aj s polami,
v ktorych integral po uzavretej krivke nie je nulovy, napr. v magnetickom poli, ktoré
ma axialny charakter. (Pozri priklad 1.3.5.2).

Ako bolo uvedené v Poznamke 2. krivkovy integral po uzavretej krivke
(nazyva sa cirkulacia vektorovej funkcie) sa nemusi vzdy rovnat' nule. Vtedy
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oby¢ajne mozno krivkovy integral funkcie A pozdiZ uzavretej krivky nahradit
plosnym integralom rotacie funkcie A, ¢o vyjadruje Stokesova veta:

9€A dr = ﬂ rotA-ds (1.4.2.7)
K S

Plosny integral sa pocita cez plochu, ktora je ohranicend integra¢nou krivkou K. Tvar
plochy pritom nie je presne definovany, moze to byt’ cast’ roviny, ale aj ina plocha,
napriklad Cast’ gul'ovej plochy, elipsoidu, €1 inej komplikovanejSej plochy. Pritom nie
je rozhodujuce, ¢i krivka K lezi v jednej rovine. Dokaz tychto tvrdeni, vratane dokazu
spravnosti Stokesovej vety, si predmetom matematickej analyzy. ZjednoduSené
odvodenie tejto vety najdete v dodatkoch.

Zo Stokesovej vety vyplyva interpretacia operacie rotA . Ak by rot A bola v istej
oblasti priestoru (roviny) konstantna, a vektor dS by bol s vektorom rot A rovnobezny
(vtedy rotA-dS = |rot A| dS), bolo by mozné vybrat’ ju pred integral a napisat’

1
lrot A| = = 39,4 . dr. (1.4.2.8)
S K

kde S = [[dS. Preto velkost funkcie rotA mozno ¢iselne interpretovat ako
cirkulaciu vektorovej funkcie po krivke ohrani¢ujtcej plochu s jednotkovym obsahom.

Kontrolné otazky

1. Napiste priklad krivkového integralu.

2. V ktorom pripade vysledok krivkového integrdalu zavisi len od zaciatocného a
koncového bodu integracie?

3. Uvedte priklad krivkového integralu, pri ktorom integral po uzavretej krivke sa
rovna nule.

4. Uvedte priklad, v ktorom vysledok krivkového integralu zavisi od integracnej cesty,
a nie iba od zaciatocného a koncového bodu integracie.

5. Vysvetlite obsah Stokesovej vety.

1.4.3 Plo$ny integral, Gaussova — Ostrogradského (integralna) veta

Pod plosnym integralom vektorovej funkcie sa najcastejSie rozumie integral,

ktory zapisujeme v tvare
ff A-ds. (1.4.3.1)
S

Za znakom plosného integralu je skalarny sucin vektorovej funkcie A s diferen-
ciadlom dS, ktory ako vektor je kolmy na prislusnt elementarnu plosku a jeho velkost’
predstavuje jej plosny obsah. Takému integrélu sa hovori tok vektora A cez plochu S.
(Viac otoku vektora je v Dodatkoch.) Aj vtomto pripade, v zmysle Riemannovej
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definicie integralu, 1ide vlastne o sucet limitne velkého poctu elementarnych
skalarnych sucinov A -dS = A dS cosa, kde
A je velkost’ vektorovej funkcie (vektora) A,
dS velkost’ prislusného dS a « uhol medzi
nimi v danom bode plochy, priCom sa tieto
suCiny scCitaja po celej ploche, po ktorej
integrujeme.  Velkost aj smer vektora
A(x,y,z) sa mozu na ploche od bodu k bodu
menit’ (obr. 1.4.3.1).

Ked' dS vyjadrime v zlozkach: dS = idy dz + j dz dx + k dx dy, tak skalar-
ny sucin 4 -dS mozno vyjadrit’ aj v tvare:

Obr.1.4.3.1

A-dS=A,dydz+A,dzdx + A, dxdy, (1.4.3.2)

takze integral (1.4.3.1) moZno vo vhodnom pripade rozpisat ako sucet troch
integralov. Vysledkom tohto integralu je skalarna funkcia.
Ako priklad mozno uviest’ vztah medzi elektrickym pradom [ a vektorom

hustoty elektrického prudu J :
= ﬂ] -dS
S

V teorii pola sa Casto stretdvame s ploSnym integrdlom cez uzavretd plochu
(vytok vektorovej funkcie)

#A -ds, (1.4.3.3)

ktory pomocou Gaussovej - Ostrogradského vety mozno premenit na objemovy
integrél divergencie vektorovej funkcie A :

#A WA= ff divAdrt, (1.4.3.4)
s v

kde dr predstavuje objemovy element, ktory v Kartezianskej suUradnicovej sustave
mé tvar dz = dx dy dz. Pod uzavretou plochou pritom rozumieme napriklad povrch
gule, elipsoidu, alebo iného atvaru, tvoriaceho rozhranie medzi vndtornym a
vonkaj$im priestorom. Podl'a dohody sa elementarne plosné vektory dS orientuju
vzdy zuzavretej plochy von. Objemovy integral sa pritom pocita cez objem
ohrani¢eny uzavretou plochou. Presny dokaz tejto velmi vyznamnej vety je
zélezitostou matematickej analyzy, zjednoduseny dokaz najdete v Dodatkoch.

Z Gaussovej - Ostrogradského vety sa da dedukovat’ vyznam funkcie div A. Ak
je tato funkcia v celom uvazovanom (hoci malom) objeme konStantnd, mozno ju
vybrat’ pred integral, takze prava strana Gaussovej-Ostrogradskeho vety nadobudne
tvar (div A)V . Po prevedeni objemu V' na druht stranu rovnice dostaneme vysledok:
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1
divA = —# A-dS. (1.4.3.5)
|4 S

Na zdklade tohto vztahu mozno funkciu divA interpretovat’ ako vytok
vektorovej funkcie A z uzavretej plochy pripadajici na jednotkovy objem (= vytok z
jednotkoveho objemu).

Priklad 1.4.3.1 Vypocitajte plo$ny integral

funkcie A=K (r/r®) cez gulovii plochu s

polomerom R, ktorej stred je umiestneny do N
zaCiatku stradnicovej sustavy (K je konstanta, r A

polohovy vektor, 7 jeho velkost). iy
RieSenie:  Pri pocitani integralu (1.4.3.3) si v Obr. 1.4.3.2

uvedomime, Ze vektory r a dS su v kazdom

bode povrchu gule rovnobezné, preto skaldrny sucin

A-dS=K(r/r®)-dS =K (1/r®*)r-dS = K(1/r3)rdS = K (1/r*)dS ,
pricom na povrchu gule r = R . Preto

f$A-dS = §(K/R?)dS = (K/R*) $dS = (K/R?)4mR? = 471K,

lebo plosny integral z dS cez cely povrch gule je 4mR? .

dsS

Kontrolné otazky

1. Co rozumiete pod plosnym integralom vektorovej funkcie?
2. Napiste a slovne vyjadrite Gaussovu - Ostrogradského integralnu vetu.
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DODATKY

D1 Definicia vektorovej veli¢iny

Z tyzikalneho pohladu sa vektorové veli€iny charakterizuju ako veli¢iny, ktoré
sa vyznacuju velkostou aj smerom. Tuto jednoducht ,,definiciu® vektorovej veliCiny
mozno najst v mnohych ucebniciach fyziky. Vyjadrenia tohto druhu su iba
kvalitativne, takze ak sa vektory maju pouzivat’ pri technickych vypoctoch, najma
S vyuzitim vypoctovej techniky, treba ich definovat’ kvantitativne. Taky spOsob
definicie sa nachadza zvycajne v ucCebniciach matematiky. Napriklad v knihe
K. Rektorys akol.: Piehled uzit¢ matematiky, (SNTL Praha 1973), sa vektory
v trojrozmernom priestore definuju takto:

Usporadané trojice redlnych cisel, pro které jsou definovany
a) rovnost: (a;,a,,a;) = (by, by, b3), je-li a; = by, a, = by, a; = by
b) soucet: (ay,a,,a3) + (by,by,b3) = (ay +by, a, +b,,as + bs)
c) suocin trojice s Cislem: k(aq, a,,a,) = (kaq, ka,, kas)

nazyvame vektory.

Vektor je tak zavedeny pomocou trojice Cisel — oznacovanych ako suradnice
vektora. Znalost’ slradnic umoziuje ziskat' o vektore d’alSie informacie zaujimavé
z fyzikalneho 1 technického hladiska. Ak zaciatok vektora umiestnime do zaciatku
sturadnicovej sustavy, tak trojica Cisel predstavuje stradnice jeho koncového bodu.
Pomocou trojice cisel (a4, a,, as) vztahujicich sa na konkrétnu karteziansku stustavu
je jednoznacne uréend velkost a vektora a=(a;, a, a;) (— vztahy 1.1.4.3,
1.1.4.4):

— 2 2 2
a—\/a1+a2+a3,
ako aj jeho smer uhlami «a, B,y , ktoré vektor a zviera so suradnicovymi osami:

a; a; as
COSg———Brcosiin—— Feasty —= =
a a a

Pri rieSeni uloh v ktorych sa
pouzivaju vektory, Casto prichadza do
Gvahy zmena sUradnicovej sustavy, t.j.
transformécia vektora do inej sustavy.
Vychddza sa pritom z predstavy, ze
velkost vektora sa transformaciou
nezmeni, ale zmenia sa uhly, ktoré
vektor zviera so sUradnicovymi osami
novej sustavy a tym aj jeho stradnice. Vzt'ah medzi povodnymi a novymi suradnicami
je determinovany prave zachovanim velkosti vektora. Ten sa d& jednoducho a ndzorne
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ziskat' v dvojrozmernom priestore, teda v rovine, ak ide o dve navzajom pooto¢ené
suradnicové sustavy so spoloénym zaliatkom. Na obrazku je znazorneny vektor a
Vv dvoch suradnicovych sutstavach, vzajomne pootocenych o uhol o, v ktorych ma
suradnice (x,y), resp. v ¢iarkovanej sustave (x’,y"). Ak jednotkové vektory v tychto
ststavach oznacime ako i,j resp. i’,j’, potom vektor a v tychto sustavach vyjadrime
vzt'ahmi:

a=xi+yj 1resp. a=xi+yj.

Ked’Ze ide o ten isty vektor, musi platit’ rovnost’

XU +yj =xi+tyj.
Tato rovnost’ umoziuje vypocitat' nové — ¢iarkované — suradnice pomocou pévodnych
neciarkovanych suradnic. Ked’ je ¢iarkovana ststava pootoc¢ené o uhol a, tak takyto

uhol zviera vektor i” s vektorom i, ako aj vektor j” s vektorom j. Stradnicu x” potom
ziskame, ked’ celi rovnost’ vynasobime skalarne jednotkovym vektorom i :

V- +yj) =1 (xi+ yj).

Pri vypocte vyuzijeme vlastnosti skalarneho sucinu vektorov:
ar  ms ar  as .y o ar = T g
il =1, i'-j =0, i'-i=cosa, l-]=cos(z—oz)=sma,
a tak dostaneme:
x'= xcosa +ysina.
Vynasobenim rovnosti vektorom j” ziskame stradnicu

y = —xsina+ycosa.

Ked’ sa vektory zapisuju ako stlpcové matice (;), (y)’ tak uvedena transformacia sa

zapisuje ako maticovy sucin:

(X> . ( cosa  sin a) (x)
y —sina cosa/\y/’
v ktorom sa uplatituju prislusné pravidla nasobenia matic. Stvorcova transformacna
matica reprezentujuca transformécie vektorov zachovavajuce ich velkost ma tu
vyznamnu vlastnost’, ze hodnota jej determinantu sa pri rotaciach o 'ubovolny uhol

rovnd +1, pri zrkadleniach —1. V trojrozmernom priestore to plati rovnako, pricom
transformécia vektorov sa zapisuje vo vSeobecnom tvare takto:

!
X1 ai1 Q12 Q13\ /X
Xy | =(aa1 az2 az || x2
x5 az; A3z Azz/ \X3

Z0 z4pisu tejto matice sa da vycitat’ smer osi otocenia vektora, uhol oto¢enia a pri
zrkadleniach smer normaly na zrkadlov( rovinu.
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D2 Stokesova veta, zjednodusené odvodenie

Dokaz spravnosti Stokesovej vety

ng-dr=ffrotA-dS (D)
K S

je matematicky néarocny, tu je uvedeny iba zjednodusSeny postup, ktory priblizi jej
odvodenie. Budeme predpokladat’, Ze uzavreta integracna krivka K lezi v jednej
rovine, napr. rovine stradnic x,y kartezianskej ststavy. Plochu ohrani¢enti uzavretou
krivkou rozdelime na malé Stvoréeky rovnobeznymi priamkami (na obrazku), takze
strany $tvoréekov maju dizky Ax = Ay . Vypoéitame cirkulaciu vektorovej funkcie
A(x,y,z) = iA, +jA, + kA, okolo jedného z nich.

E= e . Lalife 'D
K N
y /—\\ :
/ ) Pe ¢ Q i Ay
[ / I
| / I
J \ // B L C %
o
i 2 PR >

Vrcholy tohto Stvoréeka st oznacené pismenami B, C, D, E, pri¢om tieto vrcholy maji
stradnice

B(x,y,2z), C(x + Ax,y,z), D(x + Ax,y + Ay, z), E(x,y + Ay, z).

Stvoréeky st velmi malé a preto predpokladame, Ze vektorovéa funkcia sa pozdiz ich
stran prili§ nemeni. Krivkovy integral vektorovej funkcie A pozdiZ strany $tvoréeka
vyjadrime ako skalarny sudin vektora predstavujuceho dizku strany a vektorovej
funkcie s jej hodnotou uprostred strany Stvoréeka. Napriklad integrdl medzi bodmi B
a C nahradime vyrazom

Cc
fAdT=AR(Axi)=AxRAX,
B
kde Ay je vektorova funkcia v bode R, A,r jej x-ova suradnica v tomto bode. Po
skalarnom sucine funkcie A s jednotkovym vektorom i zostala z nej iba prislusna

stiradnica. Podobne nahradime integraly pozdiz ostatnych stran §tvordeka:

D E
f A-dr =4, (y)) = Ayedy, f A-dr=A; - (=Ax i) = A Ax
c D

B
f A-dr =4, (—4yj) = —Apdy

E
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Sc¢itanim vSetkych Styroch integralov, resp. ich ndhrad, dostaneme vyraz vyjadrujuci
cirkulaciu vektorovej funkcie A okolo Stvorc¢eka s vrcholmi B,C, D, E

99,4 ~dr = (Ayg — Axr)dx + (Ayg — Ayp) Ay . (2)

Veliciny A,r a A,r su stradnice vektorovej funkcie v dvoch blizkych bodoch,
liSiacich sa iba suradnicou y (0 Ay), takze ich vzajomnu stvislost mozno vyjadrit
pomocou Taylorovho radu, priCom vzhl'adom na blizkost bodov T a R vysSie ¢leny
radu zanedbame:

0A, 0A,
Ayr = Ayxp +WAY = Ayp —Apr = — dy Ay .
Podobne
dA, dA,
Po dosadeni do rovnice (2) dostaneme:
ff A-d —aAyAA s A 9o e 3
BCDE T—ax o dy = M. 57 dy = )

Vyraz v zatvorke predstavuje z-ovl sUradnicu vektora rotA (pozri cast’ 1.3.5), a
sacin AxAy ploSny obsah Stvorceka, ktory oznaCime symbolom AS,,. Ak Stvorcek
nema Specialne uloZenie v suradnicovej sustave aké sme doteraz predpokladali, pri
vypocte cirkulacie vektorovej funkcie A dostaneme aj d’alSie dva cleny, podobné
vysledku (3), a ich s¢itanim pre cirkulaciu C okolo Stvoréeka ziskame vysledok:

04, 0A, 04, 0A, 04, 0A,
C-(a‘ﬁ>“5xy+(ﬁ‘g 8, + (57 = ) A5ex = (ot 4 45)
*)

Cirkulécia vektorovej funkcie po obvode malého Stvorceka sa teda rovna skalarnemu

sucinu jej rotacie s vektorom priradenym ploche Stvor¢eka (A4S = AS,,i + AS,,j +
+ A4S, k):

C = (rotA)-4S. (5)
Pri pocitani cirkuldcie okolo dvoch susednych

Stvoréekov majii prispevky na spolo¢nej strane A(x,y,2)
Stvor¢ekov opacné znamienka (Sipky na obrazku -

ukazuji smer integrovania v susednych Stvorce- + + Ay

koch). To znamenda, Ze ak pocitame cirkuldciu po —

spolo¢nom obvode (obalke) susediacich Stvorcekov, AX

vysledok sa rovnd suctu cirkulacii  okolo

samostatnych  Stvorcekov, lebo prispevok od
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spolo¢nej strany sa rovna nule. To mozno vyuzit’ pri poc€itani cirkulacie po I'ubovolnej
uzavretej priestorovej krivke. Preto sa cirkuldcia vektorovej funkcie rovna suctu
elementarnych prispevkov (5). V limitnom pripade, ked’ sa mala ploska AS nahradi
elementarnou ploskou dS, prispevky (rot A) -dS sa séitaji, t.j. integruji po celej
ploche ohrani¢enej uzavretou integratnou krivkou. Z toho vyplyva rovnost
krivkového a ploSného integralu:

3€A -dr=ﬂrotA-dS
K S

¢o je obsahom Stokesovej vety.
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D3 Tok vektorovej veli¢iny

Tento ndzov mé pbévod v hydromechanike. Ak sa potrubim pohybuje kvapalina
rychlostou v, potom integral
T = j J v-dS (D)
S

vyjadruje objem kvapaliny, ktory za jednotku ¢asu pretecie plochou S .V priaznivom
pripade, ked’ vektor v je v celom priereze potrubia rovnaky a suhlasne rovnobezny
s vektorom dS, integral (1) vyjadrujuci tok T sa zjednodusi:

= fforas=offas=s

Z vysledku vyplyva, ze rozmer veli¢iny T sa rovna:

3
m m

[T —nie =,
S S

takze naozaj ide o objem ktory pretecie plochou S za sekundu.

Vyznam veli¢iny T moZzno zddvodnit’ aj podrobnejSie. Ak sa celym prierezom
S potrubia kvapalina pohybuje rychlostou v, za Casovy interval At sa kvapalina
posunie 0 ¢ = vAt. Prierezom S tak za Casovy interval At pretecie objem kvapaliny
AV = S0 = S vAt . Objem, ktory pretecie za jednotku ¢asu (objemovy prietok)
o

Ak rychlost v nie je v celom priereze rovnaka, potom

qv=ffvd5.
s

Ak plocha rezu v potrubi nie je postavend kolmo na vektor rychlosti v pradenia
kvapaliny, potom pri vypoc¢te objemového prietoku treba prihliadat’ aj na vzajomny
uhol medzi vektormi v a dS, ktory je obsiahnuty v skalarnom sucine tychto veli¢in:

qV:jjv'dS
S

Ak mame iné vektorové pole, napriklad polé vektorovej veli¢iny A, potom integral

r=[[a-as

predstavuje tok vektora A cez plochu S.

qy Sv.
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D4 Gaussova - Ostrogradského veta, zjednodusené odvodenie

Premenu plo$ného integralu na objemovy mozno zjednoduSenym sposobom
ilustrovat’ na priklade malej kocky nachadzajlicej sa v priestore, kde je definovana
vektorova funkcia priestorovych suradnic

A(x,y,z) = i A,(x,y,2) + jA,(x,y,2) + kA, (x,y,2). (D

Kocku umiestnime tak, aby jej hrany boli rovnobeZzné so suradnicovymi osami
kartezianskej sustavy.

4
D i A(P) H A(Q B(x+A4x,y, 2)
1 ; C(x.y, 2)
£ E/ J D(x, y, z+4z)
P y \Q’, E(x+A4x, y, z+4z2)
451 “ i %/ 45, F(x+A4X, y+Ay, 2)
Chpomm e ] s 2\ = G(x, y+4y, 2)
/,’/ . H(x, y+A4y, z+A4z2)
B, J(X+A4X, y+A4y, 2+ Az)

A PGy ) Q.. yray,

Budeme pocitat’ plosny integral vektorovej funkcie A cez uzavretu plochu tvorenu
Siestimi stenami kocky. Najprv vypocitame plosné integrdly cez steny ohranicené
vrcholmi BCDE (stena ¢.1) a FGHJ (stena ¢.2). Hrany kocky maja dizky Ax, Ay a
Az, takZe plosny obsah uvedenych stien je AS; = AS, = Ax -Az . Predpokladame ze
kocka je dostato¢ne, takmer diferencialne mala, takze funkcia A sa v r6znych bodoch
steny kocky vel'mi nelisi, je temer konStantna. Potom tok funkcie A cez stenu kocky
mozeme dostatoéne dobre nahradit’ skalarnym su¢inom T = A -AS, kde dosadime
hodnotu vektorovej funkcie zo stredu plosky (teda jej hodnoty v bodoch P resp. Q).
Vektory priradené plocham vyjadrime pomocou jednotkového vektora j . Sucet tokov
funkcie A cez obe steny kocky sa potom rovna suctu

Ty + T, =Ap-AS; + Ay - AS; = Ap - (—jAxAz) + Ay - (jAxAz ) =

= AxAz(j) - (Aqg — A4p) .
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Po skalarnom sucine vektorovej funkcie (1) s jednotkovym vektorom j zostane z nej
iba y-ova suradnica, takze predchadzajtci vzt'ah nadobudne tvar

T, + T, = (AxAz) (Ao — Ayp). (2)

Kedze body P a Q su blizke, rozdiel suradnic A,, — Ayp mozno aproximovat
pomocou prveho €lena Taylorovho radu (ostatné ¢leny su zanedbatel'ne malé):

J0A
(AyQ . AyP) = a—yyAy.

Tento vztah dosadime do rovnice (2), ¢im dostaneme

04, 04,
T, + T, = (AxAz)(Ayg — Ayp) = B (AyAxAz) = WAT’

kde At je objem malej kocky. Vypocet tokov cez d’alSie navzajom protil'ahlé steny
vedie k vysledkom
0A dA,

OZZ (AyAxAz) = > AT.

A, A,
T3 U T4_ = W(AyAXAZ) = WAT’ T5 T T6 =

Stcet tokov cez vSetky steny kocky poskytne vysledok

iT— 6Ax+6Ay+6AZ AT =divA A 3
SRS T oy 0z 0 s~ 3

pricom v limitnom pripade, ked’ kocka nadobudne elementdrne rozmery, namiesto At
vo vysledku bude dr.

Gaussova - Ostrogradskeho veta vSak vyjadruje tok cez makroskopicku uzavre-
tu plochu. Objem ohrani¢eny l'ubovol'nou uzavretou plochou sa da zaplnit’ elemen-
tarnymi kockami. Pri s¢itavani tokov
cez susedné elementarne kocky maju
toky cez spolocnu stenu rovnaku

velkost’, ale opa¢né znamienka. Vidno
to na obrazku, podla ktorého skaldrne
su¢iny vektorovej funkcie A s vek-
tormi  AS prisluchajucimi sivej resp.
¢iernej kocke, maji na spolocnej

AS

stene opa¢né znamienka. TO znamena,

ze tok cez obalku viacerych dotykajucich sa kociek sa rovna suctu tokov cez povrchy
jednotlivych kociek. Vysledkom scitania tokov cez povrchy vSetkych elementarnych
kociek vyplnajacich objem ohrani¢eny makroskopickou uzavretou plochou je integral

T:#A-ds. (4)
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Na druhej strane stcet vyrazov div A dr cez objem ohraniceny uzavretou plochou je

objemovy integral
[[fawaas. ®
|4

Rovnost’ vyrazov (4) a (5) predstavuje Gaussovu - Ostrogradského vetu:

5= ([ awace
%4
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SLOVNIK

absolutna hodnota vektora = velkost’ vektora

baza vektorov vzt’ainej sustavy — trojica zvycajne jednotkovych vektorov, ktoré
urcuju smer suradnicovych osi vzt'aznej sstavy v trojrozmernom priestore; V rovine
béaza pozostava z dvoch vektorov

cirkulacia vektorovej funkcie — krivkovy integral vektorovej funkcie po uzavretej
krivke: $ A - dr

derivacia vektorovej funkcie — vektorovu funkciu mozno derivovat’ podl'a ¢asu alebo

podla priestorovych premennych (— gradient, divergencia, rotacia); derivacia podl'a
Casu t je definovana vzt'ahom

A — A

IS —

to>ty ty) — g

kde A; a A, su hodnoty vektorovej funkcie v ¢asovych okamihoch t; resp. t, ;

Citatel' zlomku udava smer zmeny vektorovej funkcie, cely zlomok vyjadruje zmenu

vektorovej funkcie pripadajicu na jednotku Casu

)

divergencia vektorovej funkcie — operécia, ktorej vysledkom je skalarna funkcia
definovana vztahom S(x,y,z) = divA(x,y,z) = V-A(x,y,2); je to aplikacia
operatora nabla na vektorovt funkciu prostrednictvom skalarneho sucinu

dvojnasobny vektorovy sucin — vektorovy sucin troch vektorov typu (axb) xc ,

alebo a x (b x c), ktorého vysledkom je vektor; vysledny vektor vzdy lezi v rovine

uréenej vektormi v zatvorke, preto sa vyjadruje ako ich linearna kombinécia:
ax(bxc) = b(a-c) — c(a-b), (axb)xc = b(a-c) —a(b-c)

Gaussova (integralna) veta — premena plo$ného integralu vektorovej funkcie po
uzavretej ploche na objemovy integral divergencie tejto funkcie cez objem ohrani¢eny
uzavretou plochou: §6 A -dS = [[f div A dz, kde dr predstavuje objemovy element,
ktory v kartezidnskej suradnicovej sistave matvar dz= dx dy dz

gradient skalarnej funkcie — vektorova funkcia A(x, y, z) priestorovych premennych,

definovana vzt'ahom

S as_ s
A(X,y,Z) =al+@]+£k = VS,

kde S (x,y,z) je skalarna funkcia, i,j, k jednotkové vektory charakterizujdce smer
suradnicovych osi a'V je nabla-operator

jednotkovy vektor — vektor, ktorého velkost’ sa rovna ¢islu 1, je teda bezrozmerovy
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kolinearne vektory — navzajom rovnobezné vektory aj roznych velkosti, ktoré maju
rovnaky, alebo aj opa¢ny smer

komplanarne vektory — minimalne tri vektory, vo vSeobecnosti roznych velkosti,
ktoré lezia v jednej rovine, alebo st s iou rovnobezné

koniec vektora — bod na usecke zobrazujucej vektor oznacovany Sipkou; Volbou
zaCiatku a konca usecky urCujeme jej smer; ak sa zaciatok vektora nachadza v za-
Ciatku stradnicovej sustavy, poloha konca vektora je uréena suradnicami vektora

krivkovy integral vektorovej funkcie — integral vyjadreny zvycajne v tvare

T T
] F-dr= ] (E.dx + F,dy + F,dz),
T T

kde F(x,y,z) je vektorova funkcia troch premennych

linedrna kombiné&cia vektorov — vektorovy stcet skalarnych nasobkov kone¢ného
poctu vektorov: v = pa + gb + rc + sd+...., kde p,q,r,s sO skalary; v troj-
rozmernom priestore linearnou kombinaciou troch nekomplanarnych vektorov
(obyc¢ajne vektorov bazy) mozno vyjadrit' 'ubovolny vektor, napriklad polohovy
vektor:r =xi + yj + zk

nabla-operator , Hamiltonon operator nabla — diferencialno-vektorovy operator V=

ORI W g, ; - y ] : >
it 3] =~ k ; pouziva sa pri operaciach gradient, divergencia a rotacia, kde sa

s nim popri diferencialnych operaciach nardba ako s vektorom

plosny integral vektorovej funkcie — najcastejsie integral typu [[ A - dS ; za znakom
integralu je skalarny sucin vektorovej funkcie A s diferencialom dS ktory ako vektor
je kolmy na prislusnu elementarnu plosku a jeho velkost’ predstavuje jej ploSny obsah,;
takémuto integralu sa hovori tok vektora A cez plochu S; diferenciél plochy dS mozno
Vv kartezianskej siradnicovej ststave vyjadrit’ ako

dS =idydz+jdzdx + kdxdy,
a skalarny sucin A - dS v tvare: A,dydz+ A, dzdx + A, dxdy

pravotoc¢iva sustava troch vektorov — nekomplanarna trojica vektorov a, b, ¢ s tak-
to definovanym poradim tvori pravotoCivi sustavu, ak z konca vektora ¢ sa
stotoznenie prvého vektora (t.j. v tomto pripade vektora a) s druhym vektorom po
kratSom obluku javi ako jeho pohyb proti chodu hodinovych ruciciek

priemet vektora — operécia, ktorej vysledkom je vektor; ak premietame vektor a do
smeru vyjadreného jednotkovym vektorom j, pre priemet p plati p = (a-j) j
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rotacia vektorovej funkcie — operacia, ktorej vysledkom je vektorova funkcia
definovana vztahom  B(x,y,z) =rotA(x,y,z) =V xA (x,y,2); je to aplikacia
nabla-operatora na vektorova funkciu prostrednictvom vektorového sucinu

rovnost’ dvoch vektorov — dva vektory su rovnaké, ak maju rovnaky smer aj vel'kost’

rozdiel dvoch vektorov — operéacia a — b, ktora sa uskutoc¢nuje ako stucet a + (—b),
pricom vektor —b ma rovnaku velkost’ ako vektor b, ale opa¢ny smer

skalarna funkcia — funkcia zvyc¢ajne troch priestorovych premennych x,y,z, tj.
S (x,y,z), ktora kazdému bodu vymedzene;j Casti priestoru priradi skalarnu veli¢inu;
napriklad teplota v miestnosti, potencial v elektrickom poli; jej hodnoty mézu zavisiet’
aj od Stvrtej premennej — Casu t: S (x,y,2,t)

skalarna veli¢ina, skalar — fyzikalna veli¢ina, ktoré je uplne urCena svojou cCiselnou
hodnotou a prislusnou jednotkou

skalarny nasobok vektora = nasobenie vektora (vektorovej veliCiny) skalarnou
veli¢inou (skalarom s) — operécia, ktorou sa ziska vektorova velicina, ktorej rozmer sa
rovna sucinu rozmerov nasobenych veli¢in, a ktorej vel’kost’ je s - ndsobkom velkosti
povodnej vektorovej veli¢iny (vektora); ak s <0, smer vysledného vektora je opacny
ako smer nasobeného vektora

skalarny sucin vektorov a-b — operacia medzi dvoma vektormi, ktorej vysledkom
je skalérna veli¢ina, a ktoru ziskame ako sucin vel'kosti vektorov a kosinusu uhla nimi
zovretého: a-b = ab cosa

smer vektora — parameter charakterizujuci vektorovu veli¢inu, odliSujuci ho od
skalarnej veli¢iny; v kartezidnskej sustave sa vyjadruje pomocou uhlov, ktoré vektor
zviera so suradnicovymi osami; v geometrickej interpretdcii sa reprezentuje smerom
orientovanej usecky, zobrazujucej prislusny vektor

smerovy kosinus — kosinus smerového uhla

smerovy uhol — uhol medzi vektorom a stradnicovou osou kartezianskej suradnicovej
sustavy; Vv trojrozmernom priestore ma kazdy vektor tri smerové uhly

Stokesova veta — veta o premene krivkového integralu funkcie A pozdiz uzavrete;
krivky na plos$ny integral roticie funkcie A po ploche ohranienej touto uzavretou

krivkou:
ng -dr:ﬂrotA-dS;
K S

tvar plochy pritom nie je presne definovany, méze to byt Cast’ roviny, ale aj ina
plocha, napriklad ¢ast’ gul'ovej plochy, elipsoidu, ¢i inej komplikovanejSej plochy
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sucet vektorov — operacia, ktorou vznikne treti — vysledny vektor; geometricky sa
stcet zobrazuje tak, ze ku koncu prvého vektora sa pripoji za¢iatok druhého vektora a
vysledny vektor sa ziska spojenim zaciatku prvého s koncom druhého vektora, ¢im
vznikne tzv. vektorovy trojuholnik; pri vyjadreni vektorov pomocou trojic suradnic,
suradnice vysledného vektora sa rovnaji suctu prislusnych stradnic sc¢itovanych
vektorov; s¢itovat’ mozno aj viac vektorov, pricom uvedeny postup Sa opakuje, ¢im
vznikne vektorovy mnohouholnik

suradnica vektora — kladny, nulovy, alebo zaporny skalar (= skalar srozmerom
reprezentovanej veli¢iny), predstavujuci suradnicu koncového bodu vektora na
niektorej zo suradnicovych osi; skalarnym néasobkom prislusného jednotkového
vektora stradnicou vektora sa ziska zlozka vektora v smere prislusSnej suradnicovej
0si; v trojrozmernom priestore mé vektor tri suradnice

tok vektora cez plochu — plosny integral vektorovej funkcie

uhol medzi vektormi — uhol zvierany dvoma vektormi, ktory sa najlepsie posudi, ked’
sa ich zaciato¢né body stotoznia; podl'a definicie (dohody) mdze nadobudat’ hodnoty
z intervalu < 0°, 180° >, takze nemdze byt vacsi nez « rad (180°)

vel’kost’ vektora — kladna (nezdpornd) skaldrna veli¢ina, vyjadrend v jednotkéch
prislusnej vektorovej veliiny

vektorova funkcia — funkcia zvycajne troch priestorovych premennych x,y,z, t.|.
A (x,y,z), ktora kazdému bodu vymedzene;j Casti priestoru priradi vektorovu velic¢inu,
teda jej vel'kost’ aj smer; pri vyjadreni pomocou zloziek ma tvar

A(x,y,z) = i A(x,y,2) +jA,(x,y,z) + kA,(x,y,z), kde A, A,, A, sU skalarne
funkcie - suradnice vektorovej funkcie; moze zavisiet' aj od Casu t: A(x,y,zt);
priklad: rozlozenie rychlosti pradenia vzduchu v miestnosti

vektorova veli¢ina, vektor — fyzikalna veli€ina, pri ktorej okrem vel'kosti a prislusne;j
jednotky, treba zadat’ aj jej smer

vektorovy sucin dvoch vektorov a x b — operacia, ktorej vysledkom je vektor c;
velkost' vektora ¢ je definovana ako stéin velkosti vektorov @ a b a sinusu uhla
nimi zovretého; vysledny vektor je podl'a definicie kolmy na rovinu vektorov a a b
a vporadi a,b,c tvori s nimi pravoto¢ivu sustavu

zaliatok vektora — pri geometrickej interpretacii bod na zac¢iatku usecky, ktorou sa
vektor zobrazuje; koniec vektora sa vyznacuje Sipkou na usecke
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zaporny vektor — nevhodny nazov pre vektor, pred ktorym je vyznacené znamienko
minus; znamienkom sa vyjadruje zmena na opa¢ny smer vektora

zloZKy vektora — vektory, na ktoré sa dany vektor da rozlozit, takze ich séitanim
vznikne pbévodny vektor; smery jednotlivych zloziek v rovine alebo priestore mozu
byt 'ubovol'né, ale najcastejSie sa volia v zhode so smermi stradnicovych osi vybranej
suradnicovej sustavy; vyznamné su tri zlozky vektorov v kartezianskej suradnicovej
sustave, ktoré su skalarnymi nasobkami prislusnych jednotkovych vektorov

zmieSany sucin vektorov — sucin troch vektorov typu (a x b) -c, alebo a - (b x c),
ktoré¢ho vysledkom je skalarna veliCina;, najprv treba vykonat vektorovy sucin
vektorov v zatvorke, ¢im vznikne vektor, ktory treba vynasobit skalarne tretim
vektorom; zmieSany su¢in ma vyznam objemu rovnobeZnostena skon$truovaného na
zéklade vektorov a, b, c
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ULOHY

1

Aky vektor b treba pripocitat’ k vektoru a, aby vysledny vektor ¢ bol rovnako
vel’ky ako vektor a, ale mal opacny smer? Vysledok: b = —2a.

Ak a = 3i — 2j + k, aky vektor b treba k nemu pripoc¢itat,, aby vysledny vektor ¢
mal dvojnasobnu velkost’ ako vektor a, ale mal opa¢ny smer?
Vysledok: b = —9i + 6j — 3k .

Akt velkost ma vektora = 3i —2j + k ? Vysledok: a = v14.

Napiste vektor ¢, ktory ma patnasobnu velkost’ ako vektor a = 3i — 2j + k!
Vysledok: a = 15i — 10j + 5k .

Uhlopriec¢ky rovnobeznika su zadané ako vektory u a w. Pomocou nich vyjadrite
strany rovnobeznika a a b .Vysledok: a = (1/2)(u+v), b= (1/2)(u — v).

Napiste jednotkovy vektor 7, ktory ma opac¢ny smer ako vektor a = 5i — 2j + 4k.
Vysledok: n=—a /V45 = (—5i+ 2j — 4k)/ V45

Trojuholnik je ur¢eny tromi vrcholmi A, B, C, ktorych polohove vektory su a, b, c,
pricom a = 0. Vyjadrite vektor predstavujici taznicu trojuholnika

a) vychadzajlcu z vrcholu A, b) vychéadzajucu z vrcholu B .

¢) Vyjadrite polohovy vektor taziska trojuholnika.

Vysledok:a) (1/2)(b+c), b) c/2-b, c)(1/3)(b+c).

Hrany kvédra su zadané ako vektory a, b, c .

a) Vyjadrite vSetky uhlopriecky kvadra ako vektory pomocou vektorov a, b, c .
b) Ak a=2i, b=i+2j a c=i+j+ 3k, vypocitajte dizky uhloprietok .
Vysledok: a) uu=a+b+c, uz=c-(a+b),us=b-(a+c),us=a-(b+c)

b) u1=m, uzzm,U3:m, U4:\/1_8.

Zadané su dva vektory a=2u-v, b =2v, pricom vektory u a v nie su rovno-
bezné. Vyjadrite vektor ¢ = 4u + v ako linedrnu kombinaciu vektorov a a b .
Vysledok: ¢ = 2a + (3/2)b .

10. Posud’te, ¢i vektor ¢ =i—j mozno vyjadrit’ ako linearnu kombinaciu vektorov

azi+j-k a b=i+j+Kk. Vysledok: Nemozno.

11. Vyjadrite vektor ¢ = 6i —4 j ako linearnu kombinéaciu vektorov a=2i+j a

b=i-3j. Vysledok: c =2a+ 2b .
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12.Bodmi A a B je zadana priamka, pricom ich polohové vektory st a, b.
Vyjadrite polohovy vektor r T'ubovolného bodu leZiaceho na tejto priamke.
Vysledok: r =a+s(b-a), s je volitelny skalarny parameter (realne ¢islo).

13. Kedy su uhlopriecky rovnobeznika na seba kolmé? Vyjadrite to pomocou vektorov
a, b vyjadrujacich strany rovnobeznika.
Vysledok: Ked’ |a| =|b], t.j. ide o kosostvorec.

14. Zadané su dva vektory a=2i+ 3j , b =-3i + 2j + 4k . Vypocitajte
a) skalarny sucin tychto vektorov,
b) uhol medzi tymito vektormi.
€) Na zéklade vysledku posud'te, ¢i uhol medzi vektormi zavisi od vel'kosti tretej
zlozky vektora b . Vysledok: a) 0, b) 90°, c¢) nezivisi.

15. Odvesny pravouhlého trojuholnika v kartezianskej ststave su vyjadrené ako
vektory a = 4i, b = 3j. Pomocou skalarneho suc¢inu vypocitajte vel'kost’ ostrych
uhlov v tomto trojuholniku. Vysledok: «=53,13° , f=36,87°.

16. Aké uhly zviera vektor a = 3i —2j + k so sUradnicovymi osami kartezianskej
sustavy? Vysledok: a=36,7°, £=.122,3°;  mg="14,5°"

17.Vyjadrite priemet p vektora a=3i-2j + k do vektora b = 3i + 4j. Zvazte, ¢i
tento priemet moéze mat’ zlozku rovnobeznu s jednotkovym vektorom K.
Vysledok: p =(3/25) i + (4/25) j , nemdze mat’ zlozku rovnobeznu s K .

18. Vypocitajte uhol, ktory zvieraju telesova a stenova uhlopriecka kocky, vychadza-
juce z jedného jej vrcholu. Vysledok: ¢ = 35,26°.

19. Vyjadrite priemet vektora predstavujuceho telesova uhlopriecku kocky do priamky
zhodnej s uhloprie¢kou zakladne (hrana kocky ma vel'kost' a)
a) ked’ prechadzajt spolo€nym vrcholom kocky,
b) ked’ neprechadzaji spolocnym vrcholom kocky.
Vysledok: a) a(i+j), b) 0.

20. N§jdite jednotkovy vektor f, ktory je kolmy na vektor a=3i+]j alezi v rovine
vektorov i, j. Vysledok: f = +(i - 3j)/V/10.

21. Vypocitajte vel'kost uhlov v trojuholniku zadanom kartezianskymi sdradnicami

jeho vrcholov A(2,0,2), B(2,2,0), C(0,1,1).
Vysledok: a=54,74°, [=54,73°, =rTONS3" "
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22. Vypocitajte plosny obsah S pravouhlého trojuholnika, ktorého jedna odvesna je
uréena vektorom a =4i a prepona vektorom c = 3j - 4i . Suradnice vektorov su

udané v metroch. Vysledok si overte vzorcom na vypocet obsahu trojuholnika.
Vysledok: S =6 m?

23. Vypocitajte plosny obsah S trojuholnika vytvoreného hranou, stenovou a
telesovou uhloprie¢kou kocky ked’ jej hrana ma dizku a. \/ysledok: S = a?/+/2.

24. Najdite jednotkovy vektor p kolmy na rovinu prechadzajicu bodmi A(2,0,0),
B(0,1,0), C(0,0,3). Vysledok: p = +(3i + 6 + 2k)/7 .

25. Kremik pouzivany v polovodicovych prvkoch ma usporiadanie atomov, ktorého
zékladnym Struktirnym utvarom je kocka. Vrcholmi kocky A(1,0,0), B(0,1,0),
C(0,0,1) je v kremiku ur€ené rovina, ktoré sa najcastejsSie pouziva na technologické
aplikécie. Aké uhly zviera tato rovina so stenami kocky? Je to dolezité vediet’ pri
rezani monokrystalov kremika.

Vysledok: So vsetkymi tromi stenami rovnaky uhol ¢ =54,73°.

26. Sikma trojuholnikové strecha ma v kartezianskej sustave suradnice vrcholov
A(2,0,2), B(2,2,0), C(0,1,1), pricom suradnice st udan¢ v metroch. Vypocitajte
plosny obsah S strechy. Vysledok: S =2,83 m2,

27. Tromi bodmi A(2,0,2), B(2,2,0), C(0,1,1) je ur¢ena rovina. Vypocitajte vzdialenost’
d zaciatku suradnicovej sustavy od tejto roviny, ked’ stiradnice bodov su zadané v
metroch. Vysledok: d =v2m = 1,414m.

28.Rozhodnite, ¢i vektory a=2i+j, b=i+2j,c=i+j-2k vdanom poradi
tvoria pravoto¢ivl sustavu.
Vysledok: V danom poradi tvoria lavoto¢iva sustavu.

29. Zo zaciatku suradnicovej sustavy smeruju tri strely po priamkach do bodov,
ktorych polohové vektory si: a=2i+j+k, b=2i+j+3k ,c=4i+2j-k.
Rozhodnite, ¢i sa strely pohybuju v jednej rovine.

Vysledok: Pohybujd sa v jednej rovine.

30.Vektormi a=2i, b=2i+j ,c=2i+ j+ 3k jeuréeny rovnobeznosten.
Stradnice vektorov st udané v metroch. Vypocitajte jeho objem V a plosny obsah
povrchu S. Vysledok: V=12m3, S=35_82m2

31. Comu sa rovna dvojnasobny vektorovy suéin jednotkovych vektorov kartezianskej

sustavy (i x j) xk ?
Vysledok: Rovnéa sa nule.
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32. Ako by mali byt vzajomne orientované tri nekomplanarne vektory a, b, ¢, aby sa
ich dvojnasobny vektorovy sucin a x (b x ¢) nerovnal nule?
Vysledok: Vektor a nesmie byt kolmy na rovinu vektorov b, C.

33. Koncovymi bodmi troch nekomplanarnych vektorov a, b, ¢ je ur¢ena rovina v
ktorej sa ma pohybovat’ koncovy bod ramena robota.
a) Akt podmienku musi spiiat’ polohovy vektor r koncového bodu, aby sa pri
pohybe stale nachadzal v uvedenej rovine ?
Vysledok: a) [(b—-a)x(c—a)]-(r—a)=0.

34. Vypocitajte uhol, ktory zvieraju dve roviny, kazda ur¢ena tromi bodmi — prva
rovina bodmi A(2,0,0), B(0,0,1), C(0,2,1) , druha rovina bodmi D(2,0,0), E(0,2,0),
F(0,0,2). Vysledok: ¢ = 39,23°.

35. Kartezianskymi suradnicami troch bodov A(2,0,0), B(0,0,1), C(0,2,0) je ur¢ena
rovina.
a) Vypocitajte vzdialenost bodu D(3,2,1) od tejto roviny.
b) Rozhodnite, ¢i bod D lezZi v rovnakom polpriestore ako zacCiatok stiradnicove;j
sustavy.  Suradnice su udané v centimetroch !
Vysledok:a) d=2,04 cm  b) nelezia v jednom polpriestore .

36. Vypoéitajte grad(r) , kde r = (x? + y? + z%)/?
Vysledok: grad(r) =r/r, kder = (xi +yj + zk) .

37. Vypoéitajte grad(1/r), kde r = (x? + y? + z%)1/2,
Vysledok: grad(1/r)=—r/r3 kder = (xi +yj+ zk) .

38. Vypotitajte grad ("), kde r = (x2 + y2 + z2)1/2,
Vysledok: grad(r") = nr"?r.

39. Ukazte, ze uplny diferencial skalarnej funkcie S(X,y,z):
ds :ﬁd X + ﬁd X + ﬁd X sa da vyjadrit’ ako skalarny sucin diferencialu
OX O X OX
polohového vektora dr a gradientu tejto funkcie grad(S).

Navod: Vykonajte skalarny sucin uvedenych veli¢in.
40. Vypocitajte gradient sti¢inu skalarnych funkcii troch premennych S(x,y,z) a

P(X,y,2).
Vysledok: grad (PS) =P gradS + Sgrad P.
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41.

42.

43.

44,

45.

Dokazte, Ze rotdcia vektorovej funkcie, ktord vznikla aplikaciou nabla-operatora
na skaldrnu funkciu, sa vZdy rovna nule.

Navod: Vyuzite vlastnost’ nabla-operatora, ktory sa v uvedenom vyraze dvakrat
vyskytuje v Ulohe vektora.

Vypocitajte vyraz div(kr), kde k je konstanta a r polohovy vektor.
Vysledok: div(kr) =3k .

Vypocitajte, omu sa rovna div(r /r®), kde r je polohovy vektor a
Vysledok: div(r/r¥)=0.

Vypocitajte, Comu sa rovna rotacia vektorovej funkcie (aS), kde a je konstantny
vektor a S(x,y,z) skalarna funkcia.
Vysledok: rot (aS) = a x gradS .

Vypocitajte rotaciu vyrazu Sr, kde S(x,y,z) je skalarna funkciaa r je polohovy

vektor.
Vysledok: rot (Sr) = 0.
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