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DYNAMIKA SUSTAVY HMOTNYCH BODOV A TELESA

Dynamika sustavy hmotnych bodov a telesa sa zaobera pohybom fyzikalnych
sustav pozostavajucich z viacerych hmotnych bodov, ¢i uz navzajom oddelenych,
alebo pevne viazanych, takze tvoria teleso. V sustave hmotnych bodov je vhodné, ale
aj potrebné zaviest’ pojem hmotného stredu, resp. taziska, ¢im sa v mnohym pripadoch
opis pohybu sustavy zjednoduSuje. Pri sustave hmotnych bodov treba rozliSovat
pohyb translacny a pohyb rotacny, pre ktoré¢ platia osobitné pohybové zakony,
vyjadrené pohybovymi rovnicami a impulzovymi vetami. Pri rota¢nych pohyboch
treba zaviest moment zotrvacnosti, ¢o je veli¢ina, ktora pri tychto pohyboch ma
podobny vyznam, ako hmotnost’ pri translacnych pohyboch. Osobitna pozornost’ je
V tejto kapitole venovana rotacii telesa upevneného na os, o je pripad kazdej turbiny
a elektromotora. Posledny ¢lanok kapitoly sa zaobera fyzikalnym kyvadlom.

Krucové slova

hmotny stred, tazisko, prva pohybova rovnica, prva impulzova veta, veta o pohybe
taziska, translacny pohyb, zdkon zachovania hybnosti, rotacny pohyb, moment sily,
dvojica sil, redukcia sil v telese, kinetickd energia rotujuceho telesa, moment
zotrvacnosti, Steinerova veta, druha pohybova rovnica, druhd impulzova veta, zdkon
zachovania momentu hybnosti, podmienky rovnovahy telesa, pohybovy stav telesa,
moment sily vzhladom na os, pohybova rovnica telesa na pevnej osi, fyzikélne
kyvadlo.
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4.1 TazZisko, pohybové rovnice
4.1.1 TaZisko telesa, hmotny stred

Tazisko telesa je bod, ktorym prechadza vyslednica vsetkych tiazovych sil
posobiacich na hmotné body z ktorych teleso pozostava, pri jeho I'ubovolnej polohe v
priestore. Ak sa teleso alebo sistava hmotnych bodov nenachadza v silovom poli, je
vhodné zaviest hmotny stred sutstavy. Pre dva hmotné body je to bod leZiaci na ich
spojnici, deliaci tuto spojnicu v nepriamom pomere hmotnosti bodov. Na obrazku su
znazornené hmotné body s hmotnostami m; a m,, nachadzajlice sa v polohach,
ktorym priradime sUradnice x; a x, . Stradnica hmotného stredu je oznaéena
symbolom x; .

x=0 X1 XT X2
| PN 5'
A
' mi ms Obr.4.1.1.1

Na zaklade definicie plati Gmera:

m
gl e (4.1.1.1)
b my
Pre suradnicu hmotného stredu plati
xp = X1+ Py =% +pa(my/my) = x + (%, — x7) - (Mz/my) .
Z tejto rovnice vyjadrime x; ako funkciu stradnic x; a x, :
myx; + myx
e— (4.1.1.2)

my +m,

V trojrozmernom priestore ziskame analogické vztahy pre dalSie dve suradnice
hmotného stredu:

My +myY; _ myz; + myz,;
Y y 27 ST

(4.1.1.2)

my; +m, my; +m,

Spojenim tychto vysledkov ziskame vztah pre polohovy vektor r; taziska dvoch
hmotnych bodov:
My +mer,

s = f 41.1.3
L my; +m, ( )

v ktorom r; a 1, st polohové vektory hmotnych bodov vo zvolenej vzt'aznej
sUstave.
ZovSeobecnenim vzt'ahu (4.1.1.3) na velky pocet hmotnych bodov dostaneme
vysledok
! =1 My

B — i <
Z?=1mi ,

(4.1.1.4)



a pre jednotlive suradnice hmotného stredu:

n n
_ Zi=1MiX; _ Zi=1 M) A Di—1 MZ;
ST, g T W e W AL E5)

=1 M =1y =1y
Ak pocitame hmotny stred telesa, teda objektu so spojito rozlozenou
hmotnost'ou, polohu hmotného stredu pocitame ako integrdl. Uvedieme vztahy

vyjadrujlce suradnice hmotného stredu v tomto pripade:

_ [xdm _Jydm _Jzdm

L fdm ' yT_W' r [dm ’

(4.1.1.6)

pricom treba integrovat’ cez celé teleso (cely jeho objem).

Poznamka V' homogénnom gravitacnom poli je hmotny stred sustavy hmotnych
bodov totozny s taziskom. Nase dalsie uvahy sa budu tykat prave takéhoto pola, preto
v dalsom texte budeme pouzivat pomenovanie tazisko.

Priklad 4.1.1.1. Pozdiz osi x pravouhlej siradnicovej ststavy sa pohybuje ¢astica s
hmotnostou m; tak, Ze plati x; =x,—vit, a pozdlz osi y &astica S
hmotnostou m, tak, Ze plati y = (1/2)at? — v,t. Vypoditajte polohu a rychlost’
taziska tychto dvoch cCastic ako funkcie ¢asu.

Riesenie: a) Sturadnice taziska vypocitame podla vzt'ahov (4.1.1.2):
xr = [my(x, — vit) + m, - 0]/(my + my),

yr = [my -0+ m, - (0,5 at? —v,t)]/(m; + my).

Spojenim tychto vzt'ahov ziskame polohovy vektor taziska ako funkciu ¢asu.
b) Vektor rychlosti taziska ma dve zlozky vr, i + vry, j, priCom plati

_de = dyT_
=) o = e )

Uy = (—muvy) /(Mg +my),  vpy, = [my -(at — v;) ]/(my + my).  Velkost
rychlosti taziska ziskame ako odmocninu zo suctu Stvorcov stradnic vektora rychlosti.

Priklad 4.1.1.2 Vypoditajte tazisko homogénnej hmotnej usecky leZiacej na 0Si X,
ktorej zaciatok ma stradnicu x; = a, koniec suradnicu x, = b a jej hmotnost’ je m.

dx

=<
———————— =

| ! . Obr.4.1.1.2

RieSenie:  Pouzijeme vztah (4.1.1.6), pricom v integrali vystupuje diferencial
hmotnosti dm a jeho suradnica x. Diferencial hmotnosti vyjadrime pomocou
6



diferencialu stradnice X pricom pouzijeme imeru (dm/m) = (dx /(b - a)), odkial
vyplyva vysledok dm = (m/(b - a))dx . Takto vypocitany diferencial dosadime do
integralu:

Priklad 4.1.1.3 Vypocitajte suradnicu y; taziska homogénneho trojuholnika
zhotoveného z tenkého plechu. Hmotnost’ trojuholnika nech je m, vyska v, dizka
zakladne z (podl'a obrazku).

Obr.4.1.1.3

RieSenie: Pouzijeme jeden zo vztahov (4.1.1.6). Délezitym krokom je spravna volba
tvaru hmotného elementu dm, aby bol ¢o najvaési, ale cely mal rovnaka suradnicu .
V tomto pripade sa voli v tvare pasika so §irkou dy a dizkou w a jeho hmotnost dm
je umerna plosnému obsahu dP = w dy, takze plati imera (dm/m ) = (dP)/(zv/2).
Dizka pasika w zavisi od stradnice y, pri¢om z podobnosti trojuholnikov plati
w/z = y/v. Spojenim vzt'ahov pre elementarnu hmotnost’ dm dostaneme:

dm = (2m/(zv)) - (z/v)y dy = 2m/v*) y dy .

Vysledok dosadime do integralu, pomocou ktorého dostaneme ocakavanu hodnotu
23)v:

3

1 (v2M N N e
3U2v §U.
0

1 v
Vr Mfoym TR

Poznamka  Vsimnime si, Ze poloha tazZiska nezavisi od hmotnosti utvaru, ale len od
jeho rozmerov. Je to dosledok predpokladu, zZe plech je viade rovnako hruby. Plati to
aj v priklade 4.1.1.2.

Priklad 4.1.1.4 Vypocitajte polohu taziska y; homogénneho drotu s tvarom
polkruznice, ktorej polomer je R a hmotnost’ m .



Obr.4.1.1.4

Riesenie. Pripad rieSime tak, ze vSetky premenné vyjadrime pomocou premennej o :
y=Rsina, dm/m= (R da)/(xR) . Po dosadeni do integralu dostaneme:

i 1 el M 2
yT=MLydm=MLRsma;da=ER.

Kontrolne otazky

1. Definujte hmotny stred dvoch hmotnych bodov.

2. Napiste vztahy vyjadrujiice suradnice hmotného stredu dvoch hmotnych bodov.

3. Napiste vztahy na vypocet suradnic hmotného stredu sUstavy mnohych hmotnych
bodov.

4. Napiste vztahy na vypocet suradnic hmotného stredu telesa so spojito rozloZenou
hmotnostou.

5. V akom pripade su razisko a hmotny stred ststavy hmotnych bodov totozné?

4.1.2 Prva pohybova rovnica

Vyjadruje suvislost medzi zrychleniami hmotnych bodov z ktorych pozostava
sustava a silami. ktoré na sustavu p6sobia. Medzi hmotnymi bodmi sdstavy p6sobia
vnatorné sily, navySe na jednotlivé hmotné body mézu posobit’ vonkajsie sily. Na
konkrétny hmotny bod sustavy s hmotnostou m; nech posobi vysledna vonkajsia sila
F; avnitorné sily, ktoré¢ vyjadrime v tvare vektorového suctu sil Fi;* od jednotlivych

hmotnych bodov. Podl'a druhého Newtonovho zakona plati rovnica
n
j=1

v ktorej a; je zrychlenie i -teho hmotného bodu. Ten sa pohybuje pod vplyvom
vonkajSich aj vnuatornych sil, pricom sumdciu treba vykonat cez vSetkych n
hmotnych bodov ststavy. Takato rovnica plati pre kazdy z n hmotnych bodov
sustavy. Zaujimavé vysledky ziskame, ked’ tieto rovnice s¢itame:

n n n n
i=1 i=1 i=1 j=1



V dvojitej sumécii vystupuje akcia aj reakcia medzi 'ubovol'nou dvojicou hmotnych
bodov. Preto dvojita sumdcia sa rovnd nule, lebo podla zdkona akcie a reakcie

Y = — F7? . Rovnica (4.1.2.2) sa takto zjednodusi, nevystupuji v nej vnutorné sily:
n n
ma; = Z F,=F, (4.1.2.3)
i=1 i=1

pricom sucet vonkajsich sil pésobiacich na stistavu sme oznacili pismenom F .

\ vektory rychlosti

Translacny pohyb Rota¢ny pohyb Obr. 4121
(posuvny) (otacavy) ap

7

Rovnicu (4.1.2.3) mbézeme za uréitych podmienok d’alej upravovat. Treba
pritom rozlisit’, o aky druh pohybu sustavy ide. Ak vSetky hmotné body ststavy maji
v l'ubovol'nom ¢asovom okamihu rovnaké rychlosti, t.j. plati v; = v pre kazdéi = 1,

n, potomaj a; = a. Takyto pohyb nazyvame translaény (posuvny), lebo pri iom
sa teleso v danej (inercialnej) sustave premiestiuje bez otacania. Vtedy mozno rovnicu
(4.1.2.3) dalej zjednodusit: na Tlavej strane zrychlenie vynat pred sumacéné
znamienko, za ktorym zostane sucet hmotnosti hmotnych bodov sustavy, ktory
ozna¢ime pismenom m¢ . Ked’ aj namiesto suctu vonkajSich sil budeme pisat F ,
rovnica ziska jednoduchy tvar

meca=F, (4.1.24) ,
¢o je pohybova rovnica stistavy hmotnych bodov pri translacnom pohybe.

Ak pohyb nie je translacny, treba pri odvodeni pohybovej rovnice vyuzit
definiciu taziska (hmotného stredu) stustavy. VyuZijeme rovnicu (4.1.1.4):

m;r
pp = 2zt ML Zml r (4.1.2.5)

lml

ktort budeme dvakrat derivovat’ podl'a ¢asu:

1% 1\
dt2 [ Zm‘ i DI DN
i=1 i=1

priCom sme vyuzili rovnost’ (4.1.2.3).

Druha derivacia polohového vektora t'aziska na 'avej strane rovnice predstavuje
zrychlenie taziska ar , takze vysledok mozno napisat’ v tvare

mear = F. (4.1.2.6)



Odvodené rovnica predstavuje vetu o pohybe taziska, ktori moZeme slovne
takto formulovat’:

"Tasisko stistavy hmotnych bodov sa pohybuje tak, ako by v fiom bola sistredend
hmotnost’ celej sustavy a posobila naii vyslednica vsetkych vonkajSich sil
pdsobiacich na sustavu™.

Pohybova rovnica (4.1.2.3), ktora plati pre 'ubovolny pohyb sustavy hmotnych
bodov, sa upravuje tak, aby v nej vystupovala hybnost’ sustavy hmotnych bodov, t.j.
vektorovy sucet hybnosti vSetkych hmotnych bodov ststavy

P=pP1+ D +...+D,:

n n n
F_Z - dvi_dz _dz _dp
= L p R el ¢ dt e T Ve NS T
i=1 =1 i=1 i=
(4.1.2.7)
Tak sme dostali vyznamnu rovnicu
17 = dp 4.1.2.8
3R ()

ktord sa nazyva prva pohybova rovnica sustavy hmotnych bodov. Jej slovna
formulacia hovori, Ze

sucet vsetkych vonkajsich sil posobiacich na sustavu hmotnych bodov sa rovnad
derivacii hybnosti sustavy podla ¢asu.

Integraciou tejto pohybovej rovnice ziskame prvia impulzovu vetu:

) ta
j Fdt = j dp =p(t,) —p(ty) = Ap (4.1.2.9)
t1 t1

ktora hovori: ,.impulz vonkajsej sily posobiaci na sustavu hmotnych bodov sa rovna
zmene hybnosti sUstavy*.

Tato veta je formalne, ale aj obsahom v priamom vztahu so vztahom (3.1.3.3)
¢lanku o impulze a hybnosti hmotného bodu.

Z rovnic (4.1.2.8) a (4.1.2.9) vyplyva, ze ak sa vysledna sila pdsobiaca na
sustavu rovnd nule, hybnost’ sustavy sa nemeni. Toto je formulacia zakona
zachovania hybnosti.

Poznamka Ak sa vysledna sila posobiaca na sustavu (t.j. sucet vSetkych vonkajsich
sil) rovna nule, to eSte neznamend, Ze sa nemoézu menit hybnosti jednotlivych
hmotnych bodov sustavy. Mézu sa menit pod ucinkom vnutornych, ale aj vonkajsich
sil tak, aby vektorovy sucet ich zmien bol nulovy. Ako priklad moze posluzit
radioaktivny rozpad atomového jadra. Ak je jadro v nasej inercidalnej sustave v pokoji,
vyslednica vonkajsich sil sa rovnd nule. Pri rozpade sa uplatnia vnutorné sily, casti
jadra sa rozletia, ale tazisko celej sustavy nadalej zostava v pokoji, pokial’ niektoré
fragmenty rozpadu nenarazia do okolitych jadier atbmov..

10



Priklad 4.1.2.1 Na pokojnej hladine jazera stoji lod’ka s hmotnostou M, na jej
jednom konci stoji plavéik s hmotnostou m. PlavEik sa zacne pohybovat’ vzhl'adom
na lod’ku rychlostou wu . Vypocitajte rychlost’ plavéika v a rychlost’ lodky w
vzhl'adom na breh. Predpokladajte, ze lod’ka sa po hladine pohybuje bez trenia.

_> v
) == 3 Obr.4.1.2.2
- w

Riesenie: Lodku s plavéikom povazujeme za sustavu pozostavajicu z dvoch casti.
Lodka s plav¢ikom st na zaciatku vzhl'adom na breh v pokoji, teda vysledna vonkajSia
sila pdsobiaca na sustavu sa rovna nule. Ked plavéik zacne kracat’, zacnu v ststave
posobit’ vnatorné sily medzi plavéikom a lod’kou, nie vSak vonkajSie sily. Preto sa
hybnost’ sustavy ako celku nemoze zmenit, vzhladom na breh musi zostat’ nulova.
Plav¢ik aj lod’ka vSak vzhladom na breh nadobudnu hybnosti mw , resp. Mw ,
ktorych vektorovy sucet sa musi rovnat’ nule, takze mv + Mw = 0. Ak m4 platit’
takyto vzt'ah, vektory v a w musia mat’ opacny smer, preto v = vj a w =-wj . Po
dosadeni do rovnice a jej skalarnom sucine s vektorom j dostaneme mv - Mw =
0= v/w=M/m. Medzi rychlostami u,v, w plati vztah v =u+ w, ktory
vyplyva zo vztahu pre rychlost pri zlozenom pohybe (vztah 2.3.1.5), ked’ jednu
vztaznu sustavu viazeme na breh a druht na lod’ku. Po skaldarnom stcine tejto rovnice
s jednotkovym vektorom j dostaneme skaldrnu rovnicu v =u-w pre velkosti
rychlosti. Tato rovnicu spojime so skaldrnou rovnicou pre hybnosti, ¢im dostaneme
rovnicu Mw = m(u -w), z ktorej vypocitame w = mu/(m + M) a po dosadeni do
vzt'ahu medzi rychlostami aj v = Mu/(M + m) .

Priklad 4.1.2.2 Na pokojnej hladine jazera sa nachadza v pokoji lodka
s hmotnostou M a dizkou L, na jej jednom konci stoji plavéik s hmotnostou m .
Vypocitajte o kol'ko sa posunie tazisko lod’ky vzh'adom na breh, ak plavcik prejde na

druhy koniec lod’ky.
ZT = )T
| 1 1 | | 1 1
EXTRA S
——lpbly’[‘ : —:>I ZT
> YL —! ZL Obr. 4.1.2.3

11



Riesenie: Lodka a plavcik st na zaCiatku v pokoji, preto v pokoji je aj ich tazisko
vzhl'adom na vztaznl stistavu viazani na breh. Nulové je aj zrychlenie taziska, ¢o
podla vety o tazisku znamend, ze nulova je aj vysledna vonkajSia sila, ktord na
sustavu lod” — plavéik pdsobi. Ked sa plavéik zacne pohybovat, zacni v sustave
posobit’ vnutorné sily, vonkajsia Sila zostava nulova. Preto zrychlenie t'aziska ststavy
bude nad’alej nulové, t'aZisko nezmeni svoju polohu. Na obrazku 4.1.2.3 st vyznacené
zaCiato¢né suradnice plavcika yp, stredu (taziska) lod’ky y, a taziska ststavy y; ako
aj stradnice po presunuti plav¢ika, oznacené pre I'ahSie rozliSenie pismenami z . Na
zaciatku pre suradnicu t'aziska ststavy plati
yr=m-yp + M-y,)/(m+M).
Vypocet si zjednoduSime, ak zaCiatok na stradnicovej osi zvolime tak, aby yp, = 0.
Potom sa zjednodusi aj vyjadrenie polohy stredu lod’ky: y, = L/2 , takze
yr =M(L/2)/(m + M).
Po presunuti plavcika zp, = z; + L/2, takze
zZr=M-zp+M-z)/(m+M)=[m-(z, +L/2) + M-z, ]/ (m+ M)
Teraz vyuzijeme podmienku z; = yr, dosadime na l'avua stranu rovnice, ¢im vznikne
rovnica
m-(z,+ L/2)+ M-z, ]=M (L /2),
v ktorej jedinou neznamou hodnotou je z;, pre ktoru dostaneme vysledok
ZL = [(M-—m)L/2)]/(m+M).z, =[(M—-—m)(L/2)]/(m + M).
Rozdiel y, — z; predstavuje h'adané posunutie taziska lod’ky.

Kontrolné otazky

1. Co rozumieme pod vonkajsimi a pod vmitornymi silami pésobiacimi v siistave
hmotnych bodov?

Opiste vlastnosti translacného a rotacného pohybu.

Slovne vyjadrite vetu o tazisku a napiste prislusny vztah.

Napiste prvii pohybovii rovnicu pre sustavu hmotnych bodov a slovne ju vyjadrite.
Napiste prvu impulzovl vetu a slovne ju vyjadrite.

Aka je podmienka zachovania hybnosti sistavy hmotnych bodov?

CIRC TN

12



4.1.3 Druhé& pohybova rovnica

Tyka sa ota¢avého (rotaéného) pohybu sustavy hmotnych bodov, resp. telesa.
Pri opise takychto pohybov sa pouzivaju d’alsie dolezité veliCiny, ktoré zavedieme.

Ak na teleso posobi vonkajSia sila, z hladiska jeho otacania je dolezité, v
ktorom bode na teleso posobi. Preto sa zavadza veli¢ina moment sily (M) vzhI'adom
na ur€ity vztazny bod, ako vektorovy sucin polohového vektora r posobiska sily a
posobiacej sily F:

M=rxF. (4.13.1)

Pozndmka Vektor momentu sily sa v slovenskej fyzikdlnej literatire casto oznacoval
pismenom D .

V Tavej Casti obrazku 4.1.3.1 je znazornen¢ teleso s tromi alternativhymi bodmi
posobenia rovnakej sily. Ak sila posobi v bode na lavej strane, zacne ho (popri
posuvani) otacat’ v smere pohybu hodinovych ruci¢iek (vzhl'adom na os prechadzajucu
taziskom), pri p6sobeni na druhej strane — opa¢nym smerom. Ak sila pdsobi priamo v
tazisku, za¢ne teleso iba posuvat’.

Obr.4.1.3.1

V pravej Casti obrazku je schematicky nakresleny prevod bicykla, pri ktorom krtiaci
ucinok sily zavisi od vzajomného uhla polohového vektora r a posobiacej sily F.
Moment sily zavedeny vztahom (4.1.3.1) zohl'adiiuje uvedené skuto¢nosti, lebo pre
jeho velkost’ plati

M = rF sin «, (4.1.3.2)

¢ize vo vztahu vystupuje aj uhol medzi polohovym vektorom a vektorom sily. Ak je
uhol medzi vektormi nulovy, alebo ma velkost 180°, moment sily je nulovy.
Zodpoveda to pripadu bicykloveho pedalu v hornej, alebo dolnej avrati, kedy zvislé
posobenie silou na pedal neprinasa uZzitok.

Poznamka Vektor momentu sily pésobiacej v istom bode telesa zavisi od volby
vztazného bodu. Zmenou vztazného bodu sa moze zmenit velkost, ale aj smer
momentu sily.
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V pripade stistavy hmotnych bodov, ak na kazdy k — ty bod s polohovym vektorom
1, poésobisila F, zavadza sa vysledny moment sil vektorovym suctom

n

n
MZZMkzzrkXFk'
k=1

k=1

(4.1.3.3)

Specidlnym pripadom je dvojica sil, pod &m rozumieme dve sily rovnako

velké opacného smeru, nepdsobiace v jednej priamke (obr. 4.1.3.2). Pre sily patriace
do dvojice preto plati F, = — F; a pre moment dvojice sil:

M=M,+M,=(@xF)+ (r,xF;) = (xF,) —(r,xF,) = (r; —ry)xFq,
takze

M=(T1—T2)XF1.

(4.1.3.4)

Obr.4.1.3.2

Vysledok ukazuje, ze vektor reprezentujici moment dvojice sil nezévisi od volby

vzt'aznej ststavy, lebo vo vysledku vystupuje rozdiel polohovych vektorov (r; — r,),
ktory je rovnaky v kazdej vztaZznej ststave.

Na opis dynamiky otaCavého pohybu telies sa pouziva moment hybnosti

(znacka L), ktory sa pre hmotny bod zavadza ako vektorovy sucin polohového vektora
hmotného bodu a vektora hybnosti hmotného bodu:

L=rxmv. (4.1.3.5)

<~ Obr. 4.1.3.3

Velkost” a smer vektora L momentu hybnosti pohybujucej sa Castice zavisi od vol'by
vzt'azného bodu, podobne ako moment sily. Na obrazku 4.1.3.3 st znazornené dve
vztazné sustavy. Polohovy vektor zacinajuci v zacCiatku ststavy nakreslenej vlavo,

zviera s vektorom hybnosti nulovy uhol, preto moment hybnosti vzh'adom na tuto
sustavu je nulovy.
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Derivaciou vztahu 4.1.3.5 dostaneme vztah medzi momentom hybnosti a
momentom sily:

dL d dr d(mv)
E—E(rxmv)—<a><mv>+ T X = ]—(vxmv)+(r><F)—M,
lebo (v X mv) = 0, takzZe plati
M—dL 4.1.3.6
il LEee)

Pre stustavu hmotnych bodov sa moment hybnosti zavadza vektorovym suctom
momentov hybnosti jednotlivych hmotnych bodov:

n

n
L= z L, = 2 T X MV . (4.13.7)
k=1

k=1

Aj v tomto pripade plati medzi momentom sily ststavy a vektorovym stctom
momentov sil pésobiacich na hmotné body sustavy rovnaky vztah ako (4.1.3.6):

dL
it

¢o je druhd pohybova rovnica sustavy hmotnych bodov (telesa).

(4.1.3.8)

Integraciou druhej pohybovej rovnice dostaneme druhu impulzovu vetu pre
ststavu hmotnych bodov:

tz tz
f M dt = f dL = L(t,) — L(t,) = AL. (4.1.3.9)
tl tl

Jej slovna formulacia: "Impul; momentov vsetkych vonkajSich sil posobiacich na
sustavu hmotnych bodov sa rovna zmene momentu hybnosti sustavy™.

Kontrolné otazky

Definujte moment sily vzhladom na vztazny bod.
Uvedte prakticky priklad vyskytu momentu sily.
Definujte dvojicu sil a napiste vztah pre jej moment.
Definujte moment hybnosti ststavy hmotnych bodov.
Uvedte, comu sa rovna derivacia momentu hybnosti podla casu.
Napiste a slovne sformulujte druhu pohybovu rovnicu pre sustavu hmotnych bodov.
Napiste vztah vyjadrujuci druhii impulzovii vetu a vysvetlite jeho fyzikalny vyznam.

Sl SN, TR A
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4.1.4 Podmienky rovnovahy telesa, redukcia sil v telese

Podmienky rovnovahy hovoria otom, ¢o teba splnit, aby teleso (sustava
hmotnych bodov) v inercialnej sustave zachovavalo svoj pohybovy stav. Pod
pohybovym stavom telesa rozumieme jeho celkovi hybnost p a celkovy moment
hybnosti L. Celkova hybnost’ siastavy hmotnych bodov (telesa) predstavuje
vektorovy sucet hybnosti vSetkych hmotnych bodov sustavy a celkovy moment
hybnosti vektorovy su¢et momentov hybnosti vSetkych hmotnych bodov sustavy:

n
P=ij =ijvj ) L=ZLJ- =er>< T s P10

n n n
j=1 j=1 j=1 Jj=1

Podl'a prvej pohybovej rovnice (4.1.2.8), ktora ma tvar F = dp/dt, hybnost’ ststavy
sa nemeni, ak vyslednd vonkajSia sila pdsobiaca na sustavu sa rovna nule. Preto
rovnost’

F=0 (4.1.4.2)

je prvou podmienkou rovnovahy sdstavy hmotnych bodov (telesa).

Podla druhej pohybovej rovnice (4.1.3.8), ktora ma tvar M = dL/dt, moment
hybnosti telesa sa nemeni, ak vysledny moment vonkajSich sil posobiacich na sustavu
sa rovna nule. Rovnost’

M=0 (4.1.4.3)

je druhou podmienkou rovnovahy sustavy hmotnych bodov (telesa).

Pri splneni obidvoch podmienok rovnovahy teleso zachovava svoju hybnost
a svoj moment hybnosti (zjednoduSene, ale nie celkom presne mozeme povedat’, Ze
zachovava rychlost’ svojho pohybu a uhlovu rychlost’ svojho otacania). To znamena,
ze v inercialnej sustave nemusi byt v pokoji. Preto sa v takomto pripade hovori o
dynamickej rovnovéhe telesa. Podla toho v dynamickej rovnovahe je parasutista,
ktory klesa konstantnou rychlostou, alebo rotor elektromotora, ktory sa otaca
konStantnou uhlovou rychlostou.

Popri dynamickej rovnovahe sa najma v strojarstve a stavebnictve hovori o
statickej rovnovahe, ktora navyse vyzaduje, aby teleso v danej vzt'aznej sustave bolo
v pokoji. Aj v tomto pripade nevyhnutnymi podmienkami rovnovahy telies su rovnice
(4.1.4.2) a (4.1.4.3).

Pri posudzovani situdcie ¢i teleso méze byt v rovnovahe, treba obycajne néjst’
vyslednd silu a vysledny moment sil, ktoré pdsobia na teleso. V tejto suvislosti sa
hovori o redukcii sil v telese. Podl'a prislusnej vety Pubovol’ny poéet sil posobiacich
v roznych bodoch na teleso mozno nahradit’ jedinou silou pésobiacou v bode ktory si
vyberieme, a jedinou dvojicou sil.
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F1 S

) Obr. 4.1.4.1
y Fs y M

Na obrazku 4.1.4.1 sa doklada tato veta na priklade iba jednej sily F,, ktorej
posobisko chceme posunut’ do taziska. Do taZiska umiestnime poOsobiska dalSich
dvoch sil, ktoré sa vzagjomne kompenzuju, a su zvolené tak, aby F, = F; = —F5. Sily
F, a F, potom akoby vymenime, ¢im sa podari premiestnit’ silu F; do taziska, ale
,dafiou za posunutie je dvojica ,iarkovanych® sil s momentom M, ktord sme
museli pridat’.

Tu je vhodné opdt pripomenat, Ze moment dvojice sil nezavisi od volby
vztazného bodu (vztah 4.1.3.4). Postup navySe ukazuje, Ze sila pdsobiaca mimo
taziska teleso otaca, aj posuva.

Kontrolne otazky

Co rozumiete pod pohybovym stavom telesa?

Co rozumiete pod rovnovahou telesa?

Uved'te aké su podmienky rovnovahy telesa.

AKky je rozdiel medzi statickou a dynamickou rovnovahou telesa?

Opiste postup pri redukcii sil v telese.

Co je vysledkom redukcie sil v telese?

Aky ucinok na teleso ma sila posobiaca v jeho tazisku, a sila pésobiaca mimo
taziska?

B R CLE] CSRED P
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4.2 Otacanie telesa okolo pevnej osi

4.2.1 Kineticka energia, moment zotrvacénosti

Pri opise otacania telesa okolo osi je vhodné o}
zaviest dalSiu veli¢inu — moment zotrvacnosti. B
Predpokladajme, Ze os oticania je pevne uchytend v
loziskach, takze jej poloha (Vv inercialnej stradnicovej //f
sustave) sa nemdZe menit. NajjednoduchSie moZzno A =
Obr.4.2.1.1

moment zotrvacnosti zaviest pri vypocte kinetickej
energie otacajuceho sa telesa.

Ked’ sa teleso otaca uhlovou rychlostou @, tito rychlost’ mé kazdy hmotny
bod, ktory je sucastou telesa. Velkost' obvodovej rychlosti v, hmotného bodu,
ktorého vzdialenost’ od osi otacania je b, , vyjadrime ako sucin tejto vzdialenosti a
uhlovej rychlosti: v, = w by.

Kineticku energiu telesa definujeme ako sucet kinetickych energii T, jednotlivych
hmotnych bodov:

n n 1 1 n 1
=D Te= ) omvi =5 ) my(0h)? =5
k=1 k=1 k=1

Kineticka energia telesa otacajiceho sa okolo osi sa teda vyjadruje vztahom

M:
?C‘N
II

k=1

~J (4.2.1.1)

kde vyraz
J=XF-m.b (4.2.1.2)

je moment zotrvacnosti telesa vzhl'adom na konkrétnu os otacania. Z vyjadrenia
vidno, Ze je to skaldrna veli¢ina. VzhI'adom na ina os prechadzajicu telesom, moment
zotrvacnosti ma vo vSeobecnosti inil hodnotu. Je vhodné si uvedomit’, ze ak hmotnost’
telesa rozmiestnime tak, aby od osi ota¢ania mala vaésiu vzdialenost’, potom moment
zotrvacnosti sa zvacsi. Na toto sa prihliada pri konstrukeii zotrvacnikov.

Moment zotrva¢nosti telies, ktoré maji  jednoduché symetrické tvary so
spojitym rozloZenim hmoty sa pocita nie sumaciou ako vo vztahu (4.2.1.2), ale
integraciou cez objem telesa:

J = [x*dm, (4.2.1.3)

kde x je vzdialenost hmotného elementu dm od osi otacania.
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Priklad 4.2.1.1 Vypocitajte moment zotrvacnosti
homogénnej hmotnej Gsecky, ktora ma dizku L a | x dx
hmotnost m, vzhl'adom na os kolmi na usecku a

prechadzajlcu jej stredom (Obr. 4.2.1.2).

L

Riesenie:  Na obrazku je znazornena uUseCka, os
prechadzajlica jej stredom a jej hmotny element dm, Obr. 4.2.1.2

ktorému zodpoveda elementarna dizka usecky  dx.

Podobne ako pri vypocte polohy taziska, treba hmotny element vyjadrit pomocou
premennej suradnice. V tomto pripade: (dx /L) = (dm / m) , odkial’ ziskame dm = (m
/L)dx , ¢o dosadime do integralu vo vztahu (4.2.1.3):

1 L L
_J“LE 2 g _f+i 2md __mx3+2_m L3+L3_1 12
]__%x e TVRARL . ey (RN DA, 2 [l 0| P
2

(4.2.1.4)
Z vysledku vidno, Ze moment zotrvacnosti hmotnej Gsecky (tyce) je tmerny druhej
mocnine jej dizky.

Pozndmka Overte si, Ze rovnaky vysledok dostanete, ak namiesto integrovania od
—(L/2) po +(L/2) budete integrovat od 0 po +(L/2), a vysledok vynasobite cislom 2 .

Priklad 4.2.1.2 Vypo¢itajte moment zotrvanosti hmotnej use¢ky, ktora ma dizku L
a hmotnost” m, vzh'adom na os kolmu na tisecku a prechadzajicu jej okrajom.

Riesenie:  Postupujeme rovnako ako v priklade 4.2.1.1, zmenia sa len integra¢né

hranice:
_j‘L 2k _j‘L 2md - x3 1
]—Ox m—OxL x—L 3

L
= sml2. (4.2.1.5)
0

Poznamka Os otdcania sme posunuli o polovicu dizky, ale moment zotrvacnosti sa
zmenil Stvornasobne. Pricinou tejto velkej zmeny je kvadraticka zavislost momentu
zotrvacnosti Na vzdialenosti hmotnych elementov od osi otacania.

Priklad 4.2.1.3 Vypocitajte moment zotrva¢nosti homogénneho valca vzhl'adom na
jeho os symetrie, ked’ pozname hmotnost m valca, jeho polomer R a vysku h.
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RieSenie: Aj v tomto pripade je dolezité vhodne si
zvolit hmotny element — Co najvicsi ale tak, aby
kazda jeho cast' bola rovnako vzdialend od osi
ota¢ania. Tuto podmienku spiiia tenkostenna rurka
s polomerom x a elementarnou hrabkou steny dx.
Jej elementarnu hmotnost” dm vypocitame pomocou
umery, v ktorej budeme porovnavat’ na jednej strane
hmotnosti, na druhej strane objemy:

dm 2mxhdx 2m

Je mozny aj iny postup. Hmotnost’ valca s polomerom x vyjadrime pomocou vzt'ahu
m, = nx’hp , kde p = m/(#xR?h) je hustota materidlu valca. Derivaciou podla x
ziskame vztah dm,/dx = 2nxhp a odtial

m 2m

dm = 2nxhﬂR2h — Fx dx

Vysledok dosadime do integralu

g 7, 2m s 1
= j x%dm = f x? 2z ¥ dx = — = EmRZ. (4.2.1.6)
0 0 0

Pozndmka Vo vysledku nevystupuje vyska valca. Ta je vSak skryte zahrnuta v
hmotnosti valca, lebo napriklad zdvojndasobenim vysky valca, pri zachovani polomeru,
by sa zdvojnasobila jeho hmotnost.

Kontrolné otazky

1. Napiste vztah na vypocet momentu zotrvacnosti telesa tvoreného sustavou
hmotnych bodov.

2. Napiste vztah na vypocet momentu zotrvacnosti telesa so spojito rozlozenou
hmotou.

3. Vysvetlite vyznam zavedenia momentu zotrvacnosti ako veliciny.

4.2.2 Steinerova veta

Momenty zotrvacnosti telesa vzhl'adom na vzajomne rovnobezné osi suvisia
prostrednictvom pomerne jednoduchého vztahu. Vztah je obzvlast’ jednoduchy, ked’
jeden z momentov sa vztahuje na os prechadzajicu taziskom telesa. Ak oznacime
moment zotrvacnosti vzh'adom na os prechadzajicu taziskom pismenom Jr, potom
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pre moment J vzhl'adom na rovnobeznu os, vzdialenu od osi prechadzajicej taziskom
0 w, plati vztah, ktory sa nazyva Steinerova veta

] =Jr + mw? (4.2.2.1)
kde m je hmotnost’ telesa.

Steinerovu vetu mozno pomerne Iahko
odvodit’ v pripade, Ze ide o teleso v tvare rovinného

utvaru. Na obrdzku (4.2.2.1) s0 znazornené dve
rovnobezné osi kolmé na rovinny utvar, jedna

prechadza jeho taziskom T , druha bodom O.

Malym krizkom je znazorneny hmotny element \/
(hmotny bod) telesa, ku ktorému idu polohové

vektory r; , resp. t;. Polohovy vektor bodu T Obr.4.2.2.1
vzhl'adom na bod O je oznaceny ako w. Medzi

tymito vektormi plati vztah 7r; =w +t; , takze do defini¢ného vztahu (4.2.1.2),
dosadime vyraz:

ri=Wwtt) =W+ t) wWHt)=w'+tf +2(w-t):
n n 7 . L
= Zmiriz = Zmi w+t)? = zmiwz +zmit§ + szi(w'ti)'
=i i=1 i=1 i=1 i=1

n n
NG =szmi+z:mitl2 = Mw?+ ],
i=i i=1

n n n n
Zmi=M, m; t; = Jr, Zmi(w-ti)=w~2miti=0.

i=1 =i i=1 i=1

Posledny vyraz sa rovna nule preto, lebo suméaciou, ktord v fnom vystupuje, sa
pocita polohovy vektor taziska — v tomto pripade vzh'adom na tazisko, o musi dat’
nulovy vysledok (pozri vzt'ah 4.1.1.4).

Steinerovu vetu si moézeme overit pomocou vysledkov prikladov 4.2.1.1 a
4.2.1.2, v ktorych st vypocitané momenty zotrvacnosti tyce vzhladom na dve
rovnobezné osi, pricom jedna prechddza taziskom. Moment zotrva¢nosti vzhl'adom na
os prechadzajiicu taziskom tyCe je Jr = (1/12)mL?, moment zotrva¢nosti
vzhladom na os prechadzajicu krajom tyce je Jo = (1/3)mL?, pricom vzdialenost’
medzi osami je w = (L /2) . Podla Steinerovej vety v tomto pripade skuto¢ne plati
Jo = mw? + Jp, o Com sa I'ahko presved¢ime dosadenim vypocitanych hodnét /1 a /.

Priklad 4.2.2.1. Vypocitajte moment zotrvacnosti valca s hmotnostou m, polome-
rom R vzhl'adom na os totoznu s jeho povrchovou priamkou.
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RieSenie: VyuZijeme Steinerovu Vetu.
Pouzijeme vysledok prikladu 4.2.1.3 ,
podla ktorého moment zotrvacnosti
valca vzhl'adom na rota¢nti 0S precha-
dzajucu taziskom J; = (1/2)mR>2.
Vzdialenost’ osi oticania od osi

0s otacania

prechadzajicej taziskom sa rovna
polomeru R valca. Tieto vysledky
dosadime do Steinerovej vety, takZze pre moment zotrvacnosti valca vzh'adom na os

Obr. 4.2.2.2

totoznu s povrchovou priamkou dostaneme
Jo = Jr + mR? = (1/2)mR? + mR? = (3/2)mR?.

Priklad 4.2.2.2. Vypocitajte moment zotrva¢nosti utvaru

v tvare pismena T zhotoveného z tyCiek, vzhl'adom na os vodorovna os
kolmu na rovinu Utvaru a prechadzajucu koncovym bodom C
tyéky ¢ .Hmotnosti tydiek sG m, a my , dizky c, resp. d d

RieSenie: Momenty zotrva¢nosti jednotlivych Casti tvaru Obr. 4223
vzhl'adom na osi prechadzajuce ich taZziskami su (podla

prikladu 4.21.1)  Jp.=(1/12)m.c®* ,  Jrq = (1/12) my;d?. Os ota¢ania
prechddza krajnym bodom tycky c , preto podla Steinerovej vety jej moment
zotrvaénosti je J, = (1/12) m, ¢ + m, (c/2)? . Tazisko ty¢ky d je od osi otadania
vzdialené o0 c, takZe jej moment zotrva¢nosti vzhl'adom na os otacania je
J4 = (1/12) m, d?+ m, ¢? . Vysledny moment zotrvacnosti:

] :]c+]d'

Kontrolné otazky

1. Napise Steinerovu vetu, vyjadrite ju aj slovne.
2. Uvedte konkrétny priklad na uplatnenia Steinerovej vety.
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4.2.3 Moment hybnosti telesa

Moment hybnosti telesa otac¢ajiceho sa okolo osi ziskame ako vektorovy sucet
momentov hybnosti jednotlivych hmotnych bodov, z ktorych sa teleso sklada.
Predpokladame, Ze teleso sa okolo osi otd¢a uhlovou rychlostou .

Vztazny bod O (zaciatok stiradnicovej sustavy) zvolime z
T praktickych dovodov na osi otacania. Na obrazku je nakresleny
2 polohovy vektor r; i-teho hmotného bodu telesa a jeho dve
zlozky — zlozka z; rovnobeznd s osou otacania a zlozka h;
kolma na os otd€ania. Moment hybnosti tohto hmotného bodu
vzhl'adom na vztazny bod O je L; =r; xm;v;. Moment

hybnosti celého telesa vzhl'adom na bod O je vektorovy sucet

o/ . 2 z I z FiX Mg B A(42.3.1)

n n
Obr.4.2.3.1 = e

Tento vztah budeme d’alej upravovat' tak, Ze rozpiSeme
polohovy vektor kazdého hmotného bodu na jeho dve zlozky r; = z; + h; a vektory
rychlosti hmotnych bodov vyjadrime vyuzitim vztahu platného pre rychlost pri
pohybe po kruznici v; = @x h;. Aby sme zéapis zjednodusili, urobime vypocet iba
pre jeden hmotny bod, bez vyznacovania jeho indexu, vysledok nakoniec aplikujeme
na celé teleso. Pre jeden hmotny bod plati

L=rxmv=(z+h)xm(@xh)]=m(z + h)x[(wxh)] =
= {mzx[(@xh)]} + {mhx[(@xh)]} =
= {(mw(z-h)—mh(z-0)} + {mo(h-h)— mh(o-h)}.

Vektor h je kolmy na vektory z a @, ¢o znamena, Ze jeho skalarne su¢iny s tymito
vektormi sa rovnaju nule. Preto z posledného vyrazu, ktory ma Styri ¢leny, vypadnu
prvy a posledny Clen, takze zostanu iba dva:

L=m®(h-h) —mh(z -w) = mh’e —m(z-w)h = L, +L,.
(4.2.32)

Moment hybnosti kazdého hmotného bodu ma dve zlozky — zlozka L, = mh’w je
rovnobezna s osou otacania, lebo ma smer vektora @, zlozka L, = —m(z-@w)h je
na os kolma, lebo ma smer vektora h .

Moment hybnosti telesa ziskame (vektorovym) s¢itanim momentov hybnosti
vSetkych hmotnych bodov telesa. Velicinam zo vztahu (4.2.3.2) (okrem uhlovej
rychlosti) by sme mali pridat’ index a rovnice sc¢itat. Aj celkovy moment hybnosti
telesa ma dve zlozky:
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n n n n
L=Lo+Lo= ) )+ ) (L= @ Y mhE+ ) mihy(z)
i=1 i=1 i=1 i=1

(4.2.3.3)
Na zaklade tohto vysledku zlozka rovnobezné s osou otacania je

L =]w (4.2.3.4)

W= Zmi hi
i=1

podla vztahu (4.2.1.2) predstavuje moment zotrvacnosti telesa. Ako vidno, tato

lebo vyraz

zlozka momentu hybnosti priamo stvisi s momentom zotrva¢nosti, pricom s vek-
torom uhlovej rychlosti je suhlasne rovnobezna.

Zlozka L, je suftom vektorov kolmych na os, preto aj vyslednica je na os
otacania kolma. Nema také jednoduché vyjadrenie ako zlozka rovnobezné s osou. Ak
je vsak teleso vzhladom na os otacania symetricke, zlozka L, sa rovna nule, ¢o
mozno zistit’ analyzou prislusného vztahu:

Z m; hy(z;w) (4.2.3.5)
i=1

Pri pevnej sUradnici z; scitujeme skalarne nasobky vektorov h; . Ak ku kazdému
hmotnému bodu s vektorom h; najdeme rovnaky hmotny bod s vektorom —h;,
vysledok vektorového suctu bude nulovy. To vSak nastane vtedy, ak je teleso
vzhl'adom na os otd€ania symetrické. Z toho vyplyva pre praktické tcely vyznamny
vysledok — symetrické teleso vzhl’adom na os otacania nemd kolmu zloZku momentu
hybnosti (kolesa aut, turbiny, ...).

Priklad 4.2.3.1 Vypocitajte zlozky L, a L, momentu hybnosti telesa podl'a obrazku
(Sikmo ulozena cinka), ktoré v priblizeni budeme povazovat za dva hmotné body,
kazdy s hmotnostou m = 1,5 kg, pricom ich vzajomna vzdialenost’ je 2p = 0,2 m.
Hmotnost” spojnice zanedbame. Uhol medzi spojnicou hmotnych bodov a rovinou
kolmou na os otaCania nech je [ . Porovnajte velkosti zloziek momentu hybnosti
LAa b,

i
h:=hik hy=-hk k t :Z1 0 hi=hy = p cos ﬂ
21=71j 2 =-23f T g _"_“/i“ 71 222:psin,8
oy ! hy P_
0S otacania = 2 s, -
h; i d
% ------------ Obr.4.2.3.2
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Riesenie: 1de o dva hmotné body, takze sumacie vystupujice vo vztahoch pre zlozky
momentu hybnosti budi pozostavat’ len z dvoch ¢lenov. Pre zlozku rovnobezni s osou
otaCania plati

L., = om (h)*+ eom (h,)*> = @2m (h))*> = @2mp? cos?p.
Vektor L, je rovnobezny s vektorom @, resp. s jednotkovym vektorom j .
Pre kolmu zloZku podobne dostaneme
L, = mhy(®-z,) + mhy(@-2z,) =
= m (k) (@f 7, j) +m (=hok)(ej -2, (<)) =
= m(kpcosf) (wpsinf) + m(kpcosf) (wpsinf) =
L, = k2mp?wsin B cos .

Vysledok potvrdzuje, Zze zlozka L, je kolma na os otdCania. Porovnanim vel'kosti
oboch zloziek zistime, Ze nadobudnu rovnaku hodnotu pri = 45°. Ak by uhol g bol
nulovy, teleso by vzhladom na os otacania bolo symetrické, takze L; = 0, pricom
L. =2mp’w.

Pozndmka Vo vyrazoch vyjadrujucich zlozky momentu hybnosti vystupuje uhlova
rychlost. Ak sa rovna nule, obidve zlozky, a teda aj celkovy moment hybnosti su
nulové. Na rozdiel od momentu zotrvacnosti, ktory zavisi len od rozloZenia hmoty
okolo osi, ale nie od uhlovej rychlosti otdcania.

Kontrolné otazky

1. Napiste vztah vyjadrujiici moment hybnosti sustavy hmotnych bodov.
Aké vyznamné zlozky ma moment hybnosti telesa rotujiiceho okolo pevnej osi?
Vyjadrite zlozZku momentu hybnosti rovnobeznui s osou otdcania.

5 e

Ktord zlozka momentu hybnosti symetrickému telesu chyba? Zdévodnite svoje
tvrdenie na jednoduchom priklade.
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4.2.4 Pohybova rovnica telesa uloZeného na pevnej osi

Je to v podstate druha pohybova rovnica (€lanok 4.1.3), upravend pre tento
Specidlny pripad. Ide o vyjadrenie pohybovej rovnice platnej pre turbinu, ¢&i
elektromotor. Tak ako moment hybnosti, aj pohybova rovnica telesa na pevnej osi ma
dve zlozky.

Podl'a druhej pohybovej rovnice

T dt & o AN o T det

(4.24.1)
Preto aj moment sily M, ktory pocitame vzhl'adom na rovnaky vztazny bod ako
moment hybnosti, rozpiSeme na dve zlozky, ktoré svojim smerom odpovedaju
zlozkam na konci rovnice (4.2.4.1):

M=M,+M,.

Zlozka momentu sily M, je rovnobezna s osou otdCania, meni uhlovl rychlost
telesa, prejavuje sa jeho uhlovym zrychlenim a . Vektor uhlového zrychlenia o je
tiez rovnobezny s osou otacania, lebo vektor uhlovej rychlosti vzhl'adom na upevnenie
0si nemoéze menit’ svoj smer, ale len vel'kost. Zlozka momentu sily M,. je priemetom
celkového momentu sily do osi otdcania a nazyva sa moment sily vzh’adom na os.
Pre tato zlozku plati vektorova rovnica

M,=]a, (4.2.4.2)
¢oje pohybova rovnica telesa na pevnej osi .

Pre druhti zloZku plati rovnica
_dLy

e (4.2.4.3)
ktora sa vSak pri dokonale upevnenej osi neprejavi zmenou polohy telesa, lebo
moment sily M, sa kompenzuje reakénym momentom lozisk osi. Moment M, je
kolmy na os a ma tendenciu vychylit’ ju z lozisk, namaha loziskéd. Nazyva sa deviaény
moment. Ako bolo uvedené v kap. 4.2.3, zlozka L, momentu hybnosti je nenulova iba
pri nesymetrickych telesach. Preto rychlo rotujuce telesd musia byt dokonale
symetrické, ak nemaju trpiet loziskd, v ktorych je ulozena os otacania.

Priklad 4.2.4.1 Zotrvac¢nik s tvarom valca, hmotnostou m =10 kg a polomerom R =
15 cm je rozta¢any motorom auta, ktorého konstantny kratiaci moment M =50 N-m .
Aké uhlové zrychlenie udeli motor zotrvaniku a za aky casovy interval dosiahne
zotrvacnik frekvenciu f= 6000 ota¢ok za minutu?
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Riesenie: Uhlové zrychlenie a vypocitame pomocou rovnice (4.2.4.2) , podl'a ktore;j
a = M /J. Velkost momentu sily je dana, moment zotrvacnosti musime vypocitat’.
Pouzijeme vysledok prikladu 4.2.1.3, podl'a ktorého moment zotrvacnosti valca J; =
(1/2)mR?. V nasom pripade Jr = (1/2) -10 kg - (0,15 m)? = 0,1125 kg m? . Po
dosadeni do vzt'ahu na vypocet uhlového zrychlenia -
a =M/J =50 N-m/(0,1125 kg m?) = 444,4 rad/s?.
Pri pohybe konstantnym uhlovym zrychlenim sa uhlova rychlost’ meni s casom podl'a
vztahu @ = w, + at, priCom v nasom pripade @, = 0. Odtial’ vypocitame ¢as t; ,
v ktorom @ = 2x f = 2r x 6000 rad/min = 21t x100 rad/s =
ti = wla =(2n x100/4444)s=1,4145s .

Priklad 4.2.4.2. Vypocitajte velkost' zlozky M, momentu sily (kolmej na os
otacania), pdsobiaceho na teleso z prikladu 4.2.3.1, ked sa otaca frekvenciou
6 000 otacok za minitu. Aké sily posobia na loziska, ak je medzi nimi vzdialenost’
s=12m?

AR AR
i e i L.,
os otacania I i : - ="
: p/ :
F. i
Fo Obr.4.2.4.1

RieSenie: Moment sily pocitame podl'a vztahu M, = (dL,/dt) (vztah 4.2.4.3), do
ktorého dosadime vysledok z prikladu 4.2.3.1: L, = [k2m p?wsin B cos B]. . V
tomto vyraze pre L, sa s ¢asom meni iba smer vektora K , ¢o znamena, Ze pri
derivacii  (dL,/dt) ide o derivaciu vektora s nemeniacou sa velkostou, ale
otacajuceho a uhlovou rychlostou @ . Preto
M, = [2m p?wsin B cos B] (dk/dt) = [2m p?wsin B cos B] (@ x k).
Vektor (@ x k) smeruje z papiera k ndm a urcuje aj smer vektora M, . To znamena,
7e ma tendenciu otacat’ os otdCania v rovine obrazku v smere proti pohybu hodinovych
ruciciek. Celkom zrejma je situacia z pohl'adu vztaznej siistavy spojenej s otacajicim
sa telesom, v ktorej pozorujeme odstredivé sily F, . Z obrazku vidime, akym smerom
tieto sily namahaju loziska. V loziskdch pdsobia na os kompenzacné sily F;,
nedovol'ujuce osi vychylit' sa. Su reakciou lozisk na sily vyvolané momentom M, .
Sily F; tvoria dvojicu sil s momentom velkosti M; = F; s, ktory sa rovna velkosti
momentu M, = 2m p?«? sin B cos . Z rovnosti tychto momentov
F;s =2mp?e? sin B cos B vypo&itame velkost sil F;, ktorymi s namahané
loZiska:
F, = [2x1,5kg x (0,1 m)? x (2r x 100s)2]/(1,2m) = 1571 N.
St to sily takej velkosti, ako keby na lozZiskd posobili svojou tiazou zavazia s
hmotnost'ami priblizne 150 kg.
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Priklad 4.2.4.3. Pomocou pohybovej rovnice (4.2.4.2) overte, ¢i plny a duty valec sa
kotlaju po naklonenej rovine tak, Ze ich t'aziska sa pohybujt rovnakym zrychlenim.
Duty valec si predstavime ako tenkostennt rarku.

5 mg Obr. 4.2.4.2

RieSenie: Budeme pocitat zrychlenie, ktorym sa pohybuju taZiska valcov pozdiz
naklonenej roviny. Nech plny valec ma hmotnost M, polomer R, duty valec
hmotnost m a polomer r. Z tychto iidajov vypocitame momenty zotrvacnosti valcov
vzhl'adom na priamku, ktorou sa dotykaju naklonenej roviny. V kazdom okamihu sa
vlastne valce otaCaju okolo takejto priamky. Pri vypocte momentov zotrvacnosti
pouZzijeme Steinerovu vetu.

Moment zotrva¢nosti plného valca vzhl'adom na os prechddzajucu jeho
taziskom je (1/2)MR?, vzhl'adom na povrchovi priamku je podla Steinerovej vety
Jp, = (1/2)MR?* + MR?* = (3/2)MR?, lebo vzdialenost’ osi otacania (povrchovej
priamky) od osi prechadzajicej taziskom sa rovna polomeru valca.

Moment zotrvacnosti dutého valca vzhladom na os idicu taziskom (os
symetrie valca) je mr?, lebo celd jeho hmotnost je od osi idlicej taziskom vzdialena
0 r . Vzhladom na povrchovu priamku je jeho moment zotrvacnosti

Jq = mr? + mr? = 2mr?,

Tiaz valcov vytvara vzhl'adom na dotykovu priamku s naklonenou rovinou

moment sily D = r x mg (pouzité je oznac¢enie D pre moment sily), pricom na plny

valec posobi moment, ktorého velkost D, = MgR sin 8, na duty valec moment

p
D; = mgrsinf.

Tieto momenty podl'a pohybovej rovnice (4.2.4.2) udeluji valcom uhlové
zrychlenia

a, = (Dp/]y,) = [RMg sin B / (3/2)MR*] = (2g sin B)/3R
ag = (Dg /la) = [rmgsinp /2mr?] = (gsinp)/2r
Zrychlenie tazisk pozdiz naklonenej roviny vypoditame pomocou vztahu a = Re :
a, = Ra, = (2/3) gsinf ag =ro; =(1/2)gsinp
Z vysledku vidno, ze tazisko plného valca, bez ohladu na hmotnosti a polomery

valcov, sa pohybuje po naklonenej rovine va¢sim zrychlenim, takZe zbehne nadol skor
nez duty valec.
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Kontrolné otazky

=

Definujte moment sily vzhladom na os otacania.

. Napiste pohybovu rovnicu telesa na pevnej osi.

. Aké ucinky na teleso ma zlozka momentu sily rovnobezna s osou otacania?
. Aké ucinky na teleso ma zlozka momentu sily kolma na os otacania?

A wWw DN

4.2.5 Préca a kineticka energia pri otacani telesa okolo osi

Vseobecny vzt'ah vyjadrujici elementarnu pracu
dW = F-dr

mozno v pripade otacania telesa okolo osi upravit. Pri Gprave sa budeme opierat’ o
nasledujlci obrazok.

dr

Obr.4.25.1

Pre elementarnu pracu plati:
dW =F-dr = (F; + F,)-dr = F,-dr ,

lebo vektory F, a dr sa na seba kolmé. Velkost’ elementarneho posunutia dr po
obvode kruznice sa da vyjadrit’ pomocou elementarnej zmeny stredového uhla:
dr = rde, navyse vektory F, a dr strovnobezné, takze

dW = F,rdep = (F,r)de = M, do . (4.2.5.1)

Velkost” elementdrnej prace mozno teda vyjadrit’ ako sucin velkosti zloZky momentu
posobiacej sily M, = F, r aelementarneho prirastku uhlovej drahy de .

Praca vykonand momentom sily sa prejavi na zmene Kinetickej energie
rotujuceho telesa:

AL, JAw Ag
Ml (AtW > (A—t)A(P e

¢o v limite pre At — 0 znamena

M,dep = Jodo.
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Integréaciou tohto vzt'ahu dostaneme:

P2 w2
1 1
W = f M, do = f]w dwzija)%—zjw%, (4.2.5.2)
P1 w1

takZe vykonana praca sa rovna zmene (t.j. prirastku alebo ubytku) kinetickej energie
rotujuceho telesa.

Priklad 4.2.5.1 Zotrvacnik, ktory ma tvar valca (hmotnost’ m =20 kg, polomer R =
20 cm) chceme roztocit’ na frekvenciu fi = 900 ota¢ok za mintatu. AKym minimalnym
momentom sily M, treba nan pdsobit’, aby na dosiahnutie Ziadanej frekvencie nebolo
treba viac ako 10 otacok? Aka musi byt pritom tangencialna sila na obvode
zotrvacnika?

RieSenie: Najprv vypocitame moment zotrvacnosti zotrvacnika:
J=(1/2mR2=0,5x 20 kg x (0,2)>m? = 0,4 kg-m?.
Na vypocet kinetickej energie roztocen¢ho zotrvacnika potrebujeme vypocitat’ jeho
uhlovu rychlost™:
w=2rf; = 628x900min?t = 6,28 x 1551 =942 rad/s .
Kinetick4 energia rozto¢eného zotrvacnika preto je
W,= (1/2)Jo? = 0,5x 0,4 kg.m? x (94,2s1)? = 1774,7J.
Podrla rovnice 4.2.5.2 pri konStantnom momente sily plati vztah:
M, Aa = (1/2) ] & .
Desat’ otoceni znamend uhol Aa = 10- 2 7 radidnov, takze pre moment sily dostaneme
vysledok
M, = W, IAa=1774,7J /20t = 28,2 N-m
Tangenciélnu silu F; vypocitame zo vztahu F,-R = M, =
F,= M,./R = 282N-m/0,2m= 141 N.

Kontrolné otazky

1. Napiste vztah vyjadrujiici elementdrnu prdacu pri posunuti telesa po priamke.
2. Napiste vztah vyjadrujuci elementarnu prdcu pri otoceni telesa o elementarny
uhol.

30



4.3 Speciilne pohyby telies
4.3.1 Pohyb telesa s jedinym pevnhym bodom

Pohyb rotora generatora a turbiny je pripadom otacania telesa okolo pevnej osi,
ktora vo vztaznej sustave spojenej s halou nemeni svoju polohu. Nie je to vSak pripad
turbin pradovych motorov, ale ani bicyklového kolesa, kde poloha osi otd¢ania sa pri
pohybe meni, naklana, otd¢a a podobne. Na turbinu leteckého motora, resp. na
bicyklové koleso, ked’ sa meni smer ich osi v priestore, pdsobia momenty sil, ktoré
vyznamnym sposobom ovplyviiuji dynamiku pohybu lietadla, ¢i bicykla. Opis
dynamiky takychto ststav je mozny prostrednictvom zakonov platnych pre teleso,
ktoré ma v priestore pevné nie dva body (t.j. pevnu 0s), ale iba jeden pevny bod.

Pohyb takejto sustavy je dobre znamy z pohybu ozubeného kolieska z rozo-
bratych hodiniek. Ked’ koliesko chytime za osku, ktort prstami rozto¢ime a jednym
koncom polozime na st6l, koliesko sa rychlo kruti, krazi po stole, pricom oska pomaly
meni smer v priestore. Ak by sme osku dolnym koncom vlozili do malej jamky, hrot
osky by sa nemohol pohybovat’, koliesko by malo jeden bod pevny. Koliesko by sa
vSak nad’alej rychlo krutilo a horny koniec osky by pomaly krazil — koliesko vtedy
konéa precesny pohyb.

Aj pre takyto pohyb telesa plati vo vSeobecnosti druha pohybova rovnica

M = (dL/dt).
V d’alSom budeme predpokladat’, Ze moment hybnosti telesa L ma len zlozku
L, =Jo,

rovnobeznu s okamzitou osou otacania, teda aj s vektorom uhlovej rychlosti @. To
znamend, ze nasledujuce uvahy sa budu tykat len symetrickych telies, ako napr.
bicyklové koleso, ktoré sa otaca okolo svojej osi, priCom poloha osi sa mdze menit.
Moment sily pdsobiaci na takéto teleso moze mat’ vo vSeobecnosti dve zlozky — zlozku
M, rovnobeznl s (momentalnou) osou otacania a zlozku M, na os kolmu. Zlozka
rovnobezna s osou otac¢ania meni velkost’ uhlovej rychlosti telesa, ale nemeni smer osi
v priestore. Pre tuto zloZku plati pohybova rovnica (4.2.4.2) .

Predpokladajme, Ze na teleso posobi moment sily, ktory mé len zlozku M, ,
ale moment hybnosti len zlozku L, = J@ rovnobezni s (momentdlnou) osou
otacania. Preto sa nebude menit’ velkost’ vektora uhlovej rychlosti @ , ale iba jeho
smer. To mozno vyuzit pri uprave druhej pohybovej rovnice, ked vektor @
derivujeme ako vektor s nemeniacou sa vel’kost'ou (pozri ¢lanok 2.2.2):

_dL, d(w)

TR T =](2 X w), (4.3.1.1)

kde 2 je uhlova rychlost’ precesie vektora @ . Ak pozname velkosti vektorov M, @
a vel’kost’ momentu zotrvacnosti J, mézeme z tejto rovnice vypocitat’ velkost’ uhlove;j
rychlosti precesie 1.
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Na nasledujuicom obrazku je znézornené rotujuce koliesko, pricom
predpokladame, Ze Spicka jeho osky je v priehlbinke podlozky, takze sa po podlozke
nemoze pohybovat’.

L.
0 //a} r‘
/
om
" ,‘ | mg Vektor Mk =r x G
l/ smeruje za obrazovku

e Obr. 4.3.1.1

Ak mame na zreteli vel'mi kratky (elementarny) Casovy interval At, potom
podrla druhej impulzovej vety (4.1.3.9), pre pripad zndzorneny na obrazku, plati

ALT = MkAt

To znamena, Ze zmena momentu hybnosti rotujiceho telesa AL, ma pocas kratkeho
Casového intervalu At smer momentu vonkajsich sil M, . V pripade nakreslenom na
obrazku pdsobiaci moment sily M, = r x G = r x mg ako vektor smeruje za rovinu
papiera, takZze momentéalna zmena vektora momentu hybnosti bude mat’ rovnaky smer.
To znamena, Ze horny koniec osky sa posunie o kusok za papier.

Stcasne s posunutim horného konca osky sa zmeni poloha t'aziska kolieska, do
ktorého smeruje polohovy vektor r . Preto sa trocha zmeni aj smer momentu sily a s
tym aj smer nasledujuceho posunutia volného konca osky. Preto oska vykonava
precesny pohyb.

Napriek posobeniu momentu tiazovej sily, ktord sa snazi aby rotujice koliesko
padlo na podlozku, koliesko nepadne, ale vykonava precesny pohyb uhlovou
rychlostou £2. Takéto, na prvy pohl'ad nepochopitel'né spravanie rotujuceho kolieska,
je v sulade s druhou pohybovou rovnicou.

Celkom rovnaky pripad nastane pri jazde bicyklom ked’ ho naklonime — na
kolesa zacne pdsobit moment tiaZovej sily. Ak pri nakloneni nedrZzime kormidlo,

e O Schéma nakloneného bicyklového kolesa — koleso sa

\ pohybuje za papier, moment sily M =r x G tiez smeruje za
papier, preto tam smeruje aj zmena vektora uhlovej
r rychlosti - koleso (bicykel) sa zataca doprava.
v G Obr. 4.3.1.2

predné koleso sa mierne pootoci, takze bicykel zacne odboCovat na tu stranu, na ktort
sme sa naklonili. Nemusime mat’ pritom obavu, ze po nakloneni padneme.
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Podobné efekty nastavaju v lietadle, ked’ meni smer. Vtedy na rotujice turbiny
za¢nu posobit’ momenty Sil, ktoré sa snazia lietadlo vychylit' z horizontalneho smeru
nahor, alebo nadol, podl'a toho, na ktora stranu sa lietadlo zatda a ako rotuju jeho
turbiny. (Nakreslite si obrazok so smerom momentu sily pri zatacani lietadla — taky
bude aj smer zmeny momentu hybnosti turbin lietadla.)

Precesia momentu hybnosti sa pozoruje aj v pripade elementarnych Castic, ak su
vystavené posobeniu momentu vonkajSich sil. Dnes v medicine ¢asto vyuZivanou
metodou je tomografia zaloZzend na jadrovej magnetickej rezonancii. Tu ide o
posobenie magnetického pol'a na magnetické momenty protonov pritomnych vo vode,
ktorej ma ¢lovek v tele vysoké percento. Frekvencia, ktord sa pri tejto metdde vyuziva,
je frekvencia precesie magnetickych momentov proténov a pohybuje sa v oblasti
radiovych frekvencii.

Kontrolné otazky

1. Za akych okolnosti rotujlce teleso vykonava precesny pohyb?

2. Aky je smer prirastku (zmeny) vektora momentu hybnosti rotujuceho telesa s jedi-
nym pevnym bodom, ked’ nan pésobi moment sily?

3. Ako urcime smer vektora uhlovej rychlosti precesného pohybu?

4. Preco bicykel zacne samostatne zatacat na tu stranu, na ktoru ho naklonime?

4.3.2 Uplne voPné teleso, kineticka energia

Volné teleso nema ani jeden bod pevny. Jeho kineticku energiu budeme pocitat’
v inercidlnej sustave, vzhladom
na ktort sa tazisko telesa
pohybuje, navysSe teleso sa vo
vSeobecnosti aj otaca okolo ’
okamzitej osi otaCania, precha- rr,

Tl-=rT+ ti

dzajacej taziskom. Situdcia je ’
znazornena na obrazku. Obr. 4321

Polohovy vektor 7; i-teho hmotného bodu telesa vzhl'adom na inercialnu
ststavu S vyjadrime ako vektorovy stcet polohového vektora taziska ry a polohového
vektora t; bodu vzhl'adom na t'azisko. Stiradnicova sustava spojena pevne s telesom,
so zaciatkom v tazisku, je vo vSeobecnosti neinercialna, lebo tazisko sa moéze vzhla-
dom na inercidlnu ststavu pohybovat zrychlene a teleso sa mdze aj otacat. Ide o
podobny pripad ako pri zloZenom pohybe (¢lanok 2.3.1), takze pre rychlost v; i-teho
hmotného bodu vzhl'adom na sturadnicovi sustavu S mdzeme napisat’

v =vr+w; + (@xt), (4.3.2.1)
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kde wr je rychlost’ taziska, w; rychlost i-teho hmotného bodu vzhl'adom na
vzt'aznll ststavu spojend s taziskom a @ uhlova rychlost’ otd€ania telesa okolo osi
prechadzajicej taziskom. Ked’ ide o teleso dokonale tuhé, jednotlivé Casti telesa sa
nemozu navzajom pohybovat’, teda w; = 0. Vtedy sa vztah (4.3.2.1) zjednodusi a
takyto mozeme dosadit’ do vzt'ahu pre kinetickll energiu telesa:

=1 =1
n n n
1 . 1 5
= szlvT = Zimi(a)x t,)" + 2v; —a)xz m;t;
=1 =1 i=1
Vyrazy z posledného riadku upravime.
Prvy vyraz:
n n
17 (51 1
zEmLUT=§UTZ EMUT
=1 =1
Druhy WraZ'
n
1
Z Sm@xt)? = ) Smlox(t + )l = z Smi(@x ) =
i=1
n
1
=3 Z E m;ty; ]Tw
=1

Treti vyraz:

n n
1
ZvT-<§a)meiti> =vT-a)><Zmiti =0.

Upravy si vyzaduji podrobnejsi komentar. V poslednom upravovanom vyraze
vystupuje sumadcia sucinov typu m;t; , ktora sa pouziva pri vypocte polohového
vektora taziska. Tu ide o suméaciu vektorov vychadzajicich z taziska, takze suméacia

sa rovna nule. Mozno si to v

2 T zjednodusenej forme priblizit
ey = tq t, *© M2 pa priklade dvoch rovnako
I’kych hmotnych —

Obr. 4.3.2.2 velkych hmotnych bodov

ak z ich taziska leziaceho v
strede medzi nimi nakreslime vektory t; a t,, tak st rovnako dlhé a smeruju proti
sebe. Vektorovy sucet m;t; + m,t, Ssazjavne rovna nule.

V prostrednom upravovanom vyraze ide v podstate o Upravu ¢lena (@ x t;)?,
v ktorom vektor t; bol rozlozeny na dve zlozky — zlozku t,; rovnobeznt s vektorom
® ana zlozku t,;, ktord je na vektor @ kolma. Preto vektorovy stéin @xt,;, = 0,

lebo tieto vektory st navzdjom rovnobezné.  Velkost  vektorového sucinu
34



@ x t,;| = oty lebo tieto vektory zvierajd uhol n/2 . Vyraz Y, m;t? predstavuje
moment zotrvacnosti J; vzhl'adom na os otdcania prechadzajicu taziskom.
Preto vzt'ah vyjadrujuci kineticku energiu vol'ného telesa ma dva ¢leny:

e A !
Ek = EMUT + E]T(U . (4.3.2.2)
Prvy ¢len predstavuje kinetickii energiu translaéného pohybu telesa vyjadrenu
pomocou jeho celkovej hmotnosti M a rychlosti taziska vy, a druhy ¢len kineticka

energiu rotacného pohybu telesa okolo osi prechadzajtcej taziskom.

Priklad 4.3.2.1 Vypocitajte rychlost’ taziska plného homogénneho valca (hmotnost’
m, polomer R), ktory sa kotil'a po naklonenej rovine, pricom od zaciatku pohybu
pokleslo jeho tazisko o vysku h .

RieSenie: Na vypocet pouzijeme vztah (4.3.2.2) a zdkon zachovania energie. Ked’ je
valec vo vychodiskovej polohe s vyskovou suradnicou y, , tak mu prisudime
potencialnu energiu E,; = mgy, , pricom jeho kineticka energia Ej, je vtedy nulova.
Po klesnuti do vysky y, = y; — h ma potencialnu energiu E,, = mgy, aKkineticku
energiu  Ey, = (1/2)mvé + (1/2) Jr@?. Podla zikona zachovania energie plati
Epq + Ex1 = Ep; + Ej, , takze po dosadeni uvedenych hodndt dostaneme

mgy; + 0 = mgy, + (1/2)mvi + (1/2) Jre”.

Moment zotrvacnosti valca vzhladom na os prechadzajucu taziskom Jr =
(1/2)mR?. Pri kotul'ani po naklonenej rovine medzi uhlovou rychlostou otacania
valca a rychlostou taziska plati vztah vt = Rw. Ked obidva vztahy dosadime,
dostaneme

mgy, — mgy, = (1/2)mvt + (1/2)(1/2)mR?(vr/R)?,
mgh = [(1/2) + (1/4) 1mvi

gh = GB/Mvi = vr = (4gh/3).

Kontrolné otazky

1. Slovne sformulujte, z akych casti sa sklada vyraz pre kineticku energiu volného
telesa.

2. Napiste vztah pre kineticku energiu volného telesa a uvedte vyznam pouzitych
znaciek.

3. Overte si, ¢irozmery obidvoch ¢lenov vyrazu pre Kineticku energiu su rovnaké.
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4.3.3 Fyzikalne kyvadlo

Za fyzikalne kyvadlo povazujeme l'ubovolné teleso, ktoré je uloZzené na
vodorovnej osi neprechadzajicej jeho taziskom, pricom okolo tejto osi sa moze otacat’
(kyvat’) vtiazovom poli Zeme. V takomto pripade sa uplatiuje pohybova rovnica
telesa otacajuceho sa okolo osi (4.2.4.2):

M=]a, (4.3.3.1)

kde ] je moment zotrvacnosti kyvadla vzhl'adom na danti os, M moment sily
vzhl'adom na dant os a a vektor uhlového zrychlenia kyvadla. V rovnovaznej
polohe, ked’ sa tazisko kyvadla nachddza na zvislej priamke prechadzajice; osou
otaCania, je moment sily M nulovy. Nenulovy moment sily vytvara tiaZzova sila pri
vychyleni kyvadla z rovnovaznej polohy.

nQ

M =rxmg=(-n) rmg sin ¢
039

< Obr. 2.3.12.1

Na zéaklade obrazku pre moment sily mézeme napisat’ vzt'ah
M =rxmg = (—prmgsin ¢, (4.3.3.2)

lebo vektor M smeruje za papier, ale jednotkovy vektor n bol zvoleny tak, aby
smeroval pred papier, Cize k Citatelovi. Na pravej strane pohybovej rovnice (4.3.3.1),
popri momente zotrvacnosti J fyzikdlneho kyvadla, vystupuje aj uhlove zrychlenie «,
ktoré sa rovna druhej derivacii vektora ¢ = ¢ n, predstavujdceho vychylku kyvadla
ako vektorovu veliCinu:

d?¢
a= F n. (4.3.3.3)
Po dosadeni vztahov (4.3.3.2) a (4.3.3.3) do rovnice (4.3.3.1) dostaneme vysledok
d*e .
ez 1 = "Tmgsinen. (4.3.3.4)

Skalarny tvar tejto rovnice, ktory ziskame odstranenim jednotkového vektora, po
mensej Uprave je nasledujuci:
d?¢ rmg

A

sinp =0. (4.3.3.5)

Vysledkom je diferencidlna rovnica, pricom d’alSou ulohou je ndjst’ jej rieSenie.
Najdenim rieSenia tejto diferencidlnej rovnice sa rozumie najdenie zavislosti uhlovej
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suradnice ¢ od Casu. Je zrejmé, Ze suradnica ¢ sa periodicky meni od maximalnej
kladnej hodnoty cez nulovi az po minimélnu zapornt. V krajnej polohe sa zastavi a
maximalnu uhlovu rychlost’ dosahuje pri prechode rovnovaznou polohou. Zavislost’
vychylky od €asu sa podoba funkcii sinus (resp. kosinus). Rovnica (4.3.3.5) ma vSak
trocha zlozitejSie rieSenie. Jednoduché rieSenie v tvare funkcie sinus ma iba v pripade
vel'mi malych vychyliek. Pri malych vychylkach moZzno v diferencidlnej rovnici
funkciu sing s dostato¢nou presnostou nahradit’ priamo uhlovou stradnicou ¢
vyjadrenou v radianoch. Diferencialna rovnica pre malé vychylky potom ma tvar:
2

in+”7—g¢ =0. (433.6)
Je to tvar zhodny s tvarom diferencialnej rovnice harmonického oscilatora (pozri
kapitolu o kmitani a vlneni). Exaktnym rieSenim takejto diferencidlnej rovnice je
nasledujuca Casové zavislost’ uhlovej suradnice:

p(t) = Asin ’%t . (4.3.3.7)

kde A je amplitida, ¢ize maximalna uhlova vychylka kyvadla, merana v radianoch.
Z tohto rieSenia vyplyva, ze uhlova frekvencia @ kmitavého pohybu sa vyjadruje

vzt'ahom:
w =+ (mgr)/] . (4.3.3.8)

Medzi dobou kmitu T a uhlovou frekvenciou plati vztah @T = 27, takze doba kmitu
fyzikalneho kyvadla sa pocita podl'a vzt'ahu:

T = 2m,/]/(mgr) . (4.3.3.9)

Pripomenime, Ze vo vzt'ahu vyjadrujicom dobu kmitu fyzikalneho kyvadla vystupuje
moment zotrvacnosti kyvadla ], hmotnost’ kyvadla m , tiazové zrychlenie g a
vzdialenost’ r taziska od (vodorovnej) osi otacania.

Fyzikdlne kyvadlo bolo dlho pouZivané v hodindch ako mechanizmus
odmeriavajuci Cas s podstatne vac¢Sou presnostou ako predtym pouzivané prostriedky,
napriklad presypacie hodiny. Tuto ulohu kyvadlo plnilo takmer do polovice
dvadsiateho storocia, ked’ bolo nahradené kremennymi oscilatormi, neskér atomovymi
hodinami. Sluzi v§ak dodnes, napriklad pri gravimetrickych meraniach.

Priklad 4.3.3.1 Vypocitajte dobu kmitu matematického kyvadla, ktoré realizujeme
ako mali gulku s hmotnostou m , ktora je zavesend na niti s dizkou [, ktorda ma
zanedbatel'nti hmotnost’.

Riesenie: Tazisko takéhoto idealizovaného kyvadla je totozné so stredom gul’ky, preto
vzdialenost’ taziska od osi otd¢ania sa rovna dizke vlakna. Moment zotrvaénosti sa
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rovhd sucinu hmotnosti gulky a druhej mocniny dizky vlikna: ] = mi?. Po
dosadeni tychto hodnét do vztahu (4.3.3.9) dostaneme

ml? \/7
T=2n |—— = 2m |—.
Jmm g

Priklad 4.3.3.2 Vypoéitajte dobu kmitu fyzikalneho kyvadla, ktoré ma tvar tenkej
tyée s hmotnostou m a dizkou [, ked vodorovna os kolma na tyé prechadza vo
vzdialenosti [/3 od jej konca.

RieSenie: Vzdialenost taziska tyce (t.j. jej stredu) od osi otacania r = (I/6). Moment
zotrvacnosti vzhl'adom na os otaCania vypocitame pomocou Steinerovej vety | = Jr +
mb? (vztah 4.2.2.1). Vzdialenost b dvoch osi, ktort treba dosadit’ je b = (I/6). Pre
moment zotrvacnosti vzhl'adom na os prechadzajiicu taziskom pouzijeme vysledok
prikladu 4.2.1.1: J; = (1/12) ml?, takze

J = (1/12)ml? + (1/36)ml* = (1/9) ml?. Po dosadeni do vztahu (4.3.3.9) pre
dobu kmitu ty¢e dostaneme vysledok:

ol B T
Al mgl/6 E B\

Co rozumiete pod fyzikalnym kyvadlom?

Napiste pohybovu rovnicu opisujucu pohyb fyzikalneho kyvadla.

Akym vztahom sa vyjadruje moment tiaZovej sily pdsobiaci na fyzikalne kyvadlo?
Napiste diferencialnu rovnicu vyjadrujicu pohyb fyzikalneho kyvadla.

Akeé obmedzenie treba prijat, aby sa pohybova rovnica kyvadla zhodovala

s diferencialnou rovnicou harmonického oscilatora?

6. Napiste vztah vyjadrujuci dobu kmitu fyzikalneho kyvadla a okomentujte ho.

Kontrolné otazky

I £ L0, PO =
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SUHRN VZTAHOV

polohovy vektor taZiska dvoch
hmotnych bodov

suradnice t'aziska telesa
veta 0 pohybe taziska

prva pohybova rovnica

prva impulzova veta

moment hybnosti sustavy
hmotnych bodov

druha pohybova rovnica

druhd impulzova veta

kinetickd energia telesa otacajiceho
sa okolo pevnej osi

moment zotrva¢nosti
moment zotrvac¢nosti valca

Steinerova veta

zloZka momentu hybnosti
rovnobezna s osou otacania telesa

pohybova rovnica telesa na osi

praca momentu sily pri ota¢avom

pohybe

kineticka energia vol'ného telesa

doba kmitu fyzikalneho kyvadla

mir; + myr,

T ST
[xdm

Xt = (AT Ve =

mCaT=F

F = (dp/dt)

1

1

n n
L=2Li=ZTiXmivi

= ty
j Fdt = f dp'= plt)=p(t) = Ap
t t

i=1 i=1
M = (dL/dt)
tz tz
Mdt = dL = L(t,) — L(t;) = AL
tl tl
el L
Kk = 2]60

= —mR?
It Zm
J = Jr + mb?
L. =]w
M, =]«
P2 1 1
W= MrngI—](J)%——
o1 2 2
1 2 1 2
Ek:EMvT‘l'E]T(!)
A= L
mgr
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SLOVNIK

dvojica sil — dve rovnako velké sily opa¢ného smeru, ktoré pésobia v dvoch
rozliénych, navzajom rovnobeznych priamkach. Moment dvojice sil M =r x F,
kde F je jedna zo sil, r polohovy vektor posobiska druhej sily vzhl'adom na
posobisko prvej. Moment dvojice sil (velkost, ani smer) nezavisi od volby
vzt'azného bodu.

hmotny stred — geometricky bod v sistave hmotnych bodov, ktory sa pohybuje
tak, ako keby v lom bola ststredena hmotnost’ vSetkych jej bodov a posobil v
nom sucet vSetkych vonkajSich sil. Jeho polohovy vektor sa pocita podl'a vzt'ahu

i :(Zmi riJ/(ZmiJ, kde r; je polohovy vektor hmotného bodu s hmot-
i i

nostou m; .

moment hybnosti telesa (L) — sti¢et momentov hybnosti vsetkych hmotnych
bodov, z ktorych sustava (teleso) pozostava: L = XL; = X (r; xm;v;), kde r;
je polohovy vektor hmotného bodu s hmotnostou m; a w; jeho rychlost’. Je to
vektorova veli¢ina, ktorou sa vyjadruje pohybovy stav telesa pri rotachom
pohybe. Jednotka: kg-m?/s .

moment sily (M) - vektorova veli¢ina zavedena ako vektorovy sucin
polohového vektora posobiska sily a tejto sily: M =r x F . P6sobenim momentu
sily telesa menia svoj rotaény pohybovy stav. Jednotka: N-m .

moment sily vzhPadom na os — vektorova veli¢ina predstavujuca zlozku
momentu sily posobiaceho na teleso, a to zlozku rovnobezni s pevnou osou,
okolo ktorej sa teleso mdze otacat’; meni uhlova rychlost’ otacania telesa okolo
tejto osi.

moment zotrvacnosti (J ) — skalarna veli¢ina vyjadrujica zotrvaéné vlastnosti
telesa pri rotaénom pohybe okolo osi. Definovana je ako sucet J = T mibi?, kde
m; je hmotnost’ i-teho hmotného bodu telesa, bi jeho vzdialenost' od osi
ota¢ania. Jednotka: kg-m2,

podmienky rovnovahy telesa — podmienky ktoré treba splnit’, aby teleso bolo v

rovnovahe: sucet vSetkych vonkajSich sil posobiacich na teleso, ako aj stcet
vSetkych momentov sil pdsobiacich na teleso sa musi rovnat’ nule.
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pohybova rovnica telesa na pevnej osi — vztah medzi momentom sily
vzhl'adom na os Mos a uhlovym zrychlenim telesa @ : Mo = Ja, kde J je
moment zotrvacnosti telesa vzh'adom na td istl os.

pohybovy stav telesa — vektorovy sucet hybnosti hmotnych bodov z ktorych
teleso (sUstava hmotnych bodov) pozostava (p = X pi) a vektorovy sucet ich
momentov hybnosti (L = X Li). Zmena velkosti alebo smeru aspon jedného z
vektorov p alebo L, znamena zmenu pohyboveho stavu telesa (ststavy hmotnych
bodov).

precesny pohyb — rota¢ny pohyb telesa okolo osi prechadzajicej pevnym
bodom, pri¢om os meni svoju polohu tak, ze opisuje kuzel'ova plochu s vrcholom
v tomto bode.

prva impulzovad veta — vzt'ah medzi impulzom vyslednej sily pdsobiacej na
sustavu hmotnych bodov (teleso) a zmenou hybnosti tejto sistavy.

prva pohybovéa rovnica — vektorovy vzt'ah medzi su¢tom vSetkych vonkajsich
sil pésobiacich na ststavu hmotnych bodov (alebo teleso) a zmenou hybnosti
tejto sustavy za jednotku €asu (t.j. jej derivaciou podla Casu).

redukcia sil — postup, ktorym sa vektorovym s¢itanim vsetkych vonkajsich sil
posobiacich na teleso (sustavu hmotnych bodov) ziska vysledna sila, ktora
posobi v tazisku telesa a jedna vysledna dvojica sil, ktorej moment nezavisi od
vol'by vzt'azného bodu. Vysledna sila posobiaca v tazisku podmietiuje translacny
pohyb telesa, vysledna dvojica sil jeho rotaény pohyb.

rotacny pohyb telesa — pohyb, pri ktorom body telesa leziace na osi otd€ania st
nepohyblivé, ostatné sa pohybuju po kruZzniciach so stredmi na osi ota€ania..

rovnovaha sustavy sil — stav, pri ktorom je vysledné p6sobenie sustavy sil na
dokonale tuhé teleso nulové. Vtedy je vektorovy sucet pdsobiacich sil, aj
vektorovy sucet posobiacich momentov sil nulovy a teleso si zachovava svoj
pohybovy stav.

rovnovaha telesa — situécia, pri ktorej sa v inercialnej sistave nemeni pohybovy
stav telesa — jeho hybnost’, ani moment hybnosti sa nemenia. Sily posobiace na
teleso su vtedy vo vzajomnej rovnovahe (pozri — rovnovaha sustavy sil). Pri

statickej rovnovahe teleso nemeni ani svoju polohu, zotrvava v pokoji.

staticka rovnovaha telesa — pozri rovnovéha telesa

41



Steinerova veta — veta vyjadrujuca suvislost medzi momentmi zotrvac¢nosti
telesa pocitanymi vzhl'adom na dve rovnobezné osi, z ktorych jedna prechadza
taziskom telesa: J = Jr + mb?, kde b je vzdialenost medzi osami, m je hmot-
nost’ telesa, Jt moment zotrvacnosti vzh'adom na os prechadzajucu t'aziskom.

t'azisko telesa — bod cez ktory prechadza vyslednica tiazovych sil pdsobiacich na
jednotlivé hmotné body telesa (ststavy hmotnych bodov), a to pri l'ubovolnej
orientacii telesa v priestore. V homogénnom tiazovom poli je tazisko totozné s
hmotnym stredom telesa.

translaény pohyb telesa — pohyb, pri ktorom vSetky body telesa maju (v
inercialnej sustave) v kazdom okamihu rovnaku rychlost’.

veta o pohybe taziska — “taZisko telesa sa pohybuje tak, ako by v niom bola
sustredena celd hmotnost’ telesa, a ako by v nom pdsobila vyslednica vSetkych
vonkajsich sil pdsobiacich na teleso”.

vnuatorné sily — sily pdsobiace medzi jednotlivymi hmotnymi bodmi (¢ast’ami)
sustavy, a ktoré nemaju povod v telesach nepatriacich do sustavy.

zadkon zachovania hybnosti — fyzikalny zakon, podla ktorého sa celkova
hybnost’ ststavy hmotnych bodov (telesa) nemeni, ak sa sucet vonkajSich sil
posobiacich na sustavu rovna nule.

zakon zachovania momentu hybnosti — fyzikalny zakon, podl'a ktorého sa

celkovy moment hybnosti sistavy hmotnych bodov (telesa) nemeni, ak sa stcet
momentov vonkajSich sil posobiacich na stistavu rovna nule.
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ULOHY

Tazisko a moment zotrva¢nosti

Vypocty polohy tazisk a momentov zotrvaénosti sa tykaju len homogénnych
atvarov, pokial’ to v zadani ulohy nie je uvedené inak.

1. Dva hmotné body A , B s hmotnostami m; a m, sa pohybuju rovnomerne
priamociaro, bod A v smere 0si X rychlostou v, , bod B v smere osi y rych-
lostou vg. V ¢ase t=0 bod A masuradnice (d,0) abod B suradnice (0, 0).

a) Vyijadrite siradnice bodov A, B ako funkcie ¢asu.

b) Vyjadrite suradnice t'aziska tychto dvoch hmotnych bodov (x; , yr) ako funkcie
casu.

¢) Vyjadrite stradnice vektora rychlosti taziska v, , v,,.

d) Vyjadrite vel'kost’ rychlosti v taziska .

VYSIedOK a) Xy = d ar UAt, Va = 0, Xp = O, WiBe— vBt,
b) xr = [my(d + v,t)]/(my + my), yr = (Myvpt)/(my +m,)
C) v, = (myvy)/(my + my,), vy, = (myvp)/(my + my)

d) w= \/v,? +vy = (\/(mlvA)Z hi- (msz)Z)/(ml + my).

2. Vypoctitajte stiradnicu taziska ty¢ky s dizkou [, celkovou hmotnostou m, ktorej
dlZzkové hustota (hmotnost’ pripadajica na jednotku dlzky) linearne rastie od
lavého konca po pravy, priom na lavom konci ma hodnotu p, a na pravom konci
p, = 3p, . Zaciatok stradnicovej stistavy zvol'te na Favom konci tycky.

Vysledok: x, = (7/12)1.

3. Vypocitajte polohu taziska titvaru ktory ma tvar pismena T, priCom obidve cCasti
pismena maju rovnaka dizku [ . Zagiatok suradnicovej sustavy zvol'te v spoloénom
bode obidvoch ¢asti pismena.

Vysledok: x; = (1/4)l.

4. Vypocitajte stradnice taziska tenkého drotu zohnutého do tvaru pismena L ,
pri¢om dizka vodorovnej ¢asti a =20 cm, dizka zvislej ¢asti b =40 cm.
Vysledok:
=",/ (0¥ D) I3, 3'3 G, yr = (b?)/[2(a + b)] = 16,6 cm..

5. Vypocitajte polohu taziska lichobeznika, ktory vznikol z rovnostranného
trojuholnika odrezanim jedného z vrcholov rezom rovnobeznym s protil'ahlou
zakladiiou a prechadzajucim stredom vySky trojuholnika. Pocitajte pomocou
integralu, ale aj vhodnym rozdelenim trojuholnika na &asti. Dizka strany
povodného trojuholnika je a .

Vysledok:  y; = a(V/3 /9)
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6. Vypocitajte vzdialenost’ taziska tenkého plechu, ktory ma tvar polkruhu, od stredu
povodneho celého kruhu. Polomer kruhu je R.
Vysledok: y; = (4R /37).

7. Dve malé gul’'6¢ky s hmotnostami m; a m, su spojené¢ spojnicou zanedbatel'nej
hmotnosti, ktora ma dizku [ . Vypogitajte moment zotrva¢nosti J tohto Gtvaru

vzhl'adom na os kolmu na spojnicu a prechadzajucu taziskom sustavy.
. mym, ,
VWisled @l RS ———"57 =1
m; + m,

8. Vypocitajte moment zotrvacnosti utvaru vyrobeného z tenkého drotu, ktory ma tvar
pismena T , vzhI'adom na os kolmu na rovinu pismena a prechadzajucu spolo¢nym
bodom useciek tvoriacich pismeno. Kazda ¢ast’ Utvaru ma hmotnost' m, = 0,2 kg, a
dizku 1, =50 cm.

Vysledok: ] = (5/12)m 1% = (1/48)kg m?

9. Vypocitajte moment zotrvacnosti kuska tenkého plechu s tvarom rovnostranného
trojuholnika, vzhladom na os totoznu s jeho vyskou. (hmotnost’ plechu m, dizka
strany trojuholnika a)

Vysledok: J = (1/24)ma? .

10. Vypocitajte moment zotrvacnosti tenkostennej rurky, ktord méd hmotnost m a
polomer R. Moment zotrva¢nosti pocitajte vzhl'adom na os totoznu s povrchovou
priamkou rurky.

Vysledok: J =2mR?.

11.Kruhovy disk ma hmotnost m a polomer R , takze jeho moment
zotrvacnosti vzhl'adom na os prechadzajicu jeho t'aziskom kolmo na
rovinu disku J;= (1/2)mR2?. V disku urobime dva otvory s
polomermi R/2 podl'a obrazku. Vypocitajte moment zotrvac¢nosti J,
disku s otvormi vzhl'adom na povodnt os.

Vysledok: J, = (5/16)mR?>.

12. Homogénna ty¢ s povodnou dizkou I, a hmotnostou m, sa moze ota¢at’ okolo
osi kolmej na ty¢ a prechadzajicej jej stredom. O akua dizku Al; by sa musela ty¢
prediZit’ (pri zachovani hmotnosti), aby sa jej moment zotrvaénosti zdvojnasobil?
O aka dizku Al, by sa musela tyé predizit, aby sa jej moment zotrvaénosti
zdvojnasobil, ak jej hmotnost’ bude rast’ linearne s dizkou?

Vysledok:.Al, = (V2 —1),, 4, = (V2 -1)1,.

13.Kruhovy disk ma hmotnost m = 6 kg, polomer R; = 10 cm, hrdbku h; = 4 cm.
Vypocitajte jeho moment zotrvacnosti J; . Aka musi byt hrubka h, a polomer
disku R, , aby sa pri zachovani hmotnosti moment zotrva¢nosti zvac¢sil n-krat?

Vysledok: J; =0,03kg-m?, h, =h,/n, R, =+/nR,.
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Hybnost, moment hybnosti, pohybové rovnice, energia

14.Clovek s hmotnostou m, beziaci rychlostou v; dobehne vozik s hmotnostou
m, = 3m,; pohybujici sa rychlostou v, = wv;/3 a vysko¢i nan. Akou
rychlostou w sa zaénu spolu pohybovat? Rovna sa spolo¢na kinetickd energia
suctu povodnych kinetickych energii?

Vysledok: w = (1/2)v, .

15.Na vodorovnom valci (hriadeli) s polomerom R a hmotnostou m, je navinuté

tenké lanko, na ktorom je zavesené zavazie s hmotnostou m,. a) Akym
zrychlenim a; klesa zavazie nadol? b) Akou silou F; je napinané lanko? c)
Akym uhlovym zrychlenim a; sa otaca valec?
Vysledok: .
2m, mm, a, 2mMeg
%! Rn +ml‘g'F1 E 2m, +ml‘g'0(1 (I 2m, + my R’

16.Brzdovy koti¢, ktory mé tvar kruhovej platne s polomerom R = 20 cm a
hmotnostou m = 3 kg , sa otaca frekvenciou f = 10 s. Aky velky konStantny
moment sily M musi posobit’ na kota¢, aby ho zastavil za At=557?

Vysledok: M =0,754 N-m .

17. Zotrvacnik automobilu si mézeme predstavit’ ako kruhovy disk s hmotnostou m =
20 kg a polomerom R =20 cm. Aka velka tangencialna sila F; musi posobit’ na
jeho obvode, aby sa v priebehu At=2 s zvysila jeho vol'nobehova frekvencia f; =
600 otacok za mindtu na frekvenciu f, = 3000 ota¢ok za minatu? Aky velky
kratiaci moment M, vyvolavasila F; ?

Vysledok: F, = 250 N, M, =50 N-m .

18. Spojka automobilu sa skladéd z dvoch kotic¢ov, ktoré maju momenty zotrvacnosti J;
a J, . Kotuce sa iba zotrvacnostou (bez trenia) otacajii uhlovymi rychlostami o, ,
@, aVvistom okamihu sa spoja, pricom nie su pripojené¢ na d’alSie mechanizmy.
Vypocitajte uhlovu rychlost’ @; spojenych kotucov a zmenu kinetickej energie AE
sustavy kotucov.

Vysledok:

o+ o 14 JiJ2 2
T T T PR )

19. Tenka ty& s hmotnostou m a dizkou | sa médze volne otadat’ vo vertikalnej rovine
okolo vodorovnej osi prechadzajucej jej koncovym bodom. Ty¢ volne visi.
Integraciou po elementoch dizky ty¢e vypoditajte moment tiazovej sily M,
posobiaci na ty¢, ak je vychylena do vodorovnej polohy. Pri akej vychylke ¢, z
rovnovaznej polohy klesne moment sily na polovicu?

Vysledok: M; = (mgl)/2 , ¢, =30°.
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20.0kolo vodorovnej osi sa mdze volne otacat tenka ty¢ s dizkou | =1 m a
hmotnostou m,; = 0,5 kg. Os prechadza jej hornym koncom. Na dolnom konci
tyCe je pripevnena mala gul’ka s hmotnostou m, = 0,5 kg , ktorej polomer je v
porovnani s diZkou ty&e zanedbatelny. Vypocitajte moment zotrvaénosti J tohto
zloZzeného utvaru vzhl'adom na os otdcania. Vypocitajte moment tiaZzovych sil M
poOsobiacich na zlozené teleso pri jeho vychyleni o 90° z rovnovaznej polohy.
Akym uhlovym zrychlenim « sa teleso za¢ne pohybovat, ked” ho z tejto
vychylenej polohy vol'ne pustime?

Vysledok: J = (2/3) kg:m?, M =(3/4) N-m, a=(9/8) rad/s?.

21. Homogénny plny valec (hmotnost m, polomer R) sa otac¢a uhlovou rychlostou @
okolo osi totoznej s jeho osou symetrie. Aka pracu W; vykonaji vonkajSie sily,
ktore zvacsia uhlovl rychlost’ valca na trojnasobok?

Vysledok: W, = 2mR%w5 .

22.Homogénny kruhovy disk (hmotnost’ m, polomer R) sa otaca uhlovou rychlostou
@ VO vodorovnej rovine okolo zvislej osi, ktora prechadza jeho stredom.
Vypocitajte kineticka energiu disku Ej, a pracu W potrebnil na zmen$enie uhlovej
rychlosti disku na polovicu.

Vysledok: E, = (1/4)mR?*@?*, W = (3/16)mR?a?.

23. Krasokorculiar m4 na zafiatku piruety moment zotrva¢nosti J; (= 1 kg-m?) a
uhlovu rychlost @; (= 6 rad/s). Pritiahnutim rik a volnej nohy blizsie k telu
zmenS$il svoj moment zotrvacnosti a zvySil uhlova rychlost’” na trojnasobok, t.j.
@, = 3w, . Aka bola jeho rota¢na kineticka energia E; pri uhlovej rychlosti o; na
zaCiatku piruety, aka pri uhlovej rychlosti @, a akd pracu W, pritom
krasokorc€uliar vykonal? Porovnajte tuto pracu s pracou W,, ktord musi vynaloZzit’
na dosiahnutie rychlosti 10 m/s !

Vysledok: E, =18W-s,E, =3E;, W, =E, — E, =36 W-s, W, =2500 W-s .

24.Tenka kruhova doska s hmotnostou m a polomerom R ma v strede otvor s
polomerom r = R/2 . Vonkaj$im okrajom dosky kolmo na jej rovinu prechadza
os O, okolo ktorej sa otaca.

a) Vypocitajte moment zotrvac¢nosti dosky J, vzhl'adomnaos O.

b) Doska sa otaca okolo osi uhlovou rychlostou @ . Za aky Casovy interval At sa
jej uhlova rychlost’ zvacsi na Stvorndsobok, ak otdcanie dosky urychl'uje
moment sily velkosti M ?

Vysledok: J, = (13/8)mR?, At = (3],w)/M .

25. Tenkd homogénna Stvorcova doska ma hmotnost' m a stranu a. a) Urte moment
zotrvacnosti dosky J vzhl'adom na os O , ktora prechadza stredom dosky, lezi v
rovine dosky a je rovnobezna s jednou stranou dosky. b) Aku kineticku energiu ma
doska, ked’ sa otaca okolo osi O uhlovou rychlostou @ ? ¢) Aky €asovy interval
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At je potrebny na to, aby moment sil rovnobezny s osou ota¢ania a velkostou M
posobiaci na dosku zvacsil jej uhlova rychlost’ na n-nasobok pévodnej uhlovej
rychlosti w?

Vysledok: J = (1/12)ma?, E, = (1/24)ma’«?, At=[(n-1)Jw] /M.

26. Tenka homogénna ty¢ s hmotnostou m a dizkou I, sa
otaéa uhlovou rychlostou @ Vv horizontalnej rovine
okolo osi, ktora je na tdto rovinu kolma a pretina ju v
bode leZiacom na priamke v prediZeni tyge, vo l0s
vzdialenosti (3/2) | od jej stredu (ty¢ upevnena na
tenkom povrazku). Urcte:

a) moment zotrvacnosti ty¢e Jr vzhladom na os kolmu na ty¢ a prechadzajlcu jej

taziskom
b) moment zotrva¢nosti J, vzhl'adom na uvedent os ota¢ania,
c) moment hybnosti L tyce
d) casovy interval At , ktory potrebujeme na zmensenie uhlovej rychlosti na @ /2
ked’ otaCanie spomal'ujeme momentom sil vel'kosti M.
Vysledok: Jr = (1/12)ml?, J, = (7/3) mI?, L= (7/3) mPw, At=Jw)/(2M) .

27.Ty¢ s konstantnym prierezom, dizkou | a hmotnostou m je zavesena tak, 7e sa
moze otacat’ okolo vodorovnej osi prechadzajucej jej hornym koncovym bodom.
Ty¢ vychylime z rovnovaznej polohy o uhol « = m/2 a volne ju pustime.
a) Vypocitajte moment zotrvacnosti ty¢e vzhl'adom na os otacania.
b) Aku uhlovi rychlost @ ma ty¢ pri prechode rovnovaznou polohou ?
€) Akou rychlostou vy prejde rovnovaznou polohou tazisko tyce ?

Vysledok: o =/(39)/L, vr = 2./3g1 .

28. Obdiznikovéa doska so stranami a, b a hmotnostou m sa 0S

otaca uhlovou rychlostou @ okolo osi totoznej so stranou b.
Urcte pracu W vonkajsej sily, ktord dosku zastavi. b
Vysledok: W = (1/6)ma?*. P

29. Horizontélne ulozena kruhova doska (hmotnost’ m, , polomer R) sa otaca uhlovou
rychlostou @, okolo zvislej osi prechadzajucej jej stredom. Clovek s hmotnostou
m, stoji na okraji dosky. Vypocitajte uhlovt rychlost @, sustavy doska - ¢lovek,
ked’ ¢lovek prejde do stredu dosky, takze uz neprispieva k momentu zotrvacnosti
sustavy. Zmeni sa kinetickd energia sustavy ked clovek prejde do stredu
otacajucej sa dosky?

Vysledok: @, = w,(m; + 2m,)/m,.

30. Akou rychlostou v, dopadne na stol koniec ceruzky, ktora postavime jej Spickou
na stél a volne pustime. Ceruzka ma dizku | = 20 cm a jej prie¢ne rozmery
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zanedbame. Keby takto padala Eifelova veza (vyska 300 m), akou rychlostou v,
by dopadol na zem jej vrchol?

Vysledok: v, =/3gl =2,45m/s , v, = 341 km/h

31.Teleso v tvare obrateneho pismena T zhotovene z tenkého
drotu, moZe sa volne otacat okolo vodorovnej osi
prechadzajiucej jeho hornym koncom. Obidve cCasti pismena >
. 7 v 7 4 L) /4 /
maju rovnaka dlzku | = 60 cm. Aka rychlost’ (vodorovnym

smerom) treba udelit’ najnizSiemu bodu telesa, aby sa zotrva¢nostou vychylilo o
60° ?

Vysledok: v = /24/17 gl =291 m/s

32.Tenka ty¢ s hmotnostou m; a dizkou | sa méZe ota¢at’ vo vodorovnej rovine
okolo zvislej osi prechadzajicej jej stredom. Do konca tyce narazi teliesko s
hmotnostou m, rychlostou v, . Vektor rychlosti telieska lezi vo vodorovnej
rovine aje kolmy na ty¢. Akou uhlovou rychlostou @ sa zacne otacat ty¢ s
telieskom ktoré v konci ty¢e uviazne? Ty¢€ bola pred nadrazom v pokoji.

Vysledok: . @ = (6m,v,)/(m,l + 3m,l)

33.Plochy kotu¢ (disk) sa modze volne otacat’ vo vertikdlnej rovine

okolo horizontalnej osi prechadzajicej jeho okrajom. Hmotnost

kotuca je m,, polomer R . Po obvode kotica je navinuté tenké ’
lanko a na nom visi zdvazie s hmotnostou m,. Vypocitajte uhol

@, , pri ktorom nastane rovnovaha momentov sil posobiacich na

kotuc. mo

Vysledok: . sin @, = m,/(m; + m,)

34.Po naklonenej rovine so sklonom ¢ sa vali plny valec s polomerom R a
hmotnostou m;. Aku rychlost wv; dosiahlo jeho tazisko po prejdeni dréhy s,
ked’ uz na jej zaciatku malo t'azisko rychlost’ v, ?

Vysledok: . vy = /(4/3)gs sin g + v2

35. Tenka ty¢, ktora ma hmotnost m a dizku | sa moZe otadat’ vo vodorovnej rovine
okolo osi, ktord je na ty¢ kolmé a prechddza vo vzdialenosti [/4 od stredu tyce.
Akym kon$tantnym momentom sily M musime na ty¢ posobit, aby po uplynuti
casoveho intervalu At nadobudla kineticka energiu Ej ?

Vysledok: . M = (I/At)+/(7/24)mE, .

36. PIny valec, ktorého hmotnost' je m a polomer R , a duty valec (tenkostenna
rurka) s rovnakymi parametrami, sa kotulaji po rovine. Aky zlomok celkovej
kinetickej energie valca pripada na rotacntl energiu pri plnom a pri dutom valci?

Vysledok: Jedna tretina pri plnom a polovica pri dutom valci.

48



37.Homogénny plny valec a duty tenkostenny valec, kazdy s hmotnostou m;, a
polomerom R , sa mézu otacat’ okolo horizontalnych osi, totoznych s ich osami
symetrie. Na valcoch su navinuté tenké lanka a na nich zavesené rovnaké zavazia s
hmotnostami m, . Zavazia za¢nu vplyvom tiaze klesat’ a valce sa otacat. Akymi
rychlostami v, , resp. v, sa budl pohybovat’ zdvazia zavesené na plnom, resp.
dutom valci, ked’ zavazia klesnu o vysku h?

mygh mygh
U= My g0 VeT Wy g Ve Ve
4 2 P 2

38. Tenka ty¢ (dizka | = 100 cm, hmotnost m = 0,1 kg) rotuje okolo
zvislej osi, na ktora je vol'ne pripevnena hornym koncom. Pri rotacii
sa od vertikalnej osi odchyli o uhol ¢. Akou uhlovou rychlostou
rotuje ty¢, ked’ je od osi otac¢ania odchylena o ¢, = 60° ?

3
oy = O S
2l cos ¢4

Fyzikalne kyvadlo

39. Vypocitajte dobu T kmitu telesa zhotoveného z tenkého drotu, ktoré
ma tvar kruznice s polomerom R =20 cm, zavesen¢ho podl'a

obrazku. Vysledok: . T = 2m,/(29)/R = 1,265s.

40. Vypocitajte dobu kmitu telesa zhotoveného z tenkého homogénneho drétu, ktore
ma tvar pismena T a kyva okolo osi prechadzajicej spolo¢nym bodom dvoch ¢asti
pismena. Kazda z asti pismena ma dizku | =100 cm.

Vysledok:. T = 2m,/(51)/(6g) = 1,83 s.

41.Homogénna tenka ty¢ (hmotnost m, dizka |) moze kyvat vo vertikalnej rovine
okolo osi prechadzajicej tyCou kolmo, vo vzdialenosti x od taziska tyCe. Najdite
vzdialenost’ x, , pri ktorej je doba kyvu ty¢e miniméalna.

Vysledok: x, = [/V/12.
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