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6
KMITANIE A VLNENIE

Kapitola je venovand mechanickému kmitaniu a vineniu, ale zakladné pojmy
s ktorymi sa v nej Citatel’ zoznami, sa pouZzivaju aj pri elektromagnetickom kmitani a
vlneni. Ide napriklad o frekvenciu, dobu kmitu, vlnovi dizku, fazova a grupovu
rychlost’. V podkapitole o kmitani je opisany harmonicky pohyb — netimeny aj timeny,
vynutené kmitanie vratane rezonancie a skladanie kmitov. Na opis tychto javov sa
pouzivaju diferencialne rovnice. Jeden ¢lanok sa zaobera energiou kmitavého pohybu.
V podkapitole o vlneni sa mozno oboznadmit" s rovnicou vyjadrujucou vychylku
Sirtacej sa vilny ako funkciu polohy a ¢asu (vlnovou funkciou), s diferencidlnou
rovnicou opisujiicou vinenie (vlnovou rovnicou), so skladanim vin (interferenciou),
modulaciou, podmienkami ktoré vinenie spifia v ohrani¢enom priestore (napr. struna
upevnend na oboch koncoch), s Dopplerovym javom a kapitola konéi ¢lankom
0 energii, ktortl vlnenie prenasa.

Potrebné vedomosti

Treba ovladat’ kinematiku a dynamiku hmotného bodu a zaklady diferencialneho a
integralneho poctu. Vhodné by boli aj elementarne poznatky o diferencidlnych
rovniciach, ale nie su nevyhnutnou podmienkou.
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6.1 Kmitanie

KPacové slova

kmitavy pohyb, harmonicky pohyb, frekvencia, uhlovd frekvencia, doba kmitu,
pohybovéa rovnica harmonického oscilatora, amplituda kmitov, fazovy uhol, fazové
posunutie, energia harmonického oscilatora, timeny harmonicky oscilator, periodicky
pohyb, aperiodicky pohyb, koeficient tlmenia, logaritmicky dekrement, vyn(tené
kmitanie, rezonancia, rezonan¢na frekvencia, skladanie kmitov, razy, Lissajousove
Krivky

6.1.1 Uvod, kinematika harmonického pohybu

Kmitavy pohyb je vyznamnym druhom pohybu v prirode — kmitajd mostné
konstrukcie, atomy v molekulach a krystaloch, nukledény v jadrach atomov, ale aj
elektrony v elektrickej rozvodnej sieti, ¢i anténach rozhlasovych a TV prijimacov.
Najjednoduchs$im reprezentantom kmitavého pohybu je kyvadlo, alebo na pruzine
zavesené zavazie.

V dalsom bude opisany pripad, ked kmitajuci objekt kmitd pozdiz jednej
priamky. Matematicky opis takéhoto kmitavého pohybu sa opiera o goniometrické
funkcie  sinus, resp. kosinus. Takyto jednoduchy kmitavy pohyb sa nazyva
harmonicky pohyb. Kinematicky si ho mozno znazornit' ako priemet rovnomerného
pohybu bodu po kruznici — do priamky leziacej v rovine kruznice. Nazorné je to
najma vtedy, ked’ priamka prechadza stredom kruznice.

Na nasledujiicom obrazku je nakreslend kruznica so sprievodicom bodu (Sikma
usecka so Sipkou v kruznici), ktorého koniec sa po nej pohybuje konstantnou uhlovou
rychlostou @. Usecka v grafe predstavuje priemet sprievodi¢a do zvislej osi. Velkost
tohoto priemetu sa s ¢asom meni podl'a funkcie sinus, ¢o vidno na obrazku.
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Preto pre vychylku y harmonického kmitavého pohybu plati:

y =asin f = asin (wt) , (6.1.1.1)
kde a je najvicésia vychylka —amplituda.
Pre priemet sprievodica do osi x plati

x=acosff=acos(wt). (6.1.1.2)



Uvedené dve rovnice predstavuju parametrické vyjadrenie pohybu po kruznici.
Umocnenim rovnic (6.1.1.1) a (6.1.1.2) na druhu a ich s¢itanim dostaneme:

xt+y2=a?,

¢o je rovnica kruZznice.
Derivaciou vztahu (6.1.1.1) podla ¢asu dostaneme Yy-ovU suradnicu rychlosti:

vy, = awcos (wt) (6.1.1.3)
a druhou derivéaciou saradnicu zrychlenia:
a, = —Ae? sin (wt) = —y. (6.1.1.4)

Poloha kmitajtcej Castice, jej rychlost’ a zrychlenie su vektorové veli¢iny. Ak
Castica kmita pozdiz osi y (v smere ktorej zvolime jednotkovy vektor j), potom tieto
vektorové veli¢iny moZeme vyjadrit’ vztahmi

r=yj, v=uj, a=a,j. (6.1.1.5)

SGstava, ktora kmita tak, Zze sa jej kmitanie oznaCuje ako harmonické, sa nazyva
harmonicky oscilator .

Priklad 6.1.1.1 Vypocitajte rychlost’ a zrychlenie oscilatora v okamihu t; = 2 s, ak
zavislost' jeho vychylky od Casu je vyjadrena vztahom Yy =Asin(@t+ @), pricom
A=3cm, w= 2rx-5radls, ¢p=m/6.

Rie$enie Rychlost’ vypocitame prvou derivaciou vychylky podla casu v,= (dy /dt) =
Awcos(wt + 7/6), zrychlenie druhou derivaciou a, =- Ae?sin(wt + n/6). Po
dosadeni hodn6t veli¢in dostaneme v, (t,) = 81,62 cm/s, a,(t;) = —1480,4 cm/s?.

Priklad 6.1.1.2 Ako treba zmenit’ parametre harmonického pohybu, aby sa rychlost’
oscilatora pri prechode rovnovaznou polohou zdvojnasobila?

RieSenie Pre rychlost’ oscilatora plati vztah (6.1.1.3), podl'a ktorého v), = Aw cos(at).
Pri prechode rovnovaznou polohou ma maximalnu rychlost, vtedy cos(at) = £1. Ak sa
ma tato rychlost’ zdvojnasobit’, musi sa zdvojnasobit’ bud’ amplitida, alebo frekvencia
oscilatora, pripadne spolo¢ne sa zmenit’ tak, aby ich sucin sa zdvojnasobil.

Priklad 6.1.1.3 Ako treba zmenit’ frekvenciu harmonického pohybu (pri zachovani
amplitady), aby sa maximalne zrychlenie zvacsilo Stvornasobne?

RieSenie Maximalne zrychlenie oscildtora podla vztahu (6.1.1.4) je A«?. Pri
zachovani amplitidy A musi byt §tvornasobna druha mocnina frekvencie. Preto sa
frekvencia musi zvacsit’ dvojnasobne.




Kontrolné otazky

1. Napiste ako zavisi vychylka harmonického oscilatora od casu.
Uvedte, co je amplitida harmonického pohybu.
Vyjadrite rychlost pri harmonickom pohybe ako funkciu casu.

S gl

V' ktorej polohe dosahuje harmonicky oscilator najvicsiu rychlost, v ktorej
najvdcsie zrychlenie?

6.1.2 Pohybova rovnica harmonického oscilatora a jej rieSenia

Z dynamického hladiska je kmitavy pohyb Castice s hmotnostou m vyvolany
posobenim sily, ktoru ziskame ako skalarny nasobok zrychlenia. Zrychlenie je
vyjadrené vzt'ahom (6.1.1.4) a tak pre silu plati:

F=Ej=ma=ma,j ,
odkial’ pre y-ovu sUradnicu sily dostaneme

E=ma,=—mao*y =—ky, (6.1.2.1)
kde
k=ma? . (6100,

Ak ide o oscildtor vytvoreny zavazim a pruzinou, pricom sa pruzina periodicky
stlaca a natahuje, konsStantu k nazyvame tuhost’ oscilatora (pruziny). Ma vyznam
sily potrebnej na prediZenie (stladenie) pruziny o jednotku dizky, lebo k = (K/y) .

Slradnica vektora zrychlenia a, je druhou derivaciou suradnice y poloho-
vého vektora, takze z rovnice (6.1.2.1) dostaneme pohybovu rovnicu harmonického
oscilatora

d2y

—— = —ky. 6.1.2.3
e y ( )

To znamena, Ze sila vyvolavajuca harmonicky pohyb je Umernad vychylke z
rovnovaznej polohy, ale ma opacny smer ako vychylka. Po mensej uprave dostaneme
diferencialnu rovnicu

k
— 1 —y=0, (6.1.2.4)

ktorej rieSenia vyjadruju kmitanie réznych harmonickych oscilatorov. Zavislost
vychylky y(t) od ¢asu, opisujuca kmitanie oscilatora, jej musi vyhovovat’.

RieSeniami diferencialnej rovnice (6.1.2.4) st v podstate len rieSenia typu

Gy (GI= sin\/%t, b). @)= cos\/%t, (6.1.2.5)



alebo s vyuzitim vztahu (6.1.2.2):

a) y,(t) =sin(wt), b)  y,(t) = cos(wt) , (6.1.2.6)

O spravnosti tychto rieSeni sa mozno presvedCit’ ich dosadenim do diferencidlne;j
rovnice. VSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice je linearnou kombinaciou tychto
rieSeni:

y(t) =Ay,(t) + By,(t) =Asin(wt) + Bcos(wt), (6.1.2.7)
o ¢om sa opidt’ mozno presved¢it dosadenim do diferencidlnej rovnice, Co sa podari,
ked’ zoberieme do uvahy aj platnost’ vzt'ahu (6.1.2.2) .

Konstanty A a B vo vSeobecnom rieSeni (6.1.2.7) diferencidlnej rovnice
zavisia od pociatoénych podmienok. Nech v okamihu t, = 0 ma oscilator vychyl-
ku y= 1y, a rychlost wv,=wv, . Potom pre okamih t, = 0 podla rovnice
(6.1.2.7) plati: y, = B. Vychadzajtc z rovnice (6.1.2.7) pre rychlost’ plati:

v, = Aw cos(wt) — Bw sin(awt), (6.1.2.8)

¢o znamena, ze v okamihu t, = 0 dostaneme v, = Aw. Vyuzitim pociatocnych
podmienok v§eobecné rieSenie nadobudne tvar

y(it) = (v,/w)sin(wt) + y,cos(wt). (6.1.2.9)
Vseobecné riesenie (6.1.2.7) sa najcastejSie zapisuje v tvare
y(t) Csin(ot+ @), (6.1.2.10)

ktory mozno z povodného tvaru ziskat’ substiticiami A4 = C cos ¢, B = C sin ¢.
Ich dosadenim do rieSenia (6.1.2.7) dostaneme:

y(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) = Ccosg sin(wt) + Csing cos(wt) = C sin(wt + @)

Veli€iny vystupujlice v rieSeni (6.1.2.10) maju tieto ndzvy

C amplitada (harmonického pohybu)
@ uhlova frekvencia

(ot + ¢) faza, fazovy uhol

@ zaliato¢na faza .

Medzi uhlovou frekvenciou @ , frekvenciou f a dobou kmitu T harmonického
oscilatora platia rovnaké vztahy ako pri pohybe po kruznici

DA=N2Ta - e T =21/

Oscilécie vyskytujuce sa v prirode maju len zriedka jednoduchy harmonicky
priebeh. Jestvujii v§ak metody — harmonicka analyza — pomocou ktorych mozno aj
zlozitejSie periodické zavislosti (napr. zvuky vydavané roznymi hudobnymi néstroj-
mi) rozlozit na mnozinu jednoduchych harmonickych zavislosti so zakladnou fre-
kvenciou a vysSimi harmonickymi frekvenciami. Preto mé opis jednoduchého
harmonického oscilatora principialny vyznam.



Priklad 6.1.2.1 Aky je pomer frekvencii dvoch oscilatorov (zavazia visiace na
rovnakych pruzinach), ktorych hmotnosti st my; a m, = 2my ?

RieSenie Vyuzijeme vztah (6.1.2.2),tj. k = ma?, z ktorého vyplyva, ze &* = k/m.
Preto(w, /@,)? = (m, / m;) = 2. Pomer frekvencii je (w,/w,) = V2.

Kontrolné otazky

Aké viastnosti musi mat sila vyvoldavajuca harmonicky pohyb?

Napiste pohybovii rovnicu harmonického oscilatora.

Napiste najjednoduchsie riesenie diferencialnej rovnice harmonického oscilatora.
Napiste vseobecné riesenie diferencidalnej rovnice harmonického oscilatora.
Napiste vztah medzi uhlovou frekvenciou a tuhostou oscilatora.

Co znamend fizové posunutie v rovnici pre vychylku harmonickénho oscilatora?

=INICD. CTREESN Co Mo 1=

Uvedte, ako suvisia zaciatocné podmienky so vseobecnym rieSenim diferencidlnej
rovnice harmonického oscilatora.

8. Zmeni sa frekvencia harmonického oscilatora, ak zdvojnasobime jeho amplitadu?
9. Zmeni sa frekvencia harmonického oscilatora, ak zdvojndasobime jeho hmotnost' ?

6.1.3 Energia harmonického oscilatora

M4 dve casti - Kinetickl energiu a potencidlnu energiu. Ak oscilator ma
hmotnost m , a v danom okamihu rychlost v , potom jeho kineticka energia je
vyjadrend vzt'ahom

for =NEUPAR

Ak ide napriklad o kyvadlo, potencialna energia suvisi s periodickymi zmenami vysky
zavesen¢ho zdvazia, pri pruzinovom oscilatore so stlacanim resp. natahovanim
pruziny. V tomto druhom pripade zmenu potencidlnej energie vypocitame pomocou
prace potrebnej na predizenie (skratenie) pruziny (vztah 3.2.2.6):

y y
1
Ep=W=nydy=fkydy=Eky2.
0 0

Velkosti kinetickej aj potencialnej energie sa periodicky s ¢asom menia, pricom ich
sucet sa zachovava. Ich Casové zavislosti ziskame, ak dosadime vztahy vyjadrujuce
polohu oscilatora (6.1.2.10):

y(t) = Csin(wt + ¢)



a rychlost’ ktorou sa prave pohybuje:
vy (t) = (dy/dt) = Cow cos(wt + @) .
Pre kineticku a pre potencialnu energiu tak dostaneme vyrazy:
E, = (1/2)m C?*@? cos?(wt + ¢), (6.1.3.1)
E, = (1/2) k C?sin*(wt + ¢) = (1/2) m &*C?sin®*(wt + ¢). (6.1.3.2)

Pri vypolte potencidlnej energie sme vyuzili vztah k = mae?. Sudet kinetickej a
potencialnej energie sa preto rovna vyrazu

E = (1/2) m C?? [ sin?(awt + @) + cos?(wt + ¢)] = (1/2) m C?*? ,

¢o je vztah vyjadrujuci celkova energiu harmonického oscilatora:

1
= (E) m C?a?. (6.1.3.3)

Celkova energia mechanického harmonického oscilatora zavisi od prvej mocniny
hmotnosti oscilatora, druhej mocniny amplitady a druhej mocniny frekvencie.

Potencialna energia harmonického oscilatora zavisi od druhej mocniny
vychylky:

1 1
E,= <E) k C%sin?(wt + @) = (E) ky? .

Preto sa sila pésobiaca na oscilator — podl'a vztahu (3.2.2.8) z dynamiky hmotného
bodu — vyjadruje vztahom:

ako bolo uvedené uz vyssie (vztahy 6.1.2.1, 6.1.2.3). Kvadraticka zavislost
potencialnej energie od vychylky — pri réznych oscilatoroch — vSak v prirode nie je
pravidlom. Redlne zavislosti moZzno vyjadrit’ ako mocninové rady vychylky:

e R - S Gy

odkial
F, = 2ay + 3by* + 4cy* + -~

V mocninovom rade nikdy nie je zastipend prva mocnina. Jej pritomnost by
znamenala, Ze po jej derivacii podl'a vychylky by sme dostali silu, ktord nezavisi od
vychylky. Na oscilator by posobila nemeniaca sa sila, ktord by neviedla ku
kmitavému, ale k rovnomerne zrychlenému pohybu.

10



Priklad 6.1.3.1 Ako treba zmenit’ amplitidu harmonického oscilatora, aby sa jeho
energia zvacsila Stvornasobne ?

RieSenie Energia harmonického oscilatora je vyjadrend vztahom (6.1.3.3), podla
ktor¢ho je energia imerna druhej mocnine amplitidy. Preto zvdcSenie amplitidy na
dvojnasobok, pri zachovani ostatnych parametrov vystupujucich vo vztahu, znamena
Stvorndsobné zvacsenie energie.

Priklad 6.1.3.2 Vypocitajte pomer celkovych energii dvoch oscilatorov s rovnakymi
tuhost’ami, rovnakymi amplitidami a hmotnostami m; a m, = 2m, !

RieSenie Pri rieSeni vyuzijeme vztah (6.1.3.3) pre celkovi energiu E = (1/2)maw?A?
a vztah (6.1.2.2) vyjadrujaci savislost’ tuhosti oscildtora, uhlovej frekvencie a
hmotnosti oscilatora k = ma?. Spojenim tychto vztahov dostaneme pre energiu
oscilatora E = (1/2)kA?. Ked’ze oscilatory maju tuhost’ k a amplitidu A rovnaka,
majl rovnakeé aj energie.

Poznamka Nemaju vSak rovnaké frekvencie, lebo pre druhii mocninu ich pomeru
podla prikladu 6.1.2.1 plati (@,/ @,)* = (m, /m;) = 2.

Kontrolné otazky

1. Aké druhy mechanickej energie ma harmonicky oscilator?

Pri akej vychylke je kineticka energia oscilatora maximalna?

Pri akej vychylke je kineticka energia rovnaka ako potencialna energia?
Ktorej mocnine frekvencie je Gmernd energia harmonického oscilatora?

S CERES

6.1.4 Tlmeny harmonicky oscilator

Redlne oscilatory postupne stracaju energiu, ich amplitida sa s Casom
zmensuje, az sa zastavia. Ciel'om tohto ¢lanku je matematicky opisat’ pohyb takéhoto
harmonického oscilatora, zostavit’ jeho pohybovi rovnicu a najst’ jej rieSenia.

Pri netlmenom oscilatore sme uvazovali len so silou, ktord podmienuje
existenciu harmonického pohybu, ale pri timenom oscilatore treba uvazovat’ aj so

silou, ktora zapricinuje stratu energie oscilatora. Sila, ktora vyvolava harmonicky
pohyb (vzt'ah 6.1.2.1), je umerna vychylke y, ale smeruje proti nej:

Fl - _kly' (6.1.4.1)

aLil



Pri sile tlmiacej harmonicky pohyb je celkom prirodzené predpokladat’, ze je imerna
okamzitej rychlosti v oscildtora. Tto zavislost’ mozno vo vSeobecnosti vyjarit’ v tvare
polynému:

F, = kyv + k,v? + k3v3 + ...

ale vo velkej vicsine technickych aplikacii obmedzenie sa na prva mocnu rychlosti
dostatocne presne opisuje skutoCnost’. Tlmiaca sila pdsobi proti pohybu, takZe ma
smer opacny ako okamzita rychlost’, preto sa vyjadruje vztahom:

F, = —ky v, = — k; (dy/dt). (6.1.4.2)

Sucet uvedenych dvoch sil sa podl'a Newtonovho zakona sily rovna stéinu

hmotnosti a zrychlenia oscilatora:
d*y dy
mF=F1+FZ=_k1y_kZE' (6143)

¢o je pohybova rovnica timeného harmonického oscilatora. Rovnicu upravime:

dt2 m mdt’
a zavedieme substitlcie
kq k;
= PE —<\)l= 2p 6.1.4.4
(m) @ a (m) 1 ( )

kde o, je uhlova frekvencia zodpovedajuca pripadu, ked’ koeficient timenia b je
prakticky nulovy:

Po prevedeni vSetkych ¢lenov rovnice na 'avh stranu dostaneme diferencialnu rovnicu
timeného harmonického oscilatora:

d*y dy

F+2ba+ a)f,yzo 1 (6.1.4.5)
Riesenie tejto diferencialnej rovnice sa navrhuje v tvare
y =e% = exp(at). (6.1.4.6)

Vykoname prvl aj druht derivaciu navrhnutého rieSenia podl'a Casu

dy d?y
v aexp(at), 5z = o exp(at)

a vysledky dosadime do diferencialnej rovnice (6.1.4.5):
o exp(at) + 2b aexp(at) + wiexp(at) =0.

Clen exp(at) redlne nikdy nie je nulovy, mbézeme nim rovnicu vykratit, ¢im ziskame
kvadratickd rovnicu pre premennd o :

2



o?+ 2ba+ @ = 0. (6.1.4.7)
Kvadraticka rovnica ma dva korene
0(1‘2=—bi bz_a%.

VSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice tlmeného harmonického oscilatora ma
potom tvar:
y = A; exp(a;t) + A; exp(a,t) =

= A, exp [(—b i \/W) t] + A, exp [(—b L. \/W) t] -
= exp(—bht) [Al exp (t\/ra%) +A,exp (—t\/ra)?,)] .

(6.1.4.8)
Podla vzéjomnej velkosti velicin b a @, rozliSuju sa tri pripady rieSenia:

a) b?— w2 < 0 - periodicky timeny pohyb ,
b) b2 —w? > 0 —neperiodicky timeny pohyb ,
c) b?—@? = 0 — prechodny (hrani¢ny) pripad .
Poslednd z troch moznosti poskytuje riesenie
y = exp(=bt) [4; + 4,],

¢o nie je periodicky pohyb, ale predstavuje postupny, pomaly navrat oscilatora z
maximalnej vychylky do rovnovaznej polohy. Ani druhd moznost nepredstavuje
periodicky pohyb, podobne ako v pripade c) ide o vychylku, ktord sa s ¢asom
exponencialne zmensuje.

Neperiodicka zavislost Y

vychylky y od ¢asu,
pripady b), c). Obr. 6.1.4.1

W

cas

Prvy pripad a) predstavuje periodicky pohyb s postupne sa zmensujlicou
amplitudou. V tomto pripade zavedieme uhlovd frekvenciu @ vzt'ahom

P = @k — b, (6.1.4.9)

s ktorou suvisi doba kmitu (perioda) T tlmeneho harmonického pohybu: T = 27/ w.
Uhlova frekvencia o je mensia nez frekvencia w, , ktorou by oscilator kmital, keby
nebol timeny.
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Takto zavedena frekvencia pomdze pri uprave rieSenia diferencialnej rovnice.
Pritom si treba uvedomit, 7e /b? — @2 = V—a? = iw, kde i =+v—1 je imaginarna
jednotka. Po dosadeni do rovnice (6.1.4.8) dostaneme:

y = exp(=bt) |4, exp (ty/—e?) +4zexp (—ty/—?)| =

= exp(—bt) [4; exp(iwt) +A,exp(—iwt)] =

= exp(—bt) [A;(coswt + isinwt)+ A,(coswt —isinot)] =

= exp(—bt) [(A; + A4;,) coswt + (A, — iA,) sinwt].

Pri d’alSej uprave pouzijeme substitucie
Ai+A, =C,singp, (41 —A4,) = C,cos ¢,

pomocou ktorych dostaneme rovnicu:

y = exp(—bt) (C, sin ¢ cos wt + C,cos ¢ sinwt) ,
a po konec¢nej Uprave vysledok

y = C,exp(—bt)sin (ot + ¢) = C(t)sin (ot + @) . (6.1.4.10)

Vysledna zavislost’ vychylky od €asu je periodicka — s amplitidou, ktora sa s casom
exponencidlne zmensuje.

vychylkaf~-. .
/\ /\-——‘ __________ m____
]\__-4' __________ N Cas
Obr. 6.1.4.2

Rychlost’ poklesu amplitidy s casom sa charakterizuje podielom dvoch po sebe
nasledujucich maximalnych vychyliek, ¢o je vlastne to isté, ako podiel dvoch
I'ubovolnych vychyliek, ¢asovo posunutych o jednu periédu harmonického pohybu:

o C, exp(—bt) sin (ot + @)
~y(t+T)  C,exp[—b(t+T)]sin[w(t+T)+ ¢

= exp(bT) .

(6.1.4.11)
Prirodzeny logaritmus tohto podielu

S§=InA =T, (6.1.4.12)

oznacovany pismenom ¢, sa nazyva logaritmicky dekrement. Zmeranim velkosti
dvoch po sebe nasledujiicich maximalnych vychyliek ziskame veli¢inu A , z ktorej
mozno vypocitat’ koeficient timenia b :
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b =(1/T)InA.

Tlmeny harmonicky oscildtor postupne straca energiu, o sa prejavuje poklesom
jeho amplitady. Pre netlmeny oscilator plati pre celkovl energiu vztah (6.1.3.3):

E=(1/2)mC%«? ,

do ktorého v pripade tlmeného oscilatora moZeme dosadit’ exponencialnu zavislost’
amplitidy od Casu:

e (%) AT | (%) A o ) (%) 6B O (=2bE)

Derivaciou tohto vyrazu podla Casu ziskame vztah vyjadrujuci rychlost, ktorou sa
meni celkova energia oscilatora:

d 1
= e 2(— —
= 2mcozCo( 2b)exp(—2bt) .

Z vysledku vidno, Ze tato rychlost’ je umerna koeficientu timenia b. Znamienko minus
v tomto vztahu reprezentuje skutocnost’, Ze zmena energie za jednotku casu (dE/dt)
je zaporna, Cize energie s Casom ublda.

Priklad 6.1.4.1 Amplitada timeného harmonického oscilatora poklesla na polovicu
po 12 kmitoch. Vypocitajte logaritmicky dekrement oscilatora!

Riesenie Logaritmicky dekrement vypocitame podla definicie (6.1.4.12), ¢o znamena,
Ze musime poznat’ podiel vychyliek dvoch kmitov lisiacich sa fazou o 2z . Pozndme
podiel vychyliek liSiacich sa fazou 12-krét viac, ¢o vyuzijeme na vypocet:

2 =y@)/y(t+ 12T) = exp(-bt) / exp(—b(t + 12T)) = exp(12 bT) = In(2) = 12 bT .
Odtial' podla definicie o =bT =(1/12) In(2) .

Priklad 6.1.4.2 Kolkokrat poklesla energia timeného harmonického oscilatora, ked’
jeho amplitiida sa zmensila 3-kréat ?

RieSenie Energia harmonického oscilatora je vyjadrend vztahom (6.1.3.3), podla
ktoré¢ho je energia imerna druhej mocnine amplitidy. Ak sa amplitida zmensi 3-Krat,
energia sa zmensi 9-krét .

Kontrolné otazky

1. Vyjadrite zavislost sily timiacej harmonicky pohyb.
2. Napiste pohybovii rovnicu timeného harmonického oscilatora.
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3. Kvalitativne opiste tri mozné druhy rieSenia diferencidlnej rovnice tlmeného
harmonického oscilatora.

4. Napiste suvislost medzi uhlovou frekvenciou w timeného oscilatora a koeficientom
timenia b .

5. Napiste riesenie diferencidlnej rovnice pre pripad malého tlmenia. Nakreslite
zavislost vychylky od casu.

6. Definujte logaritmicky dekrement.

7. Comu je umernd rychlost zmenSovania energie timeného oscildtora?

6.1.5 Vynutené kmitanie, rezonancia

Kazdy harmonicky oscilétor, timeny ¢i netlmeny, ak kmit4 len pod vplyvom sil
uvedenych v predoslych ¢lankoch, kmita tzv. vlastnou frekvenciou, zavisiacou od
harmonickej sily, sily timenia a hmotnosti (ak ide o mechanicky oscilator). Kmitanie
oscilatora moze byt ovplyvnené aj vonkajSou periodickou silou, ktorej frekvencia sa
moZe odliSovat’ od vlastnej frekvencie oscilatora. Vhodnym prikladom je vstupny
obvod rozhlasového prijimaca, naladeny na frekvenciu istej rozhlasovej stanice,
pricom o "priazei" vstupného obvodu sa usiluji aj mnohé iné frekvencie. Vo
vstupnom obvode sa vSak uplatni len elektromagnetickd vlna, ktorej frekvencia sa
zhoduje s naladenou vlastnou frekvenciou obvodu.

Budeme predpokladat’, Ze na (mechanicky) timeny harmonicky oscilator pdsobi
periodicka sila

F; = F,sin(2¢t),

kde 2 je uhlova frekvencia tejto sily, ktorej hovorime vnucujaca sila (aj budiaca
sila). Aj tato silu, popri silach F;, a F, (uvedenych v ¢lanku 6.1.2) dosadime do
pohybovej rovnice pre oscilator.

Do rovnice dosadzujeme tri sily:
Fl =V kl v, FZ =" kz Uy = — kz (dy/dt), F3 = FOSIH(Qt) 5

takZe pohybova rovnica ziska tvar:

d*y dy .
Standardn4 uprava rovnice znamena rovnicu vydelit hmotnostou oscilatora, pouzit
substitucie (6.1.4.4) a na pravej strane rovnice ponechat len clen suvisiaci
s vnucujucou silou.
Tak dostaneme diferencialnu rovnicu

d?y dy F,

2 __ "0 .
Fres + 2b (E) + wiy = Esm([)t). (6.1.5.1)
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Z teorie diferencidlnych rovnic vyplyva, Ze rieSenim tejto rovnice je kombindcia
vSeobecného rieSenia rovnice bez pravej strany (rieSenie 6.1.4.10) a partikularneho
rieSenia rovnice s pravou stranou, ktoré sa prispdsobuje casovej zavislosti vnucujice;j
sily:

y = Cexp(—bt)sin(wt+ ¢) + Asin(Q2t-9). (6.1.5.2)

Prva Cast’ rieSenia — vSeobecné rieSenie rovnice bez pravej strany — sa casom utlmi, ¢o
je dosledok ¢lena exp(—bt) a zostane len ¢len A sin(L2t - ¢). V tomto Clene treba
blizSie urCit’ veli¢iny A a ¢, ¢o dosiahneme jeho dosadenim do diferencialnej
rovnice. Zistime, aké podmienky musia spifiat, aby rieSenie sprivne opisovalo
spravanie oscilatora pod vplyvom vnucujucej sily. Fazové posunutie ¢ je pod-
mienené zotrvac¢nostou oscilatora, ktory nekmita vo faze s vnucujdcou silou, ale
fazovo za nou zaostava. Amplitida A zavisi od rozdielu medzi vlastnou frekvenciou
timeného oscilatora » a frekvenciou vnucujucej sily €.

Po dosadeni partikularneho rieSenia do diferenciadlnej rovnice a po
dlhSom vypocte dostaneme tieto podmienky pre uvedené veliciny:

20b F, 1
tgp=—"ry, A=> w0 (6.15.3)

w2 — 0
X \/(wg — 0% + 4p202?
Z vysledku vidno, ze ked’ sa frekvencia (2 vnucujucej sily priblizuje frekvencii
netimeného osciladtora w,, amplitida A kmitavého pohybu dosahuje vtedy maxi-
mum, dochadza k rezonancii. Presni hodnotu rezonanc¢nej frekvencie ziskame, ked’
najdeme extrém zavislosti amplitudy od vnucujucej frekvencie, t.j, z podmienky:

dA
E: 0o = 'Qrez = 1/(1)3 —2b2 . (6154)

Na obrazku 6.1.5.1 je znazornena zavislost amplitiddy A od frekvencie 2 pre dve
hodnoty koeficienta tlmenia b. VysSia a wuzSia rezonan¢na krivka zodpoveda
mensiemu tlmeniu. Uzka a vysoké rezonanéna krivka je podmienkou napriklad dobrej
selektivnosti radiového prijimaca.

T e Tl

ez Q0 Obr.6.15.1

Pre fazové posunutie vynateného kmitania, v porovnani s kmitanim vnucujucej
sily, plati prvy zo vztahov (6.1.5.3). Zo vztahu vyplyva, Zze ak je frekvencia (2
vnucujtcej sily mensia nez frekvencia @, , tak tg ¢ > 0, a teda aj fazové posunutie ¢
je kladné. Ked’ si uvedomime tvar rovnice (6.1.5.2) tak skonsStatujeme, ze vynutené
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kmitanie fdzovo zaostava za kmitanim vnucujtcej sily. S priblizovanim k frekvencii
w, sa fazové posunutie ¢ blizi k hodnote /2 . Po jej prekroceni tg ¢ nadoblda
zéporné hodnoty, o znamena, Zze fazové posunutie nad’alej rastie, lebo pre uhly ¢
z intervalu (n/2 , ©) ma funkcia tangens zaporné hodnoty.

S vynatenym kmitanim a rezonanciou sa V praxi Stretdvame vel'mi casto.
Niekedy mame snahu takéto kmitanie odstranit’ (tlmice na kolesach aut), inokedy ho
vyuzivame, ako napriklad v rezonanénych obvodoch prijimacov a vysielatov
elektromagnetickych vin. Aj vo svete atomov ma vynitené kmitanie a rezonancia
mimoriadny vyznam — pri vyzarovani a pri absorpcii svetla alebo iného
elektromagnetického Ziarenia, napriklad v laseroch.

Priklad 6.1.5.1 Vypocitajte pomer rezonanénych frekvencii 2,/ , ked’ frekvencia
0, nastdva pri koeficiente timenia b; = w,/10 a frekvencia 2, pri koeficiente
s dvojnasobnou hodnotou b, = 2 b;. Rozhodnite, ¢i sa zva¢Senim koeficienta tlmenia
rezonanc¢na frekvencia zvacsi, alebo zmensi.

RiesSenie lde v podstate len o dosadenie do vzt'ahu (6.1.5.4):
(£2,/2)? = [w; — 2b3]/[ws — 2bf] = [wF — 8 b7 |/[w; — 2b7 ] =
= [1-8(bf/wH)]/I1 — 2(bf/w3)]= [1— 81072]/[1-2107%] =
= 0,92 /0,98 = 0,9388.

Takze €2, = 0,969 (2, , CiZe ak sa tlmenie zvacsi, rezonancnd frekvencia sa zmensi.

Priklad 6.1.5.2 Vypocitajte amplitidu vyntateného kmitania v rezonancii a uvedte,
ako tato amplituda poklesne, ked’ sa koeficient timenia zdvojnasobi. Predpokladajte, Ze
plati b << @, .

Rie§enie Amplitidu vynuteného kmitania v rezonancii vypocitame, ked do vztahu
(6.1.5.3) dosadime rezonan¢nu frekvenciu (6.1.5.4). Vypoctom dostaneme vysledok

A = (F/m).(1/2b/w? — b?). Odtial’ pre pomer amplitdd dostaneme:

(A2/A1)? = (b1/b2)*.[(w5 — b7)/ (w5 — b3)] =

(b1/2by)?.[(wg — b))/ (w5 — 4b)] = (1/2)*[wg/w5] = (1/4).
Z vysledku vyplyva, ze zdvojnasobenim koeficienta timenia sa amplituda vynuteného
kmitania zmensSi priblizne na polovicu.

Kontrolne otazky

1. Co rozumieme pod vyniitenym kmitanim harmonického oscilatora?
2. Kedy je amplituda vynuteného kmitania najvdcsia?

3. Co rozumieme pod rezonanciou pri vyniitenom kmitani?
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4. Aka je rezonancna frekvencia timeného a netlmeného harmonického oscilatora?
5. Aka by bola rezonancna amplitiuda netlmeného oscildtora?
6. Moze vynutené kmitanie oscildatora fazovo predbiehat kmitanie vaucujicej sily?

6.1.6 Skladanie kmitavych pohybov

Ak istym miestom v priestore prechadzaju dve vinenia, potom oscilator nachéa-
dzajici sa v tomto mieste je nateny kmitat’ v sulade s jednym i druhym vinenim.
Dochadza ku skladaniu kmitavych pohybov, oscilator kmita tak, Ze jeho vychylka je
vektorovym su¢tom vychyliek pochadzajticich od oboch vineni.

Skladat’ mozno kmitavé pohyby s rovnakou alebo réznou frekvenciou, kmitavé
pohyby prebiehajiice pozdiz jednej priamky (rovnobezné oscilacie) alebo kmitavé
pohyby prebiehajice v dvoch réznych priamkach. V tom druhom pripade opiSeme iba
skladanie kmitavych pohybov prebiehajucich v dvoch na seba kolmych priamkach.
Zéakladnym principom skladania kmitavych pohybov je vektorovy sucet vychyliek
(princip superpozicie), bez ohl'adu na to, ¢i ide o kmitanie v rovnobeznych alebo
navzdjom kolmych priamkach. Preto v d’alSom budeme pri skladani dvoch kmitavych
pohybov pouzivat’ vztah

u=u;+ u, (6.1.6.1)

kde u je vektorovy stucet vektorov vychyliek u; a u, opisujicich okamzité¢ vychylky
vyvolavané jednotlivymi kmitavymi pohybmi.

V tejto kapitole bude opisované skladanie len harmonickych kmitavych
pohybov, t.j. so sinusovym, resp. kosinusovym priebehom.

Skladanie rovnobeznych kmitavych pohybov
Pri skladani rovnobeznych kmitavych pohybov netreba pouzivat vektorovi
symboliku, staci pouzit’ siradnice vektorov vychyliek
u=u + u,,

pricom si treba uvedomit, ze vSetky tri skalarne veli¢iny tu vystupujice mézu
nadobudat’ kladné aj zaporné hodnoty.

Pri skladani dvoch kmitavych pohybov
u, = Asin(wt) a u, = Bsin(ot+ @),
teda kmitavych pohybov s rovnakou uhlovou frekvenciou « , amplitidami A a B ,
fazovo navzajom posunutych o ¢ plati:

u(t) = Asin(wt) + Bsin(ot + @) =
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= Asin(wt) + Bsin(wt) cos ¢ + Bcos(wt)sin g =
= (A + Bcos ¢)sin(wt) + (Bsin@)cos(wt) = = Csin(ot+ a)
u(t) = Csin(wt + a). (6.1.6.2)
Vysledok C sin(wt + «) bol ziskany substituciami:
(A+ Bcosp) =Ccosa, (Bsing)= Csinc,
z ktorych vyplyvaja vztahy na vypocet velicin C a «:

tga= (Bsingp)/(A+Bcosp), C?>=A*>+B*+ 2ABcosg .
(6.1.6.3)
Vysledkom skladania je kmitanie frekvenciou @, teda frekvenciou skladanych
kmitavych pohybov, pricom vyslednd amplituda zavisi od ich vzajomného fazového
posunutia. Zo vztahu (6.1.6.3) napriklad vyplyva, Ze ak amplitidy skladanych
kmitavych pohybov s rovnaké t.j. A = B, a fazové posunutie nulové, vtedy vysledna
amplitida € = 2A. Ak fazove posunutie ¢ = 7, vysledna amplitida je nulova.

Na obrazku 6.1.6.1 je zndzornené skladanie dvoch kmitavych pohybov s am-
plitidami A a B = 2A, fazovo posunutych o ¢ = nt/4 (zndzornené su tenkou
a ¢iarkovanou ¢iarou):

Asin(wt) + 2A sin(wt — 7/4) = C sin(wt + ).

Obr. 6.1.6.1

Skladanie rovnobeznych kmitavych pohybov s rozlicnymi frekvenciami je
zname z hudby, ked’ sufasne zaznievaju tony rozlicnej vysky. Podl'a pomeru ich
frekvencii vnimame vysledok skladania ako prijemny, alebo neprijemny zvuk.

Zvlastny pripad nastane, ak sa frekvencie tonov navzajom vel'mi malo odliSuju.
Pre jednoduchost” vyjadrime takéto skladanie v pripade, ked st amplitidy dvoch
kmitavych pohybov rovnaké, pricom ich fdzové posunutie na zaciatku je nulové:

u(t) = Asin(awyt) + Asin(w,t) = 2Asin[(w; + w,)t/2] cos [(w, — @,)t/2].
(6.1.6.4)
Ak je rozdiel frekvencii (@, — @,) maly, ¢len s kosinusom sa moze priradit’ k
amplitide, a situdciu chapat’ tak, ze amplitida sa s casom pomaly periodicky meni,
pricom vlastné kmitanie ma uhlova frekvenciu (@, + @,)/2 (obr. 6.1.6.2, vysledna
zavislost’ je nakreslena hrubou ¢iarou). Takéto kmitanie dostalo nazov razy .
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Obr. 6.1.6.2

Skladanie takychto kmitavych pohybov vnimame napriklad pri ladeni hudobného
nastroja (husle, gitara), ked’ zneju suCasne dve struny na priblizne rovnakej, nie
celkom zhodnej frekvencii.

Skladanie vzajomne kolmych kmitavych pohybov

Oscilator, napr. gul’ka zavesena na nitke, méze kmitat” jednak v smere zvolengj
osi x, jednak v smere osi vy, ktora je na fiu kolma. Ak ma gulka kmitat’ sucasne
v oboch smeroch, nebude sa pohybovat’ iba po jednej priamke, ale v rovine. Gulka
zavesena na nitke mozZe v oboch smeroch kmitat’ iba rovnakou frekvenciou, ale
napriklad stopa elektronového luca na osciloskope méze v dvoch navzajom kolmych
smeroch kmitat’ r6znymi frekvenciami. Preto aj v tomto pripade budeme rozliSovat
dva pripady — skladanie kmitavych pohybov rovnakej frekvencie a pohybov s roznymi
frekvenciami.

Kmitavé pohyby s rovnakou uhlovou frekvenciou @ , amplitidami A a B,
ktoré su fazovo navzajom posunuté o ¢, zapiSeme v tvare:

x(t) = Asin(wt), y(t) = B sin(ot + ¢). (6.1.6.5)

Vysledok skladania, t.j. tvar Ciary, po ktorej sa v rovine (x,y) bude pohybovat
oscilator, zavisi od hodnoty fazového posunutia ¢. Uvedieme dva Specialne pripady.

Ak @ =0, prepodiel vychyliek v navzgjom kolmych smeroch plati

y(t) B _B

¢o je rovnica priamky prechddzajicej cez zaciatok suradnicovej ststavy. Sklon
priamky (smernica) zavisi od pomeru amplitdd kmitavych pohybov v smere
suradnicovych osi.

Ak @ = /2, plati

y(t) =Bsin (wt+ n/2) =B cos (ot) .
Potom:
(x2/A%*) + (y?/B?) = sin?*(wt) + cos?(wt) = 1,

i



takze:

2 2

X"y
TR S
¢o je rovnica elipsy. V $pecialnom pripade, ak A = B, oscilator sa v rovine (x,y)
pohybuje po kruznici.

Obidva pripady su znazornené na nasledujicom obrazku 6.1.6.3

DR R e
A i

0 =0 By = e 'ObriEN 63

Ak skladdme dva na seba kolmé kmitavé pohyby s roznymi frekvenciami,
zaujimavé vysledky dostaneme iba ak pomer tychto frekvencii sa rovna pomeru
malych celych &isiel, napr. 2:1, 3:2, apod. Krivky, po ktorych sa v rovine (x,y)
vtedy pohybuje oscilator, sa nazyvaju Lissajousove krivky (obrazce). Na
nasledujucom obrazku st znazornene pripady pomeru frekvencii 2:3,1:3 a 3:4.

Obr. 6.1.6.4

Kontrolné otazky

1. Kedy pri skladani dvoch kmitavych pohybov vznikaju razy?

2. Zavisi amplituda vysledného kmitavého pohybu od vzajomného féazového
posunutia skladajucich sa kmitavych pohybov?
Kedy je vysledna amplitada pri skladani dvoch kmitavych pohybov nulova?
Kedy pri skladani navzdjom kolmych kmitavych pohybov vznikne kruznica?
Kedy pri skladani navzajom kolmych kmitavych pohybov vznikne usecka?
Aké st podmienky na vytvorenie Lissajousovych obrazcov?

R R
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6.2 Mechanické vinenie

KrPuicové slova

Huyghensov princip, prieéne vlnenie, pozdiZzne vlnenie, postupujuca vlna, vlnova
funkcia, fazova rychlost’ viny, vlnova dizka, vinové ¢islo, diferencidlna rovnica
vlnenia, interferencia vlnenia, interferencné maximum, interferenéné minimum, stojaté
vilnenie, modulécia viny, grupova rychlost’, Dopplerov jav

6.2.1 Zakladné pojmy

Pod mechanickym vlnenim rozumieme dej (proces), pri ktorom sa kmitanie Siri
latkovym prostredim, pozostavajicim z velkého mnozstva Castic. Ak sa ma kmitanie
prostredim S$irit, medzi Casticami musi jestvovat vzdjomna vidzba, aby si mohli
odovzdavat’ energiu kmitania. Kazda rozkmitand Castica odovzdéva energiu d’alSim
susednym casticiam. Z bodového zdroja v trojrozmernom priestore sa tak Siria gul'ové
viny (vlnoplochy), pricom podl'a Huyghensovho principu kazdy bod cela viny sa
stava novym (sekundarnym) zdrojom vinenia. VIny vychadzajdce zo sekundarnych
zdrojov sa navzajom skladaju a vlnenie postupuje dalej. Na obrazku je uprostred
kruhovych vlnoploch bodkou vyznaceny primarny zdroj vlnenia. Spomedzi
obrovského mnozstva sekundarnych zdrojov su na obrazku znazornené iba dva,
z ktorych vychadzaju sekundarne gulové viny. Obalka tychto vin vytvara dal$iu
vlnoplochu, ¢im sa ¢elo viny posuva.

Znazornenie
Huyghensovho
principu

Vizba medzi cCasticami zabezpeCuje zachovanie frekvencie vinenia (vynutené
kmitanie), takZe aj Castice vzdialené od zdroja kmitaju rovnakou frekvenciou ako
zdroj. Ked’ sa vlnenie Siri prostredim, jeho Castice zotrvavaju na svojom mieste,
nepremiestiuju sa, iba kmitaju okolo svojich rovnovaznych poloh.. Podl'a smeru
kmitania Castic, vzhl'adom na smer Sirenia vlnenia, rozliSujeme vlnenie priecne a
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vlnenie pozdlzne. Ak cCastice kmitaju rovnobezne so smerom S$irenia vilnenia, ide o
pozdlZne vinenie, ak kolmo na smer §irenia, ide o prie¢ne vinenie (obr. 6.2.1.1).

smer §irenia vlnenia

—0—>

pozdlZne vinenie prieéne vinenie

Obr.6.2.1.1

Cielom dalSej casti textu je matematicky opis vlnenia postupujiceho
prostredim. Najjednoduchsim pripadom je sinusové (harmonické) vinenie, pri ktorom
sa prostredim S$iri kmitanie, ktorého casova zéavislost' vychylky sa opisuje funkciou
sinus, resp. kosinus. Pre jednoduchost” opiSeme sinusovl vlnu Siriacu sa v kladnom
smere 0si x kartezianskej suradnicovej sustavy. Nech sa v zaciatku suradnicovej
sustavy (v mieste x = 0) nachadza zdroj vinenia — kmitajtica ¢astica, od ktorej sa toto
kmitanie S$iri retazcom vzdjomne viazanych castic nachddzajicich sa na osi X.
Vychylku u(t) zdrojovej Castice ako funkciu ¢asu opiSeme vzt'ahom

u(t) = Asin(wt) = Asin(2nft), (6.2.1.1)

kde A je amplitida, f frekvenciaa @ uhlova frekvencia kmitania. Predpokladame,
7e vlnenie sa §iri pozdiZ osi x rychlostou v. Na prekonanie vzdialenosti od zdrojovej
Castice k Castici nachadzajucej sa v mieste so sturadnicou x, vinenie potrebuje ¢asovy
interval At = x/v. Castica v tomto mieste bude kmitat rovnakou frekvenciou ako
Castica v zaciatku stradnicovej sustavy, ale s oneskorenim At, Ktoré sa prejavi ako
fazové posunutie vzh'adom na kmitanie Castice v zaciatku siradnicovej sustavy:

u(x,t) = Asinfo(t — At)] = Asin[o(t — x/v)]. (6.2.1.2)

Do tohto vztahu sa moze eSte pridat’ fizové posunutie ¢ kmitania Castice v zaciatku
suradnicovej sustavy, ¢im vzt'ah nadobudne vSeobecnejsi tvar

u(x,t) = Asinfo(t — x/v) + ¢], (6.2.1.3)

nazyvany rovnica postupujucej viny, alebo aj vinova funkcia. Vztahy (6.2.1.2) a
(6.2.1.3) opisuju vlnu Siriacu sa v kladnom smere osi x , ¢o vidno aj z toho, ze s pri-
budajucim Casovym udajom t musi sa slradnica x zviacSovat’, aby sa argument
funkcie sinus (vyraz v hranatej zatvorke) nemenil. Ak je znamienko v argumente
funkcie sinus kladné, ¢ize

u(x,t) =Asinfo(t + x/v) + ¢], (6.2.1.4)

vztah opisuje vlnu $iriacu sa opa¢nym smerom.
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Poznamka Vsetky doposial uvedené vztahy umoznuju vypocitat vychylku u(x, t)
V lubovolnom mieste na osi x a v lubovolnom casovom okamihu t. Pritom amplituda
viny A nezavisi od miesta ani od casu. Takyto opis vinenia je idealizaciou. Realne viny
postupne stracaju energiu ziskani od zdroja vinenia, ich amplitida sa s rasticou
vzdialenostou od zdroja zmenSuje, az vina zanikne. Ak je zdroj vinenia bodovy a
vinenie sa $iri do celého priestoru, vinoplochy maju gulovy tvar a vychylka je funkciou
vSetkych troch priestorovych suradnic a Ccasu: u(x,y,zt). Vzjednodusenom
jednorozmernom pripade, ked uvaZujeme o vine postupujucej v smere osi X, ale
uvazuje sa aj s poklesom amplitudy, zvycajne sa jej pokles vyjadruje exponencialnou
zavislostou A(x) = Ao exp(-ax), kde « je koeficient utlmu. Nasledujuci text sa vSak
bude tykat len idealneho pripadu, v ktorom sa viny vyjadruju vztahmi (6.2.1.1) az
(6.2.1.4), teda jednorozmernym pripadom Sirenia vinenia bez straty energie.

Vyraz v hranatej zatvorke vzt'ahov (6.2.1.2) az (6.2.1.4) sa nazyva fazovy uhol
(strucnejsie faza, ale treba upozornit, Ze tento skrateny nazov ma vo fyzike viac
vyznamov). V danom mieste x sa fazovy uhol s ¢asom meni. V istom ¢asovom
okamihu t; ma konkrétnu hodnotu @; = [w (t; — x1/V) + @]. Miesto, ktorému
prindlezi tito hodnota fazového uhla, sa s plynlicim c¢asom posuva po osi X
rychlostou v, ako vyplyva z nasledujuceho vypoctu:

o(t—x/v)+ ¢ =konst. = x=vt+ (v/w)- (¢ — konst.),

odkial’ derivaciou suradnice x podla Casu dostaneme rychlost’, ktorou sa po osi x
pohybuje miesto s konkrétnou hodnotou fazového uhla (fazy):
dx
==y
dt

Preto rychlost v ma nazov fazova rychlost’ (vinenia).
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Vzdialenost (x, — x;) = A medzi bodmi na osi x, ktorym v jednom
Gasovom okamihu prislicha rozdiel faizovych uhlov A@ = 2w, je vinova diZka.
Z tejto definicie vyplyva, ze vinova dizku mozno zaviest, ak je prislusnd vina
harmonicka. Na zaklade definicie plati rovnost’:

X1 Xy o w I

[w(t1—7)+go]—[w(t1—?)+(p] —L i, =4 s (x, — x;) = 2m,

odkial’ d’alej vyplyva:

21 21 v
2=l =) =;v=mv=1—c,
Cize
v=F-1. (6.2.1.5)

Toto je velmi dolezity vztah medzi fdzovou rychlostou vilny, jej frekvenciou a
vinovou dizkou.

Podiel k = w/v sa &asto pouZiva pri zapise vin a nazyva sa uhlové vinové
¢islo. Po uprave s vyuzitim vztahu (6.2.1.5) nadobudne iné vyjadrenie:

k=2xnflv=2x/2. (6.2.1.6)

Po dosadeni do (6.2.1.3) dostaneme iny tvar rovnice vyjadrujucej vychylku:

- x . x .
u(x,t) = Asin [a)(t—;) + go] —Asm[a)t— a);+ go] = Asin(wt — kx + @) .
(6.2.1.7)
Aj uhlové vinové Cislo sa moze zaviest’ len pre harmonick( vinu.

Ak si uvedomime, ze @ = 2zf = 2z/T , mo6zeme posledny vzt'ah eSte upravit’:

u(x,t)zAsin[a)(t—%)+go] =Asin[2n(%—vx—T)+¢] =

- asinfn(z-3)+o
=Asin2m\=—— )+ ¢|.

(6.2.1.8)

Priklad 6.2.1.1 Rovnica postupujucej viny v jednotkach sustavy Sl je vyjadrena
vztahom u(x,t) = A sin(150 t — 0,5x). Vypocitajte fazovu rychlost’ viny.

RieSenie Porovnanim so vztahom (6.2.1.3) ziskame tidaje o uhlovej frekvencii a
uhlovom vlnovom &isle:  @=150s"1, w/v=05m", odkial vyplyva vysledok
v =300 m/s.
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Priklad 6.2.1.2 Uréte vinovu dizku viny §iriacej sa v smere osi x , ak vychylka z rov-
novaznej polohy bodu nachadzajiiceho sa vo vzdialenosti X = 0,1 m od zdroja v oka-
mihu t = T/4 dosahuje polovicu maximalnej vychylky. Zdroj kmita s fazovym
posunutim ¢ =0.

Riesenie Vyuzijeme vzt'ah (6.2.1.8), do ktorého dosadime zadané hodnoty:

A—A ; [2 (T 0,1)] ] [2 (T 0,1)]_1 > (1 0,1)_
2— Sin 7T4T 1 = Sin 7T4T ) —2:>7l'4 /1_6,

odkial’ dostaneme vysledok A= 0,6 m.

IS

Kontrolné otazky

Cim sa odlisuje zdpis vin postupujiicich v opacnych smeroch na osi x ?

Ako sa vyjadruje fazovy uhol harmonickej viny?

Ako sa definuje vinova dizka harmonickej viny?

Co je uhlové vinové ¢islo a ako sa vyjadruje pomocou vinovej dizky?

Ako je definovana fazova rychlost viny?

Pri ktorych hodnotach fazového uhla dosahuje vychylka maximalnu hodnotu?

SOEOT S T

6.2.2 VInova rovnica

Vinova rovnica je parcidlna diferencidlna rovnica, ktorej rieSenim s rozne
druhy vin $iriacich sa priestorom. Jednym z moznych rieseni je aj rovnica postupujice;
viny (6.2.1.3). VInova rovnica je istou paralelou prvej pohybovej rovnice, uplat-
fiujucou sa vsak pri vineni.

Na pochopenie tvaru vlnovej rovnice je vhodné vyuzit’ dynamicky opis chvenia
struny. Vychylka ¢o len malého useku (elementu) struny z rovnovaznej polohy
ovplyviiuje polohu susednych elementov, takze vychylka sa postupne strunou §iri
konecnou rychlostou. Na nasledujuicom obrazku je nakreslena napédté struna uchytena
v koncovych bodoch a vychylend z rovnovaznej polohy (v rovnovéaznej polohe by
mala tvar usecky - spojnice koncovych bodov).

Obr. 6.2.2.1
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Na maly dizkovy element napitej struny, ktorého diZka je Ax, pésobia sily P, a P,
z opacnych stran. O tychto silach mo6zZzeme predpokladat, Ze maju rovnaku velkost
(P = P, = P), iba sa mierne odlisuju smerom. Ich vyslednica AR urychluje ele-
ment struny smerom do rovnovaznej polohy, teda proti smeru jednotkového vektora j.
Plati vektorova rovnica AR = P, + P,, ktord skalarne vynasobime jednotkovym
vektorom j, ¢im dostaneme prislu$nt suradnicu sily AR :

AR, = (P;+P;) - j=Pcosa; + Pcosa, .
Na zéklade obrazku 6.2.2.1 m6Zeme napisat’ vztahy

cos a¢; = cos (n/2 + f) = —sin cos a, = cos (n/2 — B,) = +sin B, ,

1 )

takze pre suradnicu sily AR, dostaneme

AR, = P(sin B, — sin ﬁl) = PA(sin B) .

Pri malych vychylkdch struny z rovnovaznej polohy moéZeme napisat’ dostatone
presny vzt'ah
AR, = PA(sin B) = P(AB) . (6.2.2.1)

(Pripomenme, ze pre malé uhly vyjadrené v radianoch plati priblizna rovnost
sin f=tg f=L )

Vychylky u elementov struny maju smer osi y , a uhol g, ktory zviera element struny
S 0sou x, moézeme vyjadrit' ako podiel f=tgf = (Au/Ax), kde Au predstavuje
rozdiel vychyliek medzi dvomi koncami elementu struny.

Pri malych uhloch g plati

Au
[ p=sin g = tgf =Au/ Ax

AX Obr. 6.2.2.2

V limitnom prechode v rovnici (6.2.2.1) namiesto diferencii napiSeme diferencidly,
pricom treba pouzit’ parcialnu derivaciu podl'a premennej x , lebo vychylka u zavisi
ajodcasut:

dr, = P(AB) = Pd (g—z) =P (‘;%‘) dx . (6.2.2.2)

Ak s je hmotnost struny pripadajica na jednotku jej dizky — diZkové hustota, potom

Z Newtonovho zakona sily (prvej pohybovej rovnice) pre element struny s hmotnostou
dm = s dx vyplyva vztah:
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0%u
dR, = (dm)a, = (s dx) ez ) (6.2.2.3)
Druha parcialna derivacia vychylky u podla ¢asu predstavuje zrychlenie elementu
struny. Porovnanim vztahov (6.2.2.2) a (6.2.2.3) dostaneme rovnicu

. 0%u o O 0%u < 0%u\ s (0%u -, |
gxz) F T ¥ B2 ) P T L A
Posledna rovnica je vlastne pohybovou rovnicou opisujucou vinenie na strune, je to

vinova rovnica ziskana v $pecialnom pripade. V rovnici vystupuju druhé parcialne
derivacie vychylky jednak podl'a ¢asu, jednak podl'a priestorovej suradnice.

V nasledujucich riadkoch sa poktsime ziskat’ vSeobecny tvar vinovej rovnice,
pricom budeme vychadzat’ z rovnice (6.2.1.3) opisujucej postupujicu vinu:

u(x,t) = Asinfo(t — x/v) + ¢] .

Vypocitame druhé parcidlne derivacie vychylky u(x,t) podla casu t a podla
premennej x a porovname ich.

Ked’ sa prostredim $§iri vinenie, na jeho Castice posobia sily, ktoré ich vychyl'uja
z rovnovaznych pol6h, resp. vracaji nazad. Sily ktoré pritom na Castice pdsobia, su
umerné zrychleniu Castic, ¢ize druhej derivacii ich vychylky podla ¢asu. Preto najprv
vypocitame tito parcidlnu derivaciu. Prva parcidlna derivacia podla Casu poskytne
vysledok

au((;;, ) = wA cos [a)(t - g) + go] :
druha derivécia:
PusD — _asinfo(e-X)+4]. (62.25)

Pre druht derivaciu vychylky podla suradnice x ziskame vyraz

TueD) 2 psinfo(e-Z) +4] (62.2:6)

Porovnanim vysledkov (t.j. rovnic 6.2.2.5 a 6.2.2.6) dostaneme vSeobecny tvar
vinovej rovnice

d5 (s SN u(xie)

et 2 =2 (6.2.2.7)

Porovnanim tejto rovnice s rovnicou (6.2.2.4), teda vinovou rovnicou opisujicou
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konkrétny pripad, ziskame vzt'ah vyjadrujuci fazovu rychlost’ vinenia Siriaceho sa po
strune:

Ul B/ Sk (6.2.2.8)

VInova rovnica (6.2.2.7) bola ziskand z rovnice opisujldcej jednorozmerny
pripad vlnenia. V trojrozmernom pripade vychylka zavisi okrem casu od troch
priestorovych suradnic: u(x,y, z, t) a vinova rovnica potom m4 tvar

62u+82u+62u_162u et
0x2  dy?  0z2 v?0t?’ (1.2

Priklad 6.2.2.1 Presvedcte sa, ze komplexna funkcia u(x,t) = A expl[i(wt — kx)]
je rieSenim vlnovej rovnice za predpokladu, ze plati vztah @ = vk .

Navod na rieSenie: Vypocitajte druhé parcialne derivacie funkcie u(x,t) podla ¢asu a
podl'a premennej x , a dosad’te do vlnovej rovnice.

Priklad 6.2.2.2 Presvedcite sa, ze funkcia u(x,y,z,t) = (A/7) sin[ow (t —1r/v)] ,

kde r =./(x2 + y? + z2) je rieSenim trojrozmernej vinovej rovnice (6.2.2.4). Takéto

rovnica opisuje gulovu vinu Siriacu sa z bodového zdroja, ktory sa nachadza v za-
¢iatku stradnicovej sustavy.

Navod na rieSenie: Vypocitajte druhé parcidlne derivacie funkcie u(x, y, z, t) podla
jednotlivych premennych a dosad’te do vinovej rovnice.

Kontrolné otazky

1. Co vyjadruje druhd derivacia vychylky podla ¢asu vo vinovej rovnici?

2. Co mad vinova rovnica spolocné s pohybovou rovnicou?

3. Aky je rozdiel medzi vinovymi rovnicami pre jednorozmerny a trojrozmerny
pripad?

4. Ako sa zmeni rychlost Sirenia vinenia napdtou strunou, ked’ sa sila ktorou je struna
napinand, zdvojnasobi?

5. Ak hrubsiu a tensiu strunu z rovhakého materidalu natiahneme rovnakou silou,
ktorou z nich sa bude vinenie sirit vicsou rychlostou?
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6.2.3 Interferencia vin

Interferencia, ¢ize skladanie vin vznika, ked do jedného miesta v priestore
prichadzaju viaceré viny s rovnakymi frekvenciami. Vyznamnou podmienkou na
pozorovanie interferencnych javov je Casova stalost’ vzajomnych fazovych posunuti
oscilacii vyvolavanych v danom mieste interferujucimi vlnami. NajjednoduchSim
pripadom, ktory bude v d’alsom opisany, je interferencia dvoch vin prichddzajtcich
prakticky z jedného smeru, teda v jednorozmernom pripade — po jednej priamke.
Prichadzajuce vlny vychylujii Castice prostredia z rovnovaznych poloh, priCom
vysledna vychylka Castice je vektorovym stctom vychyliek vyvolanych jednotlivymi
vlnami. Ak navySe predpokladame, Ze oscilacie vyvolané tymito vinami prebiehaja v
jednej priamke (st navzdjom rovnobezné), potom vyslednd vychylka sa rovna
algebrickému suctu vychyliek. Nech rovnice vyjadrujuce vychylky vyvolané
jednotlivymi vinami maju tvar:

u(x,t) = Asinfw(t — x/v)], u,(x,t) = Asinfw(t —x/v) + @],

(6.2.3.1)
¢o znamena, Ze uvazujeme viny nielen s rovnakymi uhlovymi frekvenciami o,
rovnakymi rychlostami §irenia v (a tym aj s rovnakymi vinovymi dizkami 1) ale aj
s rovnakymi amplitidami A . Oscilacie vyvolané v konkrétnom mieste na osi x su
vSak fazovo posunuté o ¢. Fazové posunutic mdéze byt vyvolané réznou vzdia-
lenostou zdrojov vin od miesta interferencie. Ak by sa v miestach x = 0 ax = x,
nachadzali zdroje uvazovanych dvoch vin, a tieto zdroje by kmitali s rovnakou fazou
(vo vyjadreni ich kmitania by nebolo fazové posunutie), rovnice vyjadrujice viny
postupujuce v kladnom smere osi x by mali tvar:

u,(x,t) = Asin [a) (t — %)],

u,(x,t) = Asin [w (t 4 _vxo)] = Asin [a) (t — g) + wjo].

(6.2.3.2)
Hodnota X, je drahové posunutie vin (alebo ich drahovy rozdiel).

v Yy

0 = Xo X Obr. 6.2.3.1

Porovnanim rovnic (6.2.3.1) a (6.2.3.2) zistime, ze v 'ubovol'nom mieste x fazové
posunutie oscilacii moZno vyjadrit pomocou vzdialenosti x, medzi zdrojmi vin:

WX,
QD —

= (6.2.3.3)
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Vysledna vychylka u(x,t) — po s¢itani vychyliek vyvolanych jednotlivymi vinami —
sa rovna:

u(x,t) = u (x, t) + uy(x, t) = Asin[w(t — x/v)] + Asin[w(t — x/v) + @],
¢o upravime pomocou suctového vzorca
sin ¢ + sin f= 2 sin[(a + f)/2] cos[(a — p)/2],
takze
i ; X\, 9 %
u(x,t) = 2Asin [w (t — ;) + E] cos (E) : (6.2.3.4)

Ak do tohto vztahu dosadime fazové posunutie vyjadrené¢ pomocou vzdialenosti
zdrojov, dostaneme vysledok:

o : X\ | WX, WX,

u(x,t) = 2Asin [a) (t — v) + 7o ] cos( b ) (6.2.3.5)
Na zéklade vztahov (6.2.3.4) a (6.2.3.5) vidno, ze frekvencia vyslednej viny je
rovnaka ako frekvencia skladajucich sa vin, fazové posunutie vyslednej viny je ¢ /2,
pricom o amplitide vyslednej viny rozhoduje c¢len cos(@/2), ktory eSte mozno
upravit’:

cos (g) = cos (a;;o) = COoS (27‘;];x0) = COoS (n x_/{,) (6.2.3.6)

Tento ¢len nezédvisi od Casu, ovplyviiuje iba amplitidu zlozeného vlnenia, preto ho
mozno povazovat’ za sucast’ amplitidy. Ak ¢ /2 = 0,7, resp. nxt, kde n je celé ¢islo,
potom cos(¢p/2) = +1, takze amplitida zloZeného vinenia je maximalna. To znamena,
7e ak sa ma interferenciou dvoch vin dosiahnut maximalna amplitida, t.j.
interferenéné maximum, musi byt’ splnena podmienka

9 = 2nx. (6.2.3.7)

Z casového hladiska to znamend, Ze oscilacie vyvolavané skladajucimi sa vlnami
musia byt’ v danom mieste fazovo posunuté o celoCiselny nasobok periddy. VSeobecne
sa skladanie vin veduce k zosilneniu vyslednej viny, oznaluje ako konStruktivna
interferencia.

Rovnocennou podmienkou vzniku interferenéného maxima je aj podmienka
(nx,/A) =nn, CEize
X, = NA, (6.2.3.8)

¢o znamena, e vzdialenosti zdrojov od miesta skladania vin sa musia liit o
celo¢iselny nasobok vinovej dizky. Takéto teda musi byt’ vzajomné drahové posunutie
interferujucich vin.
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Amplitdda vysledného vinenia bude nulovd, ak cos(¢ /2) = 0, ¢o nastane, ked’
o(2Cn+ D,
alebo pri vyjadreni pomocou vzdialenosti zdrojov vinenia:
X, =02n+1DA/2.

Slovné vyjadrenie tychto podmienok hovori, Ze interferenéné minimum pri skladani
dvoch vin nastane, ak su vlny v mieste skladania fAzovo posunuté o neparny nasobok
polperiddy, resp. ak sa vzdialenosti zdrojov vinenia od miesta interferencie liSia o
neparny nasobok polovice vinovej dizky. Skladanie vin veduce k zoslabeniu vyslednej
viny sa oznacuje ako deStruktivna interferencia.

Pozndmka Skladat mozno aj viny, ktoré nemaju rovnaku frekvenciu. Zaujimavé je iba
skladanie vin s blizkymi frekvenciami. Vtedy vznikd jav opisany uz pri kmitani - razy.

Princip vzniku kongtruktivnej, resp. destruktivnej interferencie uvedeny pre pripad vin
prichadzajicich do miesta interferencie po jednej priamke, plati vSeobecne. Napriklad
na vodnej hladine, ak sa z dvoch zdrojov $iria kruhové viny, v miestach kde sa viny
stretdvaju, dochadza k ich interferencii. V miestach, do ktorych viny prichadzaju
fazovo posunuté o Ap = 2nn (resp. drahovo posunuté o As = 2n(4/2) ), kde n je
celé Cislo, vznikaju interferencné maxima. V. miestach kde Ap = 2(n + 1)n , alebo
pri vyjadreni pomocou drahoveho rozdielu As = 2(n + 1)(4/2), vznikaju inter-
ferencné minima. Tento princip plati aj pre elektromagnetické viny. Interferenciu
svetelnych vin §iriacich sa z dvoch otvorov pozoroval uz v roku 1803 Thomas Young.
Rovnaky jav nastdva, ak sa jednoduchy harmonicky ton §iri z dvoch reproduktorov
umiestnenych napriklad na nadmesti a napajanych z jedného ténoveho generatora.
Pohybujuci sa pozorovatel' v niektorych miestach registruje interferenéné maxima, v
inych minima.

Interferencia tonov
vychadzajdcich z dvoch
reproduktorov:
rozdiel vzdialenosti s1 - s2
a vlnova dizka zvuku
rozhoduju o vzniku
konstruktivnej alebo
/ S5 P destruktivnej interferencie

Obr. 6.2.3.2
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Priklad 6.2.3.1 Rovnica postupujucej viny ma tvar u(x,t) = A sin(ot -k x), kde
@ = 20007 s1, k = 6mr m™. Napiste rovnicu druhej viny (s rovnakou frekvenciou a
amplitadou) tak, aby vzniklo interferenéné minimum.

RieSenie Podmienkou vzniku interferenéného minima je, aby sa fazy vin liili o
neparny celociselny nasobok m. Preto jedno z rieSeni je
u(x,t) = A sin(2000x s*- t — 6 m=t-x + 3n).

Priklad 6.2.3.2 Riesenie z predoslého prikladu vyjadrite drahovym posunutim druhe;
viny vzhl'adom prvu.

RieSenie Posunuty vinu vyjadrime v tvare A sin[20007- t — 67t-(X — Xo)], priCom
vhodnym rieSenim, zhodnym s rieSenim z predchadzajtiiceho prikladu je Xo = 1/2 m .

Kontrolné otazky

1. Co rozumieme pod konstruktivnou a ¢o pod destruktivnou interferenciou vin?

Co znamend interferencné maximum a interferencné minimum?

3. Aky musi byt fazovy rozdiel interferujiicich vin, aby vzniklo interferencné
maximum?

4. Aky musi byt drdahovy rozdiel vin, aby vzniklo interferencné minimum?

5. Ako bude vyzerat interferencia vin s nerovnakymi amplitidami?

i

6.2.4 Stojaté vinenie

Specialny pripad skladania vin nastava, ked proti sebe (po jednej priamke)
postupuju dve viny s rovnakou frekvenciou. VIny postupujlice proti sebe vyjadrime
vztahmi (pozri rovnice 6.2.1.3 a6.2.1.4)

u; (x,t) = Asin [a) (t — %)], u,(x,t) = Asin [(u (t + g) + (p] )

(6.2.4.1)
alebo ak si chceme zjednodusit’ vypocet, aj vztahmi (pozri vztah 6.2.1.7):

u,(x,t) = Asin(wt — kx), u,(x,t) = Asin(wt + kx).
(6.2.4.2)
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To znamena, Ze uvazujeme s Vvinami, ktoré majd rovnakd amplitidu a rovnaku
frekvenciu, a v bode x =0 vyvolavaju oscilacie, ktoré nie s navzajom fazovo
posunuté. Vyuzitim suctového vzorca

sin ¢ + sin f = 2 sin[(a+ f)/2]cos[(a — p)/2]
dostaneme:

u(x,t) =u, (x, t) + uy(x,t) = 24 sin(wt) cos(kx). (6.2.4.3)

Z vysledku vyplyva, ze nejde o postupujlicu vinu, lebo v argumente funkcii sinus, ¢i
kosinus nevystupuje fazovy ¢len (t — x/v), ktory je pre zapis postupujucej viny
podstatny. Vyslednému javu sa sice hovori stojaté vinenie, ale v podstate ide o
kmitanie bodov (Castic prostredia) na osi x. Zo vztahu (6.2.4.3) vidno, Ze uhlova
frekvencia kmitania je @. Clen cos(kx) nezavisi od ¢asu, ale len od konkrétnej
polohy, kde ovplyviiuje maximalnu vychylku:

Umax(X) = |24 cos(kx)] . (6.2.4.4)

To znamena, Ze¢ v niektorych miestach na osi x maximalna vychylka dosahuje
hodnotu 2A (tieto miesta sa nazyvaju kmitne) a v inych miestach je nulova (tieto sa
nazyvaju uzly). Pre polohu uzlov plati podmienka

I8 yia A
Txn=(2n+1)§ = xn=Z(2n+1),

a pre vzdialenost’ susednych uzlov:

is
e — (2n+1)§ =

A
[2n+3—2n—1]=§.

(6.2.4.5)
Vzdialenost' medzi susednymi uzlami stojatého vlnenia sa rovnd polovici vinovej

NI

A
xn+1—xn=Z[2(n+1)+1—(2n+1)] =

dizky skladajacich sa vin. Vzdialenost’ susednych kmitni je taka ista.

uzol | kmitia |

AR, NN R RN PR
NGt [ ZNC 2N [ ZA T2 24

Obr. 6.2.4.1

«—>
Al2

Na vypocet poloh a vzajomnej vzdialenosti uzlov stojatého vinenia mézeme
pouzit' aj vSeobecnejSie vztahy (6.2.4.1). Fazové posunutic ¢ vystupujuce v tychto
vzt'ahoch méZeme nahradit’ posunutim druhého zdroja vlnenia. Zatial ¢o o prvom
zdroji predpokladame, Ze sa nachadza v zacCiatku stradnicovej sustavy, t.j. v mieste so
suradnicou x = 0, druhy zdroj nech sa nachadza v mieste x = L. Vtedy vychylku u,
druhej viny mézeme vyjadrit’ vzt'ahom (pozri (6.2.3.2)):
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u,(x,t) = Asin [w (t + i ; L)] (6.2.4.6)

Vyslednt vychylku u(x, t) ako funkciu polohy a ¢asu ziskame algebrickym suc¢tom
vychyliek u, a u,:

u(x, t) = uy(x,t) + u,(x,t) = Asin [a) (t — g)] + A sin [a) (t + X ; L)]

a po pouziti suctového vzorca:

wL wl  wx
u(x,t) = 2Asin (a)t - —) cos (— - —) : (6.2.4.7)
2v 2V, BV

Z tohto vysledku opit’ vidno, ze amplitidu stojatého vinenia na réznych miestach osi
x ovplyviiuje ¢len s kosinusom. Z vysledku moézeme ziskat vzt'ah vyjadrujici
vzdialenost’ uzlov stojatého vilnenia, ak si uvedomime, ze rozdiel argumentov funkcie
kosinus zodpovedajucich susednym uzlom, sa rovna =:

wl  wxq wl  wx, W 2T
G5 5)=r = sE-m=r > FEm-m)=r
takze
A
(xz_xl)—z-

Postupujtica vlna vzdy prenasSa energiu. Ked’ sa vSak skladajii dve rovnaké viny
postupujuce proti sebe, jedna prenasa energiu napriklad v kladnom smere osi x, druha
opatnym smerom. Vysledna bilancia prenosu energie je nulova. Preto vysledkom
skladania takychto vin neméze byt postupujiica vlna, ale kmitanie Gastic prostredia,
ktoré svoju energiu neodovzdavaju susednym cCasticiam.

In4 situicia nastane, ak amplitady vin postupujucich proti sebe nie s rovnaké.
Vtedy vznikd kombindcia stojatého vinenia a postupujucej viny — pricom tato sa $iri
v smere viny s via¢Sou amplitadou. Predpokladajme, Ze proti sebe postupuji viny

u, = Asin(wt — kx), u, = Bsin(wt + kx),
pricom amplitida prvej viny A =B+ A . Sudet takychto vin poskytne vysledok:
u = u; +u, = Bsin(wt — kx) + B sin(wt + kx) + Asin(wt — kx),
u = 2B sin(wt) cos(kx) + Asin(wt — kx) . (6.2.4.8)

Takyto pripad nastava napriklad v radiolokatoroch pri ciastocnom odraze
elektromagnetickej viny na konci vinovodu, ktorym sa vina privadza k vysielacej
anténe.

Priklad 6.2.4.1 Pozdiz osi x sa proti sebe §iria dve harmonické viny,
u, = Asin(wt — kx) ,u, = Asin[owt + k(x — L)]. Vypocitajte suradnice uzlov a
zistite, €1 vzdialenost’ medzi susednymi uzlami zavisi od vzdialenosti L !
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RieSenie Pomocou stctového vzorca vypocitame vyslednu vychylku:

u = 2Asin(awt — kL/2) cos(kx — kL/2). Podmienkou pre suradnice uzlov je vztah
(kx, —kL/2) = (2n+ 1)z/2. Vyuzijeme definiciu vztah k = 2n/A, ¢im ziskame
vztah pre stradnicu x,: x, = L/2 + (A/4)(2n+1) a pre vzdialenost’ susednych uzlov:
Xn+1 — Xp = (A/4), Cize od L nezavisi.

Kontrolné otazky

1. Za akych podmienok vznika stojaté vinenie?

2. Co rozumieme pod kmitiiou, ¢o pod uzlom stojatého vinenia?

3. Akd je vzdialenost susednych uzlov vyjadrend pomocou vinovej dizky?
4. Aky pripad nastane, ak protismerné viny nemaju rovnaku amplitadu?

6.2.5 Modulacia vin

V predoslych ¢lankoch sme neuvazovali s moznost'ou, Ze by sa amplituda viny
menila.. V technickej praxi su Casté pripady, ked’ sa amplitida viny zamerne meni,
najCastejSie periodicky, ¢im vzniké jav, ktory sa nazyva modulacia viny. Takymto
spdsobom sa mozu prostrednictvom harmonickych vin prenasat’ informacie, napriklad
pomocou elektromagnetickych vin zvuk i obraz. Periodické zmeny amplitidy mozno
opisat’ jednoduchym matematickym aparatom. Vinu (nosnu vinu) $iriacu sa v smere
suradnicovej osi X opiSeme vztahom

u(x,t) = Acos(ot — kx), (6.2.5.1)
pricom budeme predpokladat’, ze Casova zavislost’ jej amplitidy sa vyjadruje vztahom
A=A, + B cos(2t). (6.2.5.2)

To znamenad, Zze amplitida A ma konStantnu ¢ast’ A, a periodicku Cast’ B cos(£2t).
Znacka 2 predstavuje modulaéni uhlovu frekvenciu, ktora musi byt podstatne
mensia nez uhlova frekvencia @ nosnej viny. Po dosadeni druhého vzt'ahu do prvého
dostaneme

u(x,t) = A,cos(wt — kx) + Bcos(wt — kx) cos(£2t).
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Vodorovnd os na obrazku reprezentuje ¢as, zvisla os vychylky v konkrétnom
bode osi x — nosnej viny, modulaénej frekvencie a vyslednej modulovanej viny.
Na d’al$iu upravu druhej Casti tejto rovnice pouZzijeme vzorec

cosa + cos B = 2cos[(a + p)/2] cos[(a- p)/2], (6.2.5.3)

pomocou ktorého ziskame vysledok

1 1
u(x,t) = A,cos(wt — kx) + EBcos[(a) + Ot — kx| + EBcos[(a) — Ot — kx].

(6.2.5.4)

Vysledok d’alej upravime pomocou substiticii @+ 2= @, (stftova uhlova
frekvencia), o — Q2 = w, (rozdielova uhlova frekvencia):

1 1
u(x,t) = A,cos(wt — kx) + EBcos[a)st — kx] + EBcos[a)rt — kx].

(6.2.5.5)
Vysledok naznacuje, ako keby sa prostredim popri vine s pdvodnou frekvenciou
nosnej viny S§irili d’alSie dve viny, jedna so sictovou, druhé s rozdielovou frekvenciou.
Prave tieto dve vlny st z hladiska prenosu informacii rozhodujice, lebo obsahuju
v sebe modulaénti frekvenciu amplitidy. Pri rozhlasovych vlnich je modulac¢na
frekvencia radovo aspon 1000 krat mensia nez frekvencia nosnej viny, preto sa
suctova a rozdielova frekvencia nevel'mi odliSuji od frekvencie nosnej viny. Pokial
rychlost’ §irenia vin nezavisi od ich frekvencie, tak nosna vlna, aj viny s frekvenciami
ws , o, sa Siria priestorom rovnakou rychlostou. Tak je to v pripade Sirenia
elektromagnetickych vin vo vakuu, alebo pri akustickych vinach. V disperznych
prostrediach (napr. v sklenych vlaknach pouzivanych ako svetlovody) rychlost
elektromagnetickych vin zavisi od ich frekvencie — s rastlcou frekvenciou vo
vSeobecnosti klesd. Vtedy sa nosnd vlna $iri inou rychlostou ako postranné viny,
pricom vysledkom je menSia rychlost’ prenosu informacie v porovnani s fazovou
rychlostou nosnej viny. Aj tento jav mozno dolozit’ nendroénym vypoctom. Rovnicu
(6.2.5.5) zapiseme v tvare zohladiiujucom zavislost’ rychlosti od frekvencie tak, Ze
uhlové vinové cCislo k, ktoré je podielom uhlovej frekvencie @ a rychlosti §irenia
viny, t.j. k = (@/v), ozna¢ime pri postrannych vilnach prislusnymi indexmi:

u(x,t) = A,cos(wt — kx) + (1/2)Bcos[wst — kgx] + (1/2)Bcos[w,t — k,x].

Tento vztah upravime opatovnym pouzitim vzorca (6.2.5.3):

u(x,t) = A, cos(wt — kx) +

s + @, k5+kr> (a)s—a)r ks—kr)
t— x | cos t— 5 x).

B
+ cos( > > >

(6.2.5.5)
Pritom si treba uvedomit, ze (ws + @,)/2 = o a (ws— ®,)2 = . Druha Cast
pravej strany rovnice ma tvar suéinu dvoch vin. Vina s frekvenciou (@5 + @,)/2 ma
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frekvenciu zhodnu s frekvenciou nosnej viny, preto sa §iri jej fAzovou rychlostou. Nie
je to tak v pripade viny s frekvenciou (s — @,)/2, ktora je podstatne nizSia ako
frekvencia nosnej viny, a tak v disperznom prostredi ma aj odli$nt rychlost’ Sirenia. A
prave tato druha vina sprostredkuje prenos informacie namodulovanej na nosnu vinu.
Porovnanim vztahu (6.2.5.5) so vztahom (6.2.5.1) a s vyuzitim vztahu v = (w/k)
zistime, Ze pre rychlosti Sirenia zodpovedajice prvému a druhému ¢lenu platia vztahy

ws + o, w; — @, Aw

NG SOl e L - T

Rychlost v, sa zhoduje s fazovou rychlost'ou nosnej viny, ale rychlost’ v, suvisiaca
s ¢lenom prendsajucim informéciu ma ind hodnotu, nazyva sa grupova rychlost’ a
oznacuje ako v,. V limitnom pripade pre tato rychlost’ plati vztah

00 6.2.5.6
== W2 58
Pokial’ sa vlna $iri nedisperznym prostredim, t.j. prostredim v ktorom rychlost’ Sirenia
vin nezavisi od frekvencie, potom plati vztah k = w/v, resp. o= kv ,kde v je

fazova rychlost. Potom pre grupovu rychlost’ podla vztahu (6.2.5.6) vychadza
Vg =,

Cize fazova a grupova rychlost st rovnaké. To znamena, ze aj rychlost’ prenosu
informécie sa rovna fazovej rychlosti. Ak sa viak vlna $iri napriklad pozdiZ retazca
navzajom spriahnutych oscildtorov (zjednoduSeny jednorozmerny model krystalu,
skladajuci sa z radu pospdjanych atdémov), potom zavislost uhlovej frekvencie od
uhlového vinového ¢isla ma tvar (uvadzame bez odvodenia) @ = C sin(ka/2) , kde C je
konStanta iimernosti, a je vzdialenost’ medzi oscilatormi. Vtedy pre grupovu rychlost’
dostaneme v, = (a/2) C cos(ka/2) , ¢o znamen4, Ze s rastiicim uhlovym vinovym

islom k = 27m/4 (ize so zmensujucou sa vinovou dizkou) grupova rychlost’ klesa.

Kontrolné otazky

1. Akym spésobom vznika modulacia viny?

Moze byt modulacna frekvencia vyssia nez frekvencia nosnej viny?
Co predstavuje sictovd a c¢o rozdielova frekvencia?

Ako je zavedena grupova rychlost?

Co sa §iri fazovou a ¢o grupovou rychlostou?

SHRCIR

V akych prostrediach sa grupova rychlost rovna fazovej?
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6.2.6 Vlnenie v ohrani¢enom priestore

Na vlnenie v ohrani¢enom priestore jestvuje cely rad prikladov. Viny na vodne;j
hladine bazénu, zvuk v uzavretej miestnosti, ¢i viny na blane bubna, ktoré sa odrazaju
od stien, resp. okraja a skladaji sa s vlnami pohybujucimi sa opaénym smerom. V
porovnani s vol'nym priestorom tak vznikaji osobit¢ podmienky na Sirenie vlnenia.
Najjednoduchsim pripadom je visiace lano. Ak jeho hornym koncom kmitneme, tento
rozruch sa §iri pozdiz lana, az po jeho dolny koniec, za ktorym sa uz nemdze §irit
d’alej. Na konci lana sa rozruch (zakmitanie) odrazi, bez ohl'adu na to, ¢i je koniec lana
vol'ny, alebo upevneny a nazad postupujici rozruch sa skladd s pripadnym dalSim
rozruchom postupujucim od horného konca lana. Visiace lano, alebo natiahnuta
struna, predstavuju jednorozmerny pripad, ktory je na matematicky opis vhodny pre
jeho jednoduchost’.

Vlnenie vo vSetkych spomenutych pripadoch sa da matematicky opisat’ tak, Ze
sa najde rieSenie vinovej rovnice zohl'aditujice podmienky na okraji priestoru, ktorym
sa vlnenie mdze Sirit. Napriklad pri bubnovej blane, ktora ma tvar kruhu, rieSenie
vlnovej rovnice musi byt’ také, aby na obvode kruhu vychylky vinenia boli nulové.

Vseobecnym rieSenim jednorozmernej vinovej rovnice (pripad struny, lana) je
superpozicia (siéet) dvoch Pubovolnych vin $iriacich sa jednorozmernym prostredim
protismerne, ¢o sa vyjadruje zapisom

u(t)=f (t — %) +g (t + g) . (6.2.6.1)

_— — 77
| / \ X

Obr. 6.2.6.1

Na funkcie f a g nie su kladené ziadne osobitné podmienky, mézu predstavovat
priebeh periodicky (hranaty, pilovity, alebo aj sinusovy), alebo iba jeden kratky
rozruch 'ubovolného tvaru. Argument funkcii v§ak musi mat’ uvedeny tvar, lebo iba
tento zabezpecuje, ze ide o postupujuce viny. Funkcia f predstavuje vinu postupujucu
v kladnom smere osi X, funkcia g vinu postupujicu opaénym smerom.

Okrajové podmienky zredukuji mnoZinu moZznych rieSeni, ¢ize mnozinu
moznych funkcii. Najprv predpokladajme, ze zavesené lano ¢i dlhé struna, maja jeden
bod pevny, v ktorom vychylka musi byt’ vzdy nulova. Za tento bod, pre jednoduchost’,
zvolime zacCiatok stradnicovej ststavy, takze prva okrajova podmienka ma tvar

u(x,t) » u(0,t) =0, (6.2.6.2)

pricom tato podmienka plati v 'ubovol'nom ¢ase t . Jej dosadenim do rovnice (6.2.6.1)
dostaneme vysledok
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u0,t)=ft—-0)+g(t+0)=0,

odkial’ pre funkcie f a g vyplyva podmienka
LS (L)

To znamena, Ze rieSenie zohl'adnujice okrajovi podmienku u(0, t) = 0 bude mat’ tvar

ulx,t) =f (t - %) —f (t + %) : (6.2.6.3)

Ak teda v mieste x = 0 ma byt vychylka trvale nulova, protismerne sa pohybujtace
viny musia byt svojim zrkadlovym obrazom, a to vzhl'adom na os X (Situécia je
znédzornend na obrazku). Vtedy sa pri stretnuti v mieste x = 0 vzajomne kompenzujd.

=0 Obr.6.2.6.2

Aby sme mohli dospiet’ ku konkrétnej$iemu vysledku, musime zvolit’ konkrétny
analyticky tvar viny, napriklad sinusovy, ktory je najjednoduchsi. Nech teda

(-2 =asmfoe-2)]

Po dosadeni do riesenia (6.2.6.3) ziskame vysledok:
u(x,t) = Asin [w (t — g)] — Asin [w (t + g)] = 2A cos(wt) sin (%) :

(6.2.6.4)
podl'a ktorého ide o stojaté vinenie. Z vysledku vyplyva, ze vychylka v mieste x = 0
je naozaj trvale nulové, lebo v tomto mieste (ale aj v d’alSich miestach) sa nachédza
uzol stojatého vlnenia. Frekvencia (uhlovd frekvencia) vlnenia moéze byt pritom
I'ubovolna, ¢ize uvedena okrajova podmienka ju neobmedzuje.

Doteraz opisovany pripad predstavuje napr. strunu upevnenu v jednom bode.
Upevnenie ¢o len jedného bodu struny ma za nasledok, Zze na strune moze existovat’
iba stojaté harmonické vlnenie, teda také, ktoré neprenasa energiu pozdiz struny.
Struna hudobného néstroja je vsak uchytena v dvoch bodoch, ¢o vytvara dalSie
obmedzenia na mnozinu rieSeni vInovej rovnice. Predpokladajme, Ze druhy bod v
ktorom je struna uchytena, ma stradnicu x = L . Z rieSenia (6.2.6.4) potom vyplyva,
7e sa musi splnit’ druh& okrajova podmienka

wL
sin <—) =0,
v
obmedzujuca uhlové frekvencie vinenia, pre ktoré plati :

wy, L
T = nrm, (6265)
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kde n je prirodzené ¢islo. Kedze @ = 2nf, pre dovolené frekvencie vinenia odtial’
ziskame podmienku

v v
fu=mor =ty kdelfs S o0 (6.2.6.6)

Frekvencie harmonického stojatého vinenia na strune s dizkou L a upevnenej

na obidvoch koncoch, mézu byt iba celo¢iselnym nasobkom zakladnej frekvencie f; .
Nasobky zakladnej frekvencie maju nazov vyssie harmonické frekvencie.

Podmienke (6.2.6.5) mozno dat’ aj iny tvar, ked’ si uvedomime, ze w/v = 27x/A:

1
—L=nm > X =-2L, (6.2.6.7)

odkial' vyplyva, Ze vlnova dizka stojatého vlnenia so zikladnou frekvenciou je
bezprostredne uréena di’kou struny, pricom A, = 2L. Vy$§im harmonickym
frekvenciam stojatého vinenia zodpovedaju zlomky tejto vinovej dizky: A, = A, /n.

Vypocty vplyvu okrajovych podmienok na rieSenie vlnovej rovnice v dvoj-
rozmernom pripade (viny v bazéne, membrana bubna), ¢i trojrozmernom pripade
(zvuk v uzavretej sieni) st zlozitejSie, ale tiez mozu klast’ obmedzujiice podmienky na
frekvencie vinenia.

Poznamka Vztah (6.2.6.6) udavajuci zdakladni a dalsie dovolené frekvencie
mozeme doplnit’ vysledkom (6.2.2.8) vyjadrujucim rychlost, ktorou sa vinenie Siri
strunou natiahnutou silou F', pricom struna ma dlzkovii hustotu s :

=0k / S

Spojenim tychto vztahov dostaneme vysledok

1

A= nﬁw/F/s ) (6.2.6.7)

z ktorého vyplyvaju zname dosledky, uplatiujuce sa pri strunovych hudobnych
ndstrojoch. Zdkladnd frekvencia je nepriamovimernd dizke struny, rastie so silou
ktorou je struna napinand (s jej druhou odmocninou). Cim je struna hrubsSia (¢im
Vicsia je jej dizkova hustota s), tym je jej zdkladnd frekvencia nizsia.

Priklad 6.2.6.1 Vypo¢itajte, akou silou F musi byt napinana struna s dizkovou
hmotnostou s = 2x1073 kg/m , ak pri dizke L = 70 cm ma byt jej zékladn4 frekvencia
f1 =450 Hz !

RieSenie PouZzijeme vztah (6.2.6.7), z ktorého vyjadrime silu a dosadime zadané
hodnoty ostatnych veli¢in: F = 4 f21?s = 794 N .
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Kontrolné otazky

1. Ako vyzera vseobecné rieSenie jednorozmernej vinovej rovnice?

2. Aké obmedzenie mnoziny rieseni vinovej rovnice vyplyva z podmienky, ze v
Jjednom bode musi byt vychylka trvale nulova?

Aké obmedzenie prindsa tdto podmienka v pripade harmonickych vin?

Ake su dovolené frekvencie struny upevnenej na obidvoch koncoch?

Ako suvisia vinové dizky stojatého vinenia na strune s jej dizkou?

Ako suvisi zakladna frekvencia struny so silou ktorou je napinana?

P

6.2.7 Dopplerov jav

Christian Doppler ho objavil v roku 1842, ked’ posobil v Prahe. Ide o zavislost’
frekvencie vnimaného zvuku od rychlosti pohybu zdroja zvuku a rychlosti pohybu
pozorovatel’a. Predpokladajme, Ze nefiika vietor, takze vzduch ktorym sa zvuk S§iri, je
v pokoji vzhl'adom na suradnicova sustavu spojentt so zemou. Vzhladom na tato
sustavu budeme opisovat’ d’alSie deje.

Nepohybujuci sa zdroj zvuku Z nech opakovane vysiela vel'mi kratke
zvukové signaly (impulzy), s casovym intervalom T  medzi dvoma po sebe
nasledujucimi impulzmi. Frekvencia ktorou signaly vysiela, je preto

ofi= 14T .

Pozorovatel P nachadzajuci sa v primeranej vzdialenosti od zdroja, vnima pri-
chadzajuce impulzy s rovnakou frekvenciou f ako boli vysielané iba vtedy, ak aj on
je vzhl'adom na zvolent siradnicovu ststavu v pokoji. Ak sa vSak zdroj, pozorovatel’,
¢i obaja pohybuju (ku sebe, alebo od seba, nie kolmo na ich spojnicu), frekvencia
impulzov vnimana pozorovatel'om sa zmeni.

Rychlost’, ktorou sa zvuk $iri vzduchom oznac¢ime pismenom ¢, rychlost
zdroja v kladnom smere osi x stradnicovej sustavy (smerom k pozorovatel'ovi)
pismenom u, a pozorovatelovu rychlost v kladnom smere osi x pismenom v.
Posudime niekol’ko pripadov.

v

C l
v
—
<
=
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a) Ak je pozorovatel’ v pokoji a zdroj vysiela impulzy v casovom slede T , vzdiale-
nost’ medzi dvoma po sebe nasledujucimi impulzmi, pohybujiicimi sa pozdiz osi x
rychlostou c, je

A=cT.

b) Nech sa zdroj pohybuje k pozorovatel'ovi rychlostou u < c¢ . Za ¢asovy interval T
zvukovy impulz vyslany zdrojom prejde k pozorovatel'ovi vzdialenost 1 = cT , ale
zdroj sa za rovnaky Casovy interval posunie k pozorovatelovi o vzdialenost’” uT.
V novej polohe vySle nasledujici impulz, Co znamend, Zze medzi prvym a
nasledujicim impulzom (pohybujicimi sa k pozorovatelovi) je vzdialenost’

Ay =cT —uT = (c—u)T.

Popri stojacom pozorovatelovi impulzy prechadzaji rychlostou c , preto Casovy
interval T, , ktory medzi impulzmi zaregistruje pozorovatel’, je
e il U

T2=—=
© c

i (6.2.7.1)

C) Ak sa aj pozorovatel pohybuje, ato rychlostou v smerom od zdroja, potom
relativna rychlost’ impulzov vzhl'adom na pozorovatel'a je menSia a rovna sa ¢ —
v . Preto do menovatela vztahu (6.2.7.1) treba namiesto rychlosti ¢ dosadit’
relativnu rychlost’ impulzov vzhl'adom na pozorovatela, ¢im pre vnimany ¢asovy

interval medzi impulzmi dostaneme vztah
c—u

s T 6.2.7.2
= ( )

Vysledkom je vztah medzi Casovymi intervalmi prijimanych a vysielanych impulzov.
Pre prislusné frekvencie (prevratené hodnoty cCasovych intervalov) dostdvame

vysledok
> Ciall)

e f (6.2.7.3)

c—u

¢o je vzt'ah pochadzajuci od Dopplera.

Z posledného vztahu vyplyva niekol'ko praktickych désledkov.

A) Ak je zdroj v pokoji (u = 0) a pozorovatel’ sa od zdroja vzd’al'uje (v > 0), tak
vnima nizsiu frekvenciu ako zdroj vysiela:

€ =1

i f-

Cc

Ak by sa pozorovatel' vzdaloval od zdroja rychlostou zvuku, signaly by ho
nedostihli, priom zo vztahu vyplyva nulovd vnimana frekvencia. Pre |v| > ¢
vztah neposkytuje realny vysledok.

B) Ak sa pozorovatel’ k zdroju priblizuje, (v < 0), vnima vyssiu frekvenciu:
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c + |v|
c

fr=—rf.

Pri |v| = c frekvencia nadoblda dvojnasobni hodnotu.

C) Ak je pozorovatel’ v pokoji (v = 0) a zdroj sa od neho vzd’al'uje (u < 0), pozorovatel’

vnima niz$iu frekvenciu:
c

¢+ |ul

i = f

Ak rychlost’ zdroja dosiahne rychlost’ zvuku, vnimana frekvencia bude polovi¢na.

D) Ak je pozorovatel’ v pokoji a zdroj sa k nemu priblizuje (u > 0), pozorovatel’ vnima
vysSiu frekvenciu:

C
fr=—of

© = W

Kriticka situdcia nastane, ak sa zdroj priblizuje k pozorovatel'ovi rychlost'ou zvuku.
Vtedy vSetky impulzy, ktoré zdroj pocas priblizovania k pozorovatelovi vyslal,
pridu k nemu naraz. Pri u — ¢ vnimana frekvencia rastie nad vSetky medze.

Dopplerov jav moézeme pozorovat’ na ulici, ked’ popri nas prechadza automobil
vysSou rychlostou. Pokym sa k ndm priblizuje, vnimame vyssiu frekvenciu otacok
jeho motora, ked’ sa vzd’aluje, vnimana frekvencia je uz nizSia. Dopplerov jav sa
uplatituje aj pri elektromagnetickom Zziareni. Vyuziva sa na urCovanie rychlosti
vzd’alujicich sa galaxii a zohral podstatna ulohu pri vzniku tedrie expandujuceho
Vesmiru. Pri elektromagnetickom Ziareni vSak treba reSpektovat postuldt teorie
relativity, podla ktorého rychlost’ svetla vnimana pozorovatel'om nezavisi od jeho
pohybu, je vzdy rovnakda. Tato okolnost’ sa prejavuje aj na vzt'ahu vyjadrujicom
zmenu frekvencie svetla vplyvom Dopplerovho javu.

Priklad 6.2.7.1 Pistala lokomotivy vysiela ton s frekvenciou f, = 800 Hz.
Vypocitajte percentudlnu zmenu vnimanej frekvencie pri prechode lokomotivy okolo
pozorovatel’a, ak sa pohybuje rychlostou 72 km/h !

RieSenie 1de o pohyb zdroja zvuku, pozorovatel’ je v pokoji. Vnimana frekvencia pri
priblizovani lokomotivy je f; = f, ¢/(c —u) = 850 Hz. Pri vzd’alovani lokomotivy
je vnimana frekvencia f, = f, ¢/(c + u) = 755 Hz. Percentualna zmena pocitana
vzhl'adom na frekvenciu f, je 100 -(f; — f2)/fo = 9.5 %.

Priklad 6.2.7.1 Zdroj zvuku vysiela ton s frekvenciou f, . Akou rychlostou u by sa
mal zdroj vzd’alovat’ od pozorovatel’a, aby zmena frekvencie bola taka, ako ked’ sa
pozorovatel’ vzd’al'uje od zdroja rychlost’ou rovnajucou sa 1/3 rychlosti zvuku ?
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RieSenie Ziada sa splnenie rovnosti f(c — v)/c = f ¢/(c + u) , odkial’ po upravach a
dosadeni v = ¢/3 dostaneme vysledok u =c/2 .

Kontrolné otazky

1. Uvedte, v ktorych pripadoch sa vnimana frekvencia pohybom pozorovatela
zvdcsuje, V ktorych zmensuje.

2. Uvedte, v ktorych pripadoch sa vnimana frekvencia pohybom zdroja zvdcsuje,
v ktorych zmensuje.

3. Poskytuje Dopplerov vztah redalne vysledky v pripade, zZe rychlost zdroja je
vdcsia ako rychlost zvuku?

4. V ktorych pripadoch nadobuda vnimana frekvencia dvojnasobnu hodnotu?

5. Vktorych pripadoch nadobuda vnimana frekvencia polovicnu hodnotu?

6.2.8 Energia vinenia

Mechanické vinenie sa zo svojho zdroja Siri postupnym prenosom energie
kmitania na stale vzdialenejSie Castice prostredia. Kmitajice Castice Si tUto energiu
navzajom odovzdavaju. Proces sa javi tak, Zze vlnenie tito energiu prenasa.

Kmitajliica Castica, ak ju chapeme ako harmonicky oscilator, mad mechanicka
energiu

1
Ens EmAZa)Z ! (6.2.8.1)

kde m je hmotnost’ oscilatora, A amplitida a @ uhlova frekvencia kmitania. Ak sa
v objeme V nachadza N takychto oscilatorov, potom v tomto objeme je nahroma-
dena energia

1
=W EN= NEmAZa)Z.
Na jednotku objemu potom pripada energia

E"» N1
L — VEmAZwZ = EnmAZa)Z,
kde n = N/V je poCet oscilatorov pripadajici na jednotku objemu. Sucin nm = p je
hmotnost’ oscildtorov pripadajica na jednotku objemu (objemovd hmotnost’), a po
dosadeni tejto veli¢iny do posledného vzt'ahu dostaneme vysledok:

1
w = EpAza)z. (6.2.8.2)

Z bodového zdroja vinenia sa Siria viny ktoré maju gulovy tvar, ale v
dostato¢nej vzdialenosti od zdroja mézeme predpokladat, Ze mala cast’ povrchu
gul'ovej viny predstavuje rovinnu vinu, ktora sa Siri prostredim rychlostou v.
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VI Obr. 6.2.8.1

Za takychto podmienok cez plochu s obsahom S, postaventi kolmo na smer Sirenia
vlnenia, za Casovy interval At vinenie prenesie energiu

AW = wSvAt . (6.2.8.3)

Za jednotku casu to predstavuje energiu

P=—=wSv,
At

¢o je vlastne vykon prendsany touto plochou; preto sa meria vo wattoch. Cez Cast’
plochy s jednotkovym plo$Snym obsahom prechddza vykon

P
[=<=wr. (6.2.8.4)

Veli¢ina I sa nazyva intenzita vinenia a meria sa v jednotkach W/m?. Vyjadruje
energiu, ktoru vinenie prenesie za jednotku €asu cez plochu s jednotkovym plosnym
obsahom postavenu kolmo na smer Sirenia vinenia. Ked’ si uvedomime, Ze rychlost’ v
je vektorova veliCina, tak aj jej skalarny nasobok wv = I je vektorova veli¢ina.
V ruskej literatare je zndma aj pod nazvom Umovov vektor.

Rovnaky vztah plati aj pre elektromagnetické vinenie, pricom v predstavuje
rychlost’ svetlaa w objemovl hustotu prendsanej elektromagnetickej energie.

Kontrolné otazky

1. Aky je mechanizmus prenosu energie mechanickym vinenim?
Vyjadrite objemova hustotu energie vinenia v prostredi.
Definujte intenzitu vinenia a uvedte jej jednotku.

Napiste vztah vyjadrujdci intenzitu vinenia.

"3 e
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DODATKY
D1 Komplexny tvar rovnice vyjadrujucej kmitavy pohyb

Zavislost’ vychylky harmonického oscilatora od Casu sa ¢asto vyjadruje v kom-
plexnom exponencialnom tvare:

u(t) = Aet = Adexp(iot),
ktory sa da rozpisat’ na realnu a imaginarnu cast’
u(t) = Aexp(iwt) = A(cos wt + i sin wt).

Takyto zapis ulahCuje niektoré operacie pri vypoctoch, napriklad pri skladani
kmitavych pohybov, ale aj pri zapise rovnic opisujucich viny. Zapis je len formélny,
po dosiahnuti kone¢ného vysledku sa z neho pouzije redlna zlozka:

Aexp(iwt) > Acoswt , Aexpli(wt — kx)] » Acos(wt — kx) .
Aexpli(wt —kx + ¢)] - Acos(wt —kx + ¢) .
Exponencialny zapis umoziuje prevod s¢itania uhlov na ndsobenie funkcii, napriklad
el(Wttp) — plwt . ol9  Logy  expli(wt + ¢)] = exp(iwt) - exp(ip),

¢o v zapise pomocou funkcii sinus a kosinus nie je mozné. Napriklad pri skladani
dvoch kmitavych pohybov, ked’ treba scitat’ dve funkcie: A cos wt + A cos (ot + @)
sa sucet l'ahSie vypocita, ked’ sa pouZije exponencialny tvar:

A elwt 1 g ellwt+e) — g plwt 4 g plwt . oip — g eiwt(l i eiqo) =

IR s R i .
= 2/ el®t oi®/2 > = 24 e@t+0/2) cos(/2) .

Redélna zlozka tohto vyrazu: 2A cos(wt + ¢/2) cos(p/2).
Podobne sa da upravit’ vyraz A; cos w;t + A, cos w,t :

A exp(iogt) + A, exp(iw,t) =

= exp (i @t) [A1 exp (i %t) + A, exp (—i Q t)] .

Exponencialny zapis sa velmi Casto vyuziva pri zapise rovnic opisujucich rovinne
viny, ich interferenciu, alebo difrakciu. Umoziiuje formalne separovat’ casovu zlozku
rovnice vlny od priestorovej zlozky:

Aexpli(wt - kx)] = Aexp(i wt)exp(-ikx),

A el(a)t—kx) Ny ela)t e—ka '
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SUHRN VZTAHOV

diferencialna rovnica harmonického dzy k d?

oscilatora
jej vSeobecné rieSenie

celkové energia harmonického
oscilatora

potencialna energia harmonického
oscilatora

sily p6sobiace na timeny
harmonicky oscilator

diferencialna rovnica timeného
harmonického oscilatora

konstanty v diferencialnej rovnici
tiImeného harmonického oscilatora

vSeobecné rieSenie diferencidlnej
rovnice timeného harmonického

oscilatora, pri malom timeni

vlastna frekvencia @ tlmeného
harmonického oscilatora

logaritmicky dekrement 6

diferencialna rovnica vynuteného
kmitania

jej vSeobecné rieSenie

amplituda vynuteného kmitania

+ — y—O + w2y =0

de? de?

y(t) = Asin(w,t + @)

E = (1/2) maw*A?

E, = (1/2)ky?

y(t) = Ce Pt sin(wt + @)

W = ] wZ — b?

t
A e
y(t+T)
d?y dy E,
@+ Zb(d ) + wly = Esm(.()t)
y = C e Ptsin(wt + @) + A sin(2t — §)
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fazové posunutie vynuteného
kmitania

rezonanc¢na frekvencia
rovnica postupujucej viny

vztah medzi rychlost'ou vlny, jej
frekvenciou a vlnovou dizkou

uhlové vlnové ¢&islo k

vinova rovnica

podmienka vzniku interferencného
maxima

podmienka vzniku interferenéného
minima

rovnica opisujuca stojaté
harmonicke vinenie

fazova rychlost’ a grupova rychlost’

zdkladnd a vysSie harmonické
frekvencie struny s dizkou L,
diZkovou hustotou s, ktora je
napinana silou F

mozné vlnové dizky na strune
dizky L

zmena frekvencie pri Dopplerovom
jave

intenzita vinenia

20b

tgg=——>
g9 a)g—[)z

(e Vv wg —=NOBE

u(x,t) = Asin[o(t — x/v) + ¢], alebo
u(x,t) = Asin[ot — kx + ¢]

v=f-1
Vs 2
2T N2

v A

0°u 0%u 0*u 1 0%u

dx? o dy? ! 022 v? 0t?

rozdiel faz Ap = 2nr,
drahovy rozdiel 4s = 2n(1/2)

rozdiel faz 4¢p = 2n+ Vr,
drahovy rozdiel 4s = (2n + 1)(4/2)

ulx,t) =u (x, t) + u,(x, t) =
= 2A sin(wt) cos(kx)

_dw
~ dk

Uf—

=| e

%
fl_ZL’ fn_nZL_nfl

= n%\/F/s

—12L

in_n

L ¢

iRe= =
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SLOVNIK

amplitida kmitania — velkost' (absolltna hodnota) maximalnej vychylky
oscilatora.

aperiodicky pohyb — S$pecialny pripad pohybu harmonického oscilatora pri
velkom tlmeni, ked’ sa zo zaCiatocnej nenulovej vychylky vracia do rovnovazne;j
polohy bez toho, aby cez rovnovaznu polohu prekmitol.

budiaca sila — pozri vnucujuca sila

destruktivna interferencia — interferencia, pri ktorej intenzita vyslednej viny je
mensia neZ stidet intenzit skladajiicich sa vin — vlny sa v miestach destruktivnej
interferencie navzajom zoslabuju.

diferencialna rovnica harmonického oscilatora — upravena pohybova rovnica
harmonickeho oscilatora; v pohybovej rovnici vystupuje sila umerna vychylke
oscilatora, smerujica do rovnovaznej polohy a hmotnost’ oscildtora.

doba kmitu — ¢asovy interval, ktory pri kmitani oscilatora uplynie medzi dvomi
po sebe nasledujucimi maximalnymi vychylkami na ta istd stranu.

Dopplerov jav — zmena vnimanej frekvencie zvuku alebo elektromagnetického
vinenia v porovnani s frekvenciou vinenia vysielaného zdrojom, vyvolana
vzajomnym pohybom zdroja a pozorovatela.

drahové posunutie (interferujdcich) vin — rozdiel vzdialenosti zdrojov
jednotlivych vin (s rovnakymi frekvenciami) od bodu v priestore, v ktorom
dochadza k ich interferencii.

energia harmonického oscilatora — sucet kinetickej energie a potencialnej
energie oscilatora v danom okamihu; pri netlmenom oscilatore nezavisi od ¢asu.

faza — pozri fazovy uhol

fazova rychlost’ viny — rychlost’, ktorou sa priestorom $iri miesto s konkrétnou
hodnotou fazového uhla (fazy) viny.

fazové posunutie — rozdiel faz dvoch kmitavych pohybov s rovnakymi
frekvenciami; pri interferencii dvoch vin rozdiel faz kmitavych pohybov
vyvolanych tymito vinami v danom mieste.
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fazovy uhol — argument funkcie sinus alebo kosinus, ktorou sa opisuje postu-
pujuica vina alebo kmitavy pohyb; pri kmitavom pohybe zavisi iba od ¢asu, pri
vineni aj od priestorovych suradnic.

frekvencia — pocet kmitov oscilatora za sekundu; pri prenose energic kmitania
vlnenim sa frekvencia zachovava, takze frekvencia viny sa zhoduje s frekvenciou
ktoréhokol'vek oscilatora, ktory prenos energie vinenia sprostredkuje.

grupova rychlost’ — rychlost’, ktorou sa priestorom $iri informécia prenasana
prostrednictvom modulécie nosnej viny v disperznom prostredi, t.j. v prostredi,
v ktorom rychlost’ §irenia vin zavisi od ich frekvencie.

harmonicky oscilator — periodicky kmitajuca ststava, pri ktorej zavislost
vychylky od Casu sa vyjadruje pomocou funkcii sinus, alebo kosinus.

harmonicky pohyb — pohyb castice (hmotného bodu) za ucinku sily, ktorej
vel'kost’ je iimerna velkosti vychylky z rovnovaznej polohy a ma vzdy smer
opacny ako vychylka.

Huyghensov princip — princip, podla ktorého kazdy bod ¢ela viny mozno
povazovat’ za zdroj vlnenia; umoziuje skonstruovat’ nasledujucu vinoplochu, ak
je znama poloha a tvar vinoplochy v predchadzajicom okamihu.

intenzita vinenia (I ) — veli¢ina charakterizujuca mnozZstvo energie prenasané
vlnenim za jednotku Casu cez plochu s jednotkovym obsahom postavenu kolmo
na smer $irenia vlnenia; jednotkou intenzity vinenia je W/m? .

interferencia vinenia — skladanie aspofi dvoch vin rovnakej frekvencie, pricom
sa v priestore vytvaraju oblasti s vicSou a oblasti s menSou amplitidou, a tym aj
intenzitou vyslednej viny.

interferenéné maxima — miesta s najva¢Sou amplitidou vyslednej viny pri
interferencii.

interferen¢né minima — miesta s najmenSou amplitidou vyslednej viny pri
interferencii.

kmitiia — pri jednorozmernom stojatom vineni jeden z mnohych bodov v

priestore, v ktorych stojaté vinenie dosahuje najvac¢Sie vychylky; vzdialenost
medzi susednymi kmitfiami sa rovna polovici vinovej dizky.
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koeficient tlmenia (b) — koeficient vystupujici v exponencialnej zavislosti
poklesu amplitady pri tlmenom harmonickom pohybe: A(t) = A, exp(- bt);
jednotkou koeficienta timenia je s™.

konstruktivna interferencia — interferencia, pri ktorej je intenzita vyslednej
vlny vié§ia nez sudet intenzit skladajucich sa vin — viny sa v miestach
konStruktivnej interferencie navzajom zosilnuja.

Lissajousove krivky (obrazce) — rovinne uzavreté krivky vznikajuce pri
skladani dvoch kmitavych pohybov prebiehajacich v navzdjom kolmych
priamkach, priCom ich frekvencie su v pomere malych celych ¢isel.

logaritmicky dekrement ( 6) — prirodzeny logaritmus podielu dvoch amplitdd
timeného harmonického pohybu — amplitidy v 'ubovolnom ¢ase t a amplitidy v
Case t+T, tj. o periddu neskor.

modulacia viny — ovplyviiovanie velkosti amplitidy (frekvencie alebo fazy)
harmonickej viny, najcastejSie také, aby sa amplitida menila s ¢asom periodicky.

periodicky pohyb — pohyb (hmotného bodu, Castice), pri ktorom veli¢iny
opisujuce tento pohyb (poloha, rychlost’ ...) st periodickymi funkciami ¢asu, t.].
po pravidelnych ¢asovych intervaloch sa ich hodnoty opakuju.

postupujuca vina — vina $iriaca sa priestorom a prenasajica energiu aj hybnost’,
protiklad stojatého vinenia.

pozdiZne vlnenie — vinenie, pri ktorom &astice prostredia kmitaju rovnobeZne so
smerom postupu vinenia.

priecne vinenie — vinenie, pri ktorom castice prostredia kmitaju kolmo na smer
postupu vinenia.

razy — periodické kolisanie amplitidy kmitania zloZzeného z dvoch navzajom
rovnobeznych kmitavych pohybov blizkych frekvencii.

rezonancia — Specialny pripad vynuteného kmitania, pri ktorom sa frekvencia
periodickej vnucujtcej sily blizi k vlastnej frekvencii oscilatora; amplitida
vychylky vtedy dosahuje maximalnu hodnotu.

rezonan¢na frekvencia — frekvencia vyniteného kmitania, pri ktorej amplituda

oscilatora dosahuje maximalnu hodnotu.
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rovnica postupujucej viny — matematicky zapis ¢asovej a priestorovej zavislosti
veliiny reprezentujicej vinenie (vychylka z rovnovaznej polohy, zmena tlaku,
intenzita elektrického pol'a), v ktorom vystupuju dolezité charakteristiky viny —
amplitada, frekvencia, vlnova dizka, pripadne aj fazové posunutie.

stojaté vinenie — v jednorozmernom pripade je to periodické kmitanie
oscilatorov rozmiestnenych na priamke, pre ktoré je charakteristické pravidelné
striedanie uzlov a kmitni a pri ktorom maximalne vychylky réznych oscilatorov
nastavaju stcasne; vznika pri skladani protismerne sa §iriacich vin s rovnakou
frekvenciou.

timeny harmonicky pohyb — harmonicky pohyb, ktorého amplitida sa postupne
zmenSuje vplyvom odporu prostredia; pokles amplitidy s Casom je expo-
nencialny.

tuhost’ oscilatora ( k ) — veli¢ina charakterizujica mechanicky oscilator, ur¢ena
podielom velkosti sily F ktora vyvold vychylku u oscilatora a velkosti tejto
vychylky: k = |F/ul .

uhlova frekvencia (@) — frekvencia f oscilatora vynasobena ¢islom 27 @ =2xf.
uhlové vinové ¢islo (k) — vinové Cislo vynasobené ¢islom 2wt; k = 2n/4 .

uzol — pri jednorozmernom stojatom vineni jeden z mnohych bodov v priestore,
v ktorych stojaté vlnenie ma trvale nulovi vychylku; vzdialenost medzi
susednymi uzlami sa rovna polovici vinovej dizky.

vlastna frekvencia oscilatora — frekvencia, ktorou by kmital harmonicky
oscilator (tlmeny, ¢i netlmeny) bez posobenia vonkajSich sil; ovplyviiuje ju iba
tuhost’ oscilatora, jeho hmotnost’ a koeficient timenia.

vina — konkrétna realizacia vinenia, ¢asové a priestorové rozlozenie hodnot
prislusnej priestorom sa Siriacej veli¢iny (tlaku, akustickej vychylky, intenzity
pol’a a pod.). VIna je matematicky opisana rovnicou postupujucej viny (vinovou
funkciou), ktord mozno bud’ vytvorit’ na zaklade experimentalneho pozorovania,
alebo ziskat’ ako rieSenie vlnovej rovnice.

vinenie — Sirenie rozruchu, alebo po sebe nasledujtcich rozruchov v prostredi,
v pripade elektromagnetickeho vinenia aj vo vakuu. Pod rozruchom rozumieme
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s Casom sa meniacu a priestorom sa premiestiujucu lokalnu odchylku od
rovnovazneho stavu prostredia (napr. vychylku Castic prostredia z rovnovazne;j
polohy, zmenu tlaku), spojent s prenosom energie a hybnosti. Castice prostredia
sa pri Sireni vlnenia nepremiestiiuji, konaju vSak (spravidla maly) kmitavy
pohyb. Priestorové rozlozenie rozruchov sa matematicky opisuje rovnicou
postupujucej viny (vinovou funkciou).

vlnova dizka (1) — vzdialenost, o ktorii postipi harmonickd vlna za jednu
periddu; najmensia vzdialenost’ medzi bodmi ktoré kmitaju s rovnakou fazou.

vinova funkcia — rovnica postupujucej viny

vinova rovnica — diferencialna rovnica opisujuca také vinenie, pri ktorom sa
neuvazuje s premenou energie vinenia na iné formy energie; vystupuji v nej
druhé parcialne derivacie vychylky podla ¢asu a podla priestorovych
premennych, ako aj fazova rychlost’ vinenia.

vlnové &islo — prevratena hodnota vinovej dizky.

vnucujuca sila (budiaca sila) — periodicky sa meniaca vonkajsia sila posobiaca
na oscilator, vyvolavajuca jeho vyndtené kmitanie.

vynutené kmitanie — kmitanie oscilatora vyvolané vonkajSou (vnucujicou)
silou, ktorej frekvencia sa nemusi zhodovat’ s vlastnou frekvenciou oscilatora.

vysSie harmonické frekvencie — celoCiselné ndsobky zékladnej frekvencie pri

vlneni v ohrani¢enom priestore (napr. na strune upevnenej na oboch koncoch,
pistalke,...).
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ULOHY

Harmonicky oscilator

1. Harmonicky oscilator kmita s amplitidou A a uhlovou frekvenciou @. Uréte jeho
rychlost v; Vv okamihu t = T/2 (T je doba kmitu oscilatora), ked’ jeho faza
v okamihu t =0 mala hodnotu ¢=m/4.

Vysledok: . v; = —(Aw)/V?2 .

2. Harmonicky oscilator kmita frekvenciou f; =5 Hz. Kolko trva oscilatoru od
prechodu rovnovaznou polohou do polovice maximalnej vychylky (4t;) a kolko
az po maximalnu vychylku (At,) ?

Vysledok: At, = T/12 = (1/60) s, (4t, = T/4=(1/20)s.

3. Dva harmonické oscilatory kmitaju frekvenciami f; = 40 Hz, f, =50 Hz . V ¢a-
okamih t; , v ktorom budi mat’ opat’ rovnaku fazu.

4. Zavazie, ktoré bolo zavesené na pruzinu, ju predizilo o 5 cm. Aka bude doba
kmitu T tohto oscilatora, ked’ ho nechdme kmitat’ vo vertikalnom smere?
Vysledok: T=0,44s.

5. Ked na pruzinu zavesime zavazie hmotnosti m; = 0,1 kg , pruZina sa predizi o
x; = 3 cm. Akou frekvenciou f, bude pruzina kmitat,, ked’ na iu zavesime zavazie
mz == 3 ml ’)

Vysledok:. f, = (1/2m)+/g/3x; = 1,68 Hz .

6. V sklengj trubici s tvarom pismena U sa nachadza ortut, zapifia zvislé Gasti
trubice do priblizne 2/3 ich dizky, pri¢om celkova dizka ortutového stipca, vratane
spodnej zohnutej Casti, je | = 20 cm. Do jedného ramena trubice fikneme, ¢im
ortutovy stipec za¢ne kmitat’ (kmitanie sa prejavi periodickymi zmenami polohy
hladin ortuti v ramenach trubice). Vypoctom si overte, ze sila posobiaca na cely
stipec je umerna vychylke, takze ide o harmonicky oscilator. Vypogitajte jeho dobu
kmitu T.

Vysledok:. T = 2m,/l/2g = 0,63 s.

7. Zavazie s hmotnostou m; = 0,15 kg kmita na pruzine ako harmonicky oscilator s
frekvenciou f; =2 Hz . O kolko (4x;) sa pruzina predizila, ked sme toto zavazie
na fu zavesili? Aké zavazie m, treba na pruzinu zavesit, aby sa frekvencia
strojnasobila?

Vysledok: Ax; = g/(4n?f?), m,= my/9.
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8. Harmonicky oscilator kmita uhlovou frekvenciou w; a ma amplitudu A . Pévodnd
hmotnost’ oscilaitora m,; chceme zmenit na m, tak, aby sa rychlost, ktorou
prechadza rovnovaznou polohou, zmenSila na polovicu. Akd mé& byt nova
hmotnost’ m, , ak sa pritom amplituda oscildtora nema zmenit'?

Vysledok: m, =4 m, .

9. Ked zvicsime hmotnost’ oscilatora o Am = 30 g, jeho doba kmitu sa zdvojnasobi.
Aka bola p6vodna hmotnost’ m, oscilatora ?
Vysledok: m; =Am/3 =10g.

10. Na natiahnutie pruziny o Ax; = 2 cm bola potrebna praca W = 0,01 J . Aké bude
doba kmitu T tejto pruziny so zdvazim m = 200 g ?
Vysledok: T =0,4s.

11. Vychylka harmonického oscilatora je dana vztahom u(t) = A sin(wt + ¢). Pri
akej vel'kej vychylke u; sa jeho kineticka energia rovna potencialnej energii?
Vysledok: u, = A/V?2 .

12. Vychylka harmonického oscilatora je dana vztahom u(t) = A sin(awt + ¢). Aky je
pomer okamzitej a maximalnej rychlosti v; /vy, Vv okamihu, ked’ sa kineticka
energia oscilatora rovna polovici jeho potencialnej energie?

Vysledok: v, /v.x = 0,577 .

13.Mala gulka s hmotnostou m sa nachddza na dne naddoby s gulovym dnom, ktoré
méa polomer R = 10 cm. Ked” gulku vychylime z jej rovnovaznej polohy, za¢ne
kmitat’ z jednej strany nadoby na druhu. Vypocitajte zavislost’ potencidlnej energie
gulky od vychylky a ukazte, Ze pri malych vychylkach x (meranych vodorovnym
smerom) je tato zavislost' kvadratickd, teda Ze ide o harmonicky pohyb. (Pri
vypocte pouzite binomicky rozvoj.). Vypocitajte dobu kmitu T gulky.

Vysledok: E,=(1/2) mgx?*/R, =%/ (R/ )=, 068s,

14. Castica s hmotnostou m = 0,01 kg kmita harmonicky, pri¢om amplitida kmitania
A = 0,1 m, a celkova energia E = 0,01 J . Vypocitajte dobu kmitu T tohto
oscilatora. Ak v ¢ase t, = 0 bola vychylka oscilatora nulova, najdite najblizsi
casovy okamih t; , v ktorom castica podlicha najva¢siemu zrychleniu.

Vysledok: T =0,44s, t; = 0,11s.

15. Dva harmonické oscilatory s hmotnostami m; a m, =9 m, kmitajd na rovnakych
pruzinach a maju rovnaké amplitudy. Vypocitajte podiel ich frekvencii f;/f, a
podiel ich celkovych energii E;/E,. Vypocitajte podiel ich maximalnych rychlosti
v, /v,, ktoré nadobudajt pri prechode rovnovaznou polohou!

Vysledok: (fi/fz) = ymy/my =3, (E,/E;) =1, (vy/v;) =3
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16. Teliesko s hmotnostou m = 0,1 kg zavesené na pruzine kmitd ako harmonicky
oscilator s amplitidou A = 10 cm. Cez rovnovaznu polohu prechadza rychlostou
v, = 0,5 m/s. Vypocitajte dobu kmitu T a celkovl energiu E tohto oscilatora.
Vysledok: T = 274/v, = 1,26s, E = 12,5x1073 .

17. Harmonicky oscilator kmita podla vztahu u = Asin(ot+ ¢). V istom okamihu sa
jeho potencidlna energia rovna polovici celkovej energie. Akl ¢ast’” maximalneho
zrychlenia predstavuje v tomto okamihu jeho okamzité zrychlenie?

Vysledok: . (a/amae) = 1/V2.

TImeny harmonicky oscilator, vynutené kmitanie, rezonancia

18. Aké je celkova draha s , ktord vykona tlmeny harmonicky oscilator az do jeho
zastavenia (napriklad Spicka ruciCky slabo tlmeného pristroja), ked” jeho amplitada
na zaciatku bola A = 1 cm a po 10 kmitoch poklesla na 0,2 cm ?

Vysledok:.s = 24/[1 — exp(—bT/2)] = 25,87 cm.

19. Amplitada timeného harmonického oscilatora poklesne v priebehu 5 kmitov na
1/10 povodnej hodnoty. Kol'kokrat je doba kmitu T tohto oscilatora vicsia, nez by
bola doba kmitu T, toho istého oscilatora, ale v pripade nuloveho timenia?

Vysledok:. (T/T,) = /1 + (b2T?)/(4m2) = 1,00268.

20. Doba kmitu tlmeného harmonického oscilatora T = 2 s . Pozorovanim sa zistilo, Ze
po uplynuti ¢asového intervalu 2T sa velkost amplitidy zmensSila na 0,4-ndsobok
povodnej hodnoty. Vypoditajte koeficient tlmenia b oscilatora, ako aj pomer
A,/A,, zaiatotnej amplitudy a amplitidy po uplynuti 10T. Ak& by bola doba
kmitu T, tohto oscilatora, keby jeho timenie bolo nulove?

Vysledok: b=0,229s*; A4,/A;, =976 ; T, =1,995s.

21. Tlmeny harmonicky oscilator kmitajlci frekvenciou f; = 2s~! ma podiel dvoch
po sebe nasledujdcich maximalnych vychyliek (na td istd stranu) p = 1,2 .
Vypocitajte relaxaéni dobu 7 tohto oscilatora, t.j. ¢asovy interval 7, v ktorom
poklesne jeho amplitida e-krat (e =2,7182818...).

Vysledok: 7= (1/b)=2,74s.

22.Tlmeny harmonicky oscilator kmita frekvenciou f = 20 s. Po 50 kmitoch
poklesne jeho amplitida na polovicu zaciatocnej hodnoty. Po kol'kych kmitoch
poklesne na 1/10 zaciato¢nej hodnoty? Aky ¢asovy interval At to predstavuje?
Vysledok: n =166 kmitov, At =8,35s.
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23. Amplituda A tlmeného harmonického oscilatora sa zmensila na A/2 po 20 kmitoch.
AkuU amplitidu B musi mat’ tento oscilator na zaciatku, aby po 5 kmitoch poklesla
amplitda na hodnotu A ?

Vysledok: B=1,19A.

24.Doba kmitu tlmeného harmonického oscilatora T = 0,1 s , pri¢om jeho amplitada
sa zmenS$i na polovicu po 5 kmitoch. Vypocitajte jeho vlastn uhlovu frekvenciu @
a rezonan¢nu uhlova frekvenciu (2., .

Vysledok: w = (2n/T) = 62,832rad/s, 2., = Vw? —2b%? =62,801 rad/s.

25. Doba kmitu tlmeného harmonického oscilatora T; = 0,1 s a jeho amplituda klesne
na polovicu svojej vel'kosti po 20 kmitoch. Potom zvac¢Sime tlmenie oscilatora tak,
aby amplitida klesla na polovicu uz po 2 kmitoch. Vypocitajte podiel novej a
povodnej doby kmitu T, / T; .

Vysledok:

412 + [(In 2)/2]?

@I = 472 + [(In 2)/20]?

(T,/T,) = 1,0015

26.Doba kmitu tlmeného harmonického oscilatora T; = 0,1 s a jeho amplituda sa
zmen$i na polovicu svojej velkosti po 20 kmitoch. Potom zvdcSime tlmenie
oscilatora tak, aby amplitida poklesla na polovicu uz po 2 kmitoch. Vypocitajte
priblizny pomer amplitad A, /A, oscildtora ked’ je v rezonancii s vnucujucou silou
v uvedenych dvoch pripadoch, a to za predpokladu, Ze amplitida vnucujucej sily je
rovnakd. (Uvedomte si, Ze zmena frekvencie oscilatora ako vyplyva z prikladu 25.,
je zanedbatel'nd.)

Vysledok:

(41/4,)% = (b3w3)/(biw?) = Ay/A; = (by/b;) =10

27. Tlmeny harmonicky oscilator ma hmotnost m = 0,1 kg , frekvenciu f= 10 Hz a
jeho logaritmicky dekrement ¢ = 0,1. Posobi nan periodickd vnucujuca sila
vyjadrena vztahom F = F, sin(£2t) s rezonanénou frekvenciou (2 a amplitddou
F, = 20 N. Vypocitajte amplitadu A oscilatora, ako aj fazové posunutie @ jeho
oscilacii vzhl'adom na oscildcie vnucujuce;j sily.

Vysledok: A=159m, ®=89°=1553rad.

28. Tlmeny harmonicky oscilator ma hmotnost m = 0,1 kg , frekvenciu f =10 Hz a
jeho logaritmicky dekrement 6= 0,1 (ako v priklade 27.). Vypocitajte rezonan¢nu
uhlovi frekvenciu oscilatora (.., . Aka musi byt uhlova frekvencia (2
vnucujucej sily F, aby kmitanie oscilatora fazovo zaostavalo za kmitanim
vnucujucej sily o 15° (t.j. o ©/12) ? Vysledok porovnajte s vlastnou uhlovou
frekvenciou oscilatora

Vysledok: @ = 62,832 rad/s, €., =62,816 rad/s, £, =59,21 rad/s .
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VInenie

» Overte si, ze funkcia u(x,t) = Asin[ot— (@/v)x + @] vyhovuje vinovej
rovnici
gt D%y CakaS S ANE2 1

SR T =022 BP0

30. Overte si, ze funkcia
u(x,t) = Asin[ot — (o/v)x + @] + B cos[wt + (o/v)x + ¢]
vyhovuje jednorozmernej vinovej rovnici .
0’u 1 0%u
ax? 2ot
31.VIna postupujuca v smere osi x ma tvar wu,(x,t) = Asin[ewt — kx + 7z/4].
Napiste rovnicu viny u,(x,t), ktord postupuje opaénym smerom, ma rovnaku
amplitadu a frekvenciu, priCom sucet u; + u, ma zabezpecit’, aby v mieste x =0
bola trvale nulova vychylka.
Vysledok: u, (x,t) = Asin(ot + kx + /4 + w). Overte si spravnost’ vysledku.

32. Akusticka vlna vyvolavajica v prostredi harmonické kmitanie jeho Castic, sa Siri
pozdiz osi z rychlostou v, = 340 m/s a ma frekvenciu f; = 680 Hz . Aka je
vzdialenost’ Az medzi bodmi kmitajucimi s rozdielom faz A = (3/2) n ? Aka je
vlnova dizka A tejto viny?

Vysledok: Az =(3/8) m, A=(4/8) m.

33.Akéa je frekvencia f; rovinnej harmonickej vlny postupujiicej pozdiz osi x , ak
vychylka z rovnovaznej polohy bodu nachadzajiceho sa vo vzdialenosti x; = 4 /4
od zdroja, v ¢ase t; = 0,001 s, nadobudla polovicu velkosti amplitidy. Vychylka
zdroja v ¢ase t, =0 bola nulova.

Vysledok: f; = 333 Hz.

34. Akt fazovi rychlost vy ma rovinna harmonicka vlna s vlnovou dizkou A=4,5m,
ak v okamihu t; = 0 v mieste x = 0 jej fazovy uhol mal hodnotu ¢, = /2 av
okamihu ¢, =0,01s natom istom mieste ¢, = (9/2) n ?

Vysledok: v, = 340 m/s .

35.Fazova rychlost vy vin $iriacich sa po povrchu vodnej hladiny sa zvaésuje s vino-
vou dizkou A podla vztahu vy = CVA. Ide teda o disperzné prostredie.
Vypocitajte grupovi rychlost’ v, tychto vin. (Vyuzite vztahy ve= o/k , k =21/1.)

Vysledok: v, = v /2.

36. Vzdialenost medzi susednymi uzlami stojatého vinenia d = 0,5m. Aka je
frekvencia f akustickych vin vytvarajicich toto stojaté vinenie?
Vysledok: f = 340 Hz.
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37. Akou rychlost'ou v sa §iri vinenie po strune na koncoch upevnenej a dlhej | =50
cm, ktora vydava ton s frekvenciou f, = 150 Hz ? Vypocitajte frekvencie f; a f,
nasledujticich dvoch vyssich harmonickych tonov, ako aj ich vlnové dizky A, a 4, .

Vysledok: v = 450m/s, f; =900 Hz, f,=1350Hz, 4,=50cm, A,=333cm.

38. Pozorovatel’ vnima zvuk prichadzajici z dvoch reproduktorov napdjanych jednym
zdrojom. Pozorovatel' s reproduktormi sa nachddzaji na jednej priamke, pricom
jeden reproduktor je od pozorovatel’ vzdialeny d, = 30 m, druhy reproduktor o d,
= 13 m. Ktor¢é frekvencie zvuku sa budu v mieste pozorovatel'a zoslabovat’?

Vysledok: f, = (2n—1)-10Hz, t.j. f = 10 Hz, f, = 30 Hz, ...

39. Pozdiz ulice st rozmiestnené reproduktory v odstupoch d; = 50 m. Po chodniku na
druhej strane ulice, vzdialenom od spojnice reproduktorov o d, = 15 m, kraca
chodec. Ked’ sa chodec nachadza prave v mieste, ked’ je od oboch reproduktorov
rovnako daleko, zvuk vSetkych frekvencii prichddzajiaci od tychto dvoch
reproduktorov sa interferenciou zosiliiuje. Ak sa vSak chodec posunie od tohto
bodu 0 d; = 2m, niektoré frekvencie sa budu interferenciou zoslabovat.
Vzdialenosti reproduktorov od chodca su vtedy s;, resp. s, . Vypocitajte vinové
dizky zvukovych vin 4, , ktoré sa budi maximalne zoslabovat’, ako aj prisluné
frekvencie f,, .

Vysledok: 4, =6,86m, f, = A4,/(2n+1), f, = 49,56 Hz, f, =f, (2n+1).

40. Vlak sa pohybuje rychlostou v = 108 km/h. Na vlaku je umiestneny zdroj zvuku
vysielajaci ton s frekvenciou f, = 1000 Hz. Aku frekvenciu f; vnima pozorovatel
stojaci pri kolajniciach, ked’ sa vlak k nemu priblizuje? Aku frekvenciu f, by
vnimal cestujuci vo vlaku, keby rovnaky zdroj bol umiestneny pri kolajniciach a
vlak by sa priblizoval k zdroju?

Vysledok: f; = 1097 Hz, f, = 1088 Hz.

41.Zdroj zvuku vysiela ton s frekvenciou f, = 500 Hz . Akou rychlostou v, by sa
musel priblizovat’ pozorovatel k zdroju, aby vnimal ton o oktdvu vyssi? Akou
rychlostou v, by sa musel priblizovat’ zdroj k pozorovatel'ovi, aby pozorovatel
vnimal ton o oktavu vyssi? Rychlost zvuku ¢ =340 m/s.

Vysledok: v; = 340 m/s, v, =170 m/s.

42. Referencny ton pouzivany na porovnavanie hlasitosti inych ténov mé frekvenciu
f, = 1000 Hz. Hlasitost vnimaného tonu zavisi od intenzity akustickej viny
prichddzajiice; k pozorovatelovi. Za prah pocutelnosti referenéného téonu sa
povazuje jeho intenzita | = 1072 W/m2 Aka je vtedy vo vzduchu objemova
hustota akustickej energie w slvisiacej s tymto tonom? Objemova hustotu energie
w vyjadrite v jednotkach J/m3, aj Jicm3!

Vysledok: w=2,94-10"1°J/m® = 2,94-1072! J/cm3..
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