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KINEMATIKA

Kinematika je stcastou mechaniky — nduky o mechanickom pohybe castic,
sustav Castic a telies. Patri do nej opis priamociareho pohybu, pohybu po kruznici i
pohybu po vSeobecnych krivkach. Kinematika ako sucast’ mechaniky opisuje pohyb
bez prihliadnutia na pri¢iny pohybu, pouziva pojmy poloha, rychlost, zrychlenie.
Vyznamnou abstrakciou v tejto kapitole, ale v mechanike v§eobecne, je hmotny bod,
predstavujici objekt s vel'mi malymi (zanedbatelnymi) rozmermi, ale konecnou, vo
vSeobecnosti malou hmotnostou (v kinematike vSak hmotnost’ nie je dolezitd).
Hmotny bod si mozno predstavit’ ako malu Casticu — mdze to byt pohybujici sa
elektron, ale v istych pripadoch aj kvapka vody, alebo eSte vacsi objekt, ¢o zavisi od
opisovaného problému. V tomto zoSitku buda opisané predovsetkym pohyby po
priamke a po kruznici.

Potrebné vedomosti

Na pochopenie obsahu tohto zoSitka je potrebné ovladat zaklady vektorového
poctu, zaklady diferencidlneho a integralneho poctu funkcie jednej premenne;j
(derivécia a integral funkcii ax", sin ax, cos ax, In ax, exp(ax), a mat’' vedomosti
z fyziky na arovni strednej Skoly.
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2.1 Zakladné pojmy, pohyb po priamke

Kracové slova
poloha bodu, kartezianska ststava, rychlost, zrychlenie, rovnomerny pohyb,
rovnomerne zrychleny pohyb

2.1.1 Poloha bodu

Polohu bodu v trojrozmernom priestore uréujeme najcastejSie kartezianskymi
suradnicami X, ¥y, z (bod A na obr. 2.1.1.1). Rovnocenné je ur¢enie polohy
polohovym vektorom r = xi +yj + zk, kde i, j, k st jednotkové vektory rovnobezné
so sUradnicovymi osami kartezidnskej suradnicovej sustavy a X, Yy, zZ prislusné
kartezianske suradnice. Vektory i, j, k tvoria bazu tejto sdstavy. Sdradnice
polohového vektora a tym aj vektor r sa pri pohybe Castice postupne menia, st
funkciami Casu: r(t) = x(t) i + y(t)j +y()].

Pouzivanie kartezianskej sustavy nie je vzdy optimalne. Napriklad pri opise
sustav s gulovou symetriou je vyhodné pouzit’ sférickda siradnicovu sustavu, v ktorej
sa pouzivaju sférické suradnice s oznacenim r, @, @ . Pritom r predstavuje vzdiale-
nost’ bodu od zaciatku sturadnicovej sustavy, & uhol medzi polohovym vektorom r a
osou z, a ¢ uhol medzi osou x a priemetom vektora r do roviny (xy). Sférické
suradnice vidno na obrazku 2.1.1.2, na zaklade ktorého moZno overit’ vztahy medzi
kartezianskymi a sférickymi suradnicami bodu A

y4
A
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Obr.2.1.1.1 Obr.2.1.1.2
Z=1cos 0, y =rsin @ sin ¢, x = rsin 6 cos @, (2.1.1.1)
a opacne:
r=+x2+y2+z%, cosf= Z , singp= S (2.1.1.2)
Jx2+y? + 72 Jx2 + y2

Kontrolné otazky

V akych jednotkach zadavame kartezianske a v akych sférické suradnice?
Vypocitajte sférické suradnice bodu, ktorého kartezianskej saradnice su (1, 0, 0).
Vypocitajte kartezianske suradnice bodu, ktorého sférické siradnice su (1, 0, 0).
Ktoré suradnice vo sférickej sustave nemozu byt zaporné?

Uved'te intervaly moznych hodnot sférickych suradnic.

Ok wbh e
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2.1.2 Rychlost’

Pod rychlostou beZzne rozumieme vzdialenost’ (drahu) ubehnutl za jednotku
Casu. PresnejSia definicia hovori, ze ide o podiel ubehnutej drahy As a prisluSného
casového intervalu At: v = As/At. Preto sa rychlost meria v metroch za sekundu
(m/s), alebo v kilometroch za hodinu (km/h). Podielom As/At uréime priemernd
rychlost’ napriklad autobusu z Trnavy do Ziliny, ked’ do vztahu dosadime vzdialenost’
miest a cestovni dobu, pocas ktorej sa autobus pohyboval ré6znymi rychlostami.
V technickych a fyzikdlnych aplikacidch vSak Casto treba poznat’ rychlost’” v danom
okamihu. Okrem toho vysSie uvedenou definiciou by sme nezohladnili vektorovu
povahu rychlosti. Preto sa rychlost’ zavadza ako derivacia polohového vektora podla
¢asu, Cize ako limita podielu:
. r,—1r; dr
v = lim =—.
t>t; ty — g dt

(2.1.2.1)

V ¢itateli zlomku je rozdiel polohovych vektorov

vyjadrujucich polohu pohybujicej sa castice ty
vokamihoch ¢, a t, (obr. 2.1.2.1). Rozdiel f2—n
vektorov r, —r; urCuje smer vektora rychlosti.
V limite, ked’ sa okamihy t; a t, Vvzajomne
priblizuji, budi sa k sebe priblizovat' koncoveé 2

body vektorov r, a r,, asmer vektorar, —r;

sa bude priblizovat’ k smeru doty¢nice ciary, po Obr.2.1.2.1

ktorej sa castica pohybuje. Rozdiel vektorov

podla definicie eSte nasobime skalarom 1/(t, — t;), ktory uz nezmeni smer vektora
r, — 1, , len jeho velkost. Definicia podl'a vztahu (2.1.2.1) uréuje velkost’ aj smer
vektora rychlosti.

r 2

V kartezianskej sustave moézeme polohovy vektor vyjadrit’ ako stcet jeho troch
zloziek r(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) k, a tak mbézeme vyjadrit’ aj jeho derivaciu:
dr dx_ 6 dy  dz

—i+——j+—k=vi+vj+vk, (2.1.2.2)

V5% et T T

kde v,, vy, v, su slradnice vektora rychlosti, ktoré moézu byt kladné, zdporné, aj
nulové. S vektormi i, j,k zaobchadzame pri derivovani ako s konstantami, lebo
vo zvolenej suradnicovej sustave sa nemenia. Z posledného vztahu vidno, ze

dx dy dz
Uy = a , Uy = a , v, = E . (2123)
Pre vel'kost’ vektora rychlosti plati vzt'ah:
v= \/v,% +vi+v2 . (2.1.2.4)

Treba eSte pripomentt’, Ze vektor rychlosti mozno vyjadrit’ aj ako skaldrny nasobok
jednotkového vektora 7, tedaako v = vr, pricom v je velkost vektora rychlosti
(nezéporna hodnota) a ¢ ma smer vektora rychlosti v danom okamihu.
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Poznamka Nové definicie metra a sekundy najdete v dodatku tejto kapitoly

Kontrolné otazky

Uvedte rozdiel medzi okamzZitou a priemernou rychlostou.

Napiste a vyslovte presnu definiciu vektora rychlosti.

Aky smer ma vektor okamZitej rychlosti cCastice, ked sa pohybuje po kruznici?
Uved'te jednotku rychlosti v Sl .

Napiste vektor rychlosti v zloZkach v kartezianskej siradnicovej sustave.

Vyjadrite velkost vektora rychlosti, ked' pozndte jeho suradnice v kartezianskej
sUstave.

7. Vyjadrite stradnice vektora rychlosti ako derivacie.

ok whE

2.1.3 Zrychlenie

Definicia zrychlenia je analogicka ako pri rychlosti. Zrychlenie sa zavadza ako
derivacia vektora rychlosti podla Casu, teda ako vektorova veli¢ina, ktord urluje
vel'kost’, aj smer zmeny vektora rychlosti:

 v,—v; dv d%*r
a = lim = =

fm =g T (2.1.3.1)

Vi
V2-V1

V2

Obr.2.1.3.1

Ked’Ze vektor rychlosti je prvou derivaciou polohového vektora podla casu,
vektor zrychlenia je sti¢asne druhou derivaciou polohového vektora. Vektor zrychlenia
vo vSeobecnosti neméd smer vektora rychlosti. Napriklad pri pohybe castice po
kruznici, ak sa velkost’ jej rychlosti nemeni, meni sa neustale smer vektora rychlosti a
teda Castica mé zrychlenie, ktoré ako vektor, je na vektor rychlosti v kazdom okamihu
kolmé. Toto si mozno overit' na obr. 2.1.3.2, ak si uvedomime, Ze ¢asové okamihy t;
a t, sav limite k sebe priblizuju.



r,—-ri V2 - V1

ﬂ \ %) Vi
ri

Z obrazku vidno, Ze zatial’ ¢o rozdiel vektorov r, — r;  ma v limite smer
doty¢nice kruznice, teda smer kolmy na polohovy vektor, vektor v, — v; je v limite
kolmy na vektor rychlosti, teda kolmy na doty¢nicu kruznice.

Podobne ako pri rychlosti, aj pri zrychleni platia vztahy:

dv dv,, dv, dy, d?x . d?y d?z

_dv_ ) K — , , k= a.i , K
= dtl+dt]+dt dtl+dt]+dt Al + ay) + ay

(2.1.3.2)

a=.a:+a2+aZ, a=an (2.1.3.3)

kde 7 je jednotkovy vektor vyjadrujici smer vektora zrychlenia, a je velkost
vektora zrychlenia,
d?x d?y d?z
“Tqr YTar T ae
st jeho suradnice.

Jednotkou zrychlenia je m/s? lebo ide o druhU derivaciu polohového vektora
podla Casu.

Kontrolné otazky

Napiste a slovne vyjadrite presni definiciu zrychlenia.

Aka je jednotka zrychlenia v SI ?

Za akych okolnosti ma vektor zrychlenia smer vektora rychlosti?

V akom pripade je vektor zrychlenia kolmy na vektor rychlosti?

Ako vypocitame velkost vektora zrychlenia, ked pozndme jeho kartezianske
stradnice?

AN A



2.1.4 Pohyb po priamke

Pri pohybe po priamke rozliSujeme pohyby s konstantnou rychlostou (vektor
rychlosti nemeni velkost, ani smer), pohyby s konstantnym zrychlenim (nemeni sa
velkost’ ani smer vektora zrychlenia) a vSeobecné pohyby. Treti pripad nebudeme
rozoberat. V prvom aj Vv druhom pripade bude cielom ziskat vztahy vyjadrujice
polohu pohybujicej sa Castice, teda jej kartezidnske suradnice, ako funkcie casu.
V druhom pripade pdjde aj o vyjadrenie zavislosti rychlosti od Casu.

a) Pri pohybe konsStantnou rychlostou sa vektor rychlosti v nemeni, jeho
derivacia podla ¢asu sa rovna nule, zrychlenie je teda nulové, a = 0. Takémuto
pohybu sa hovori pohyb rovnomerny. Ak sa nemeni vektor rychlosti v, nemenia sa
ani jeho slradnice v, , vy, a v,. Pre kazdii zo stradnic rychlosti plati vztah typu

v, = Ay/At , takZe mozno napisat’ vztahy
Ax = v, At, Ay = v, At, Az = v, At .

Vyjadruju zmenu suradnic x, y, z pri uplynuti ¢asového intervalu At. Nech
v Casovom okamihu t; ma Castica siradnicu x; avokamihu t, suradnicu x,.
Casovy interval t, — t; rozdelme na mnoho malych intervalov At; (i = 1,2,...,n),
takze m6zeme napisat’

(Ax); = v (AL);. (2.1.4.1)

Sc¢itanim vSetkych prirastkov suradnice v ¢asovom intervale t, — t; dostaneme
jej celkovd zmenu:

—xl—Z(Axx—va(At)l vxZ(Atx vty = t2).

(2.1.4.2)
Pre stradnicu ¢astice v okamihu t, sme takto dostali vzt'ah

xz - x1 + vx(tz - tl) . (2143)

Je zvykom oznacovat stradnicu na zacéiatku pohybu ako x, , nie ako x; a prislusny
Cas (Casovy okamih) nie ako ¢, , ale ako t, S tym, Ze sa zvycCajne povazuje za nulovy,
teda t, = 0. Vztah (2.1.4.3) zmeni potom svoju podobu:

Xy = Xo + Vyty,

pri¢om tento vzt'ah plati pre 'ubovol'ny ¢asovy okamih t,. Preto sa index vynechava,
takze kone¢na podoba tohto vztahu ma tvar

X =X, +V,t. (2.1.4.4)
Rovnaké uvahy platia pre obidve d’alSie stiradnice:

Y=YotVyt, Z=2,tv,t.



Tieto rovnice vyjadruju polohu ¢astice (nie ubehnutt drahu!) pri rovnomernom pohybe
po priamke v 'ubovol'nom ¢asovom okamihu t . Tieto tri skalarne rovnice postupne
vynasobime prislusnymi jednotkovymi vektormi i, j, k a s¢itame ich l'avé aj pravé
strany:

(xi+yjtzk)= (X0 +Yoj +2k)+ (Vi + vyj +v,k)t ,

¢o mozno prepisat’ do kompaktnejSiecho tvaru
r=r,+vt . (2.1.4.5)

V rovnici (2.1.4.2) namiesto sumdcie moZzno integrovat, ked delenie casoveého
intervalu (t, — t;) budeme zjemiovat, takze pocet malych ¢asovych intervalov (At);
bude rast’ nad vSetky medze:

X2 t2
X, — Xy = f dx = f v dt = v, (t, — t;), (2.1.4.6)
X1 ty
¢o nakoniec vedie k rovnakému vysledku ako je uvedeny vo vztahu (2.1.4.4). Vo
fyzikalnej literature je vSak zvykom, podobne ako pri derivacii, integrovat’ vektorova
funkciu, takze namiesto troch skalarnych rovnic typu (2.1.4.6) sa piSe jedna
vektorova rovnica:

r2 t,
r,—1r; = j dr = j vdt = v(t, — t;), (2.1.4.7)
r1 t

1

Po zmene symboliky spomenutej pred vzt'ahom (2.1.4.4), tak dostaneme vysledok
zhodny so vzt'ahom (2.1.4.5).

Pozndmka Vektory r, r, a v,
vystupujuce vo vztahu (2.1.4.5),
nemusia byt rovnobezné, teda nemusia
lezat’ na jednej priamke. Zavisi to od

O
volby vztazného bodu, teda zaciatku Obr.2.1.4.1

suradnicovej sustavy. Ak lezi na
priamke, vSetky uvedené vektory su s priamkou rovnobezné. Na obr. 2.1.4.1 zaciatok
suradnicovej sustavy O lezi mimo priamky p .

Priklad 2.1.4.1. Pozdiz osi x smerom k zaciatku stradnicovej ststavy sa pohybuje
Castica konstantnou rychlostou 5 m/s, priCom v ¢ase to = 0 s mala stradnicu Xo = 3 m.
Napiste skaldrnu rovnicu pre jej pohyb a vypocitajte, kedy pride do zaciatku sustavy,
a aku drahu pritom presla.

Riesenie: a) Polohu cCastice pri rovnomernom pohybe vyjadruje rovnica (2.1.4.5)
10



r=r,+vt. Podla zadania vektory r, a v maji opacny smer. Tuto rovnicu
moZeme napisat’ aj v tvare
(xi+yj+zk) = (x,i +y,j+2z,k)+vt,
pricom si uvedomujeme, ze vektor v ma opacny smer ako jednotkovy vektor i .
Sdradnice vy, z, y, a z, supritom nulové, lebo ide o pohyb po osi x . Ked rovnicu
vynasobime skalarne jednotkovym vektorom i, dostaneme:
X=x,+@-i)t = x5, + (vcosm)t = x,-Vt.
Tu si treba uvedomit, ze veli¢ina v =5 m/s je velkost’ (absolutna hodnota) vektora
rychlosti, ktora nemdze byt zaporna. Rovnicu 2.1.4.5 mozno napisat’ aj v uplnom
zlozkovom tvare
(xi +yj +zk) = (xol + Yoj + 2ok) + (vl +v,j +v,k) T,
takZe po jej skalarnom vynasobeni jednotkovym vektorom i dostaneme
X=Xx,+v,t.

V tomto pripade vSak stradnica v,= — 5 m/s musi byt’ zapornd, aby rovnica spravne
opisovala pohyb podla zadania. Z obidvoch foriem zépisu suradnice x ako funkcie
casu dostaneme spravny vysledok. Okamih t; prichodu castice do =zaciatku
stradnicovej sustavy ziskame z podmienky, ze stradnica x Sa vtedy rovna nule:
O=x,-vty; =t =x,/v = (3/5)s .

b) Vzdialenost' (drahu) s  ktort Castica presla, vypocitame ako absolatnu
hodnotu rozdielu jej stradnic na konci a na zaciatku pohybu s = [x; —x,| =3 m.

Poznamka Vysledok z casti b) prikladu 2.1.4.1 poukazuje na rozdiel medzi polohou
castice a dréhou (vzdialenostou), ktoru castica presla. Vztahy (2.1.4.4) a (2.1.4.5)
vyjadrujii polohu castice, nie ubehnut( drahu.

b) Pri pohybe konstantnym zrychlenim sa nemeni vektor zrychlenia a , preto
jeho derivacia podla ¢asu je nulova. Takémuto pohybu sa hovori pohyb rovnomerne
zrychleny. Na zaklade definicie (2.1.3.1) mdzZeme napisatt dv = a dt a tento vzt'ah
integrovat’:

ta

f dv = f adt = a(t, —t,). (2.1.4.8)

vy t1

Podobne ako pri rychlosti po zmene indexov dostavame rovnicu:
v=v,+tat. (2.1.4.9)

Tato rovnica vyjadruje zavislost' vektora rychlosti Castice od Casu pri pohybe
konStantnym zrychlenim. Skuto¢nost’, ze vektor zrychlenia je konStantny, sa prejavila
pri integrovani vrovnici 2.1.4.8, kde bolo mozné vektor zrychlenia vynat pred
integral.
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Integréciou vztahu 2.1.4.9, vyjadrujuceho rychlost’ Castice, ziskame polohovy
vektor Castice. Uplatnime pritom definiciu vektora rychlosti v = dr/dt, na zéklade
ktorej napiSeme dr = v dt, a tento vztah integrujeme:

t

r t
1
fdr = fv dt = ](vo + at)dt = vt + (§> at? . (2.1.4.10)
0

To 0

Integral na l'avej strane rovnice sa rovna r — 1, , takZe pre polohovy vektor plati:

1
r=r,+v,t+ (E) at?. (2.1.4.11)

Poznamka Je to vektorovy vztah, pricom vektory viiom vystupujice nemusia byt
rovnobezné, hoci ide o pohyb po priamke (podobne ako pri rychlosti, obr. 2.1.4.1).
Treba dalej zdoraznit, Ze v pripade pohybu pri ktorom sa zrychlenie s casom meni,
tento vztah neplati (napr. zrychlenie auta pri rozbiehani, Start rakety, ...). Pozri
priklad 2.1.4.3.

Priklad 2.1.4.2. Stojime na balkéne vo vySke h nad troviiou zeme. Akou rychlost'ou
v, musime kamen vyhodit’ zvislo nahor, aby na zem dopadol o n sekund ?.

RieSenie: Na prvy pohlad by sme mali tento pripad riesit’ v dvoch etapach — najprv
vypocitat’ ako vysoko vyleti a kol’ko mu to bude trvat, potom v druhej etape riesit’
pripad ako volny pad z vypocitanej vySky. Priklad vSak mozZno vyrieSit naraz,
pouzitim vztahu 2.1.4.1. Ide o pohyb vo zvislom smere, s ktorym stotoznime
stradnicovu 0s y . Rozpiseme rovnicu 2.1.4.1 do zlozkového tvaru
(xi +yj + zk) = (Xol + YoJ + Zok) + (Vox U + Vpy j+ Vo, K) E +
+(1/2) (ayi + ayj + a, k)t?
vynasobime ju jednotkovym vektorom j orientovanym pozdiz osi y zvislo nahor ,
takze dostaneme: y =y, + Vo, t + (1/2) a,t*. Ak sme kameii vyhodili v okamihu
t=0,plati y, =h, v,, =v, a vel'mi ddlezité je uvedomit’ si, ze a, = - g, kde g
je velkost’ zrychlenia vol'ného padu. Zaporné znamienko v tomto pripade znamena, ze
vektor zrychlenia vol'ného padu ma opacny smer ako jednotkovy vektor j. Tak
dostaneme rovnicu y =h + v, t-(1/2) g t?, z ktorej bezprostredne vypocitame
rychlost v, z podmienky, Ze suradnica y pri dopade sa rovna nule:
0= h+wv,t; —(1/2) g t2. V tejto rovnici st okrem rychlosti v, vsetky veli¢iny
zname, vratane okamihu dopadu kamena t; = n sekind .

Pohyb konstantnym zrychlenim je v prirode i technike skor vynimkou.
Zrychlenie byva komplikovanou funkciou ¢asu, takze rychlost, alebo polohu castice v
danom okamihu uz nemozno pocitat’ na zéklade jednoduchych vzt'ahov. Pokial je
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mozné zavislost' zrychlenia vyjadrit’ analytickou funkciou, tak rychlost’ aj poloha
Castice sa daju vypocitat, ako ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 2.1.4.3.  Zrychlenie Castice, ktora sa pohybuje po osi x, je dané vztahom
a, = k- k,v,, kde v, je stradnica rychlosti Castice a k;,k, su kladné kon-
Stanty. (Je to dost’ realny pripad, lebo s rastiicou rychlost'ou zrychlenia ubtida — ako pri
jazde autom). Najdite zavislost’ zrychlenia, rychlosti a polohy castice ako funkcie
casu, ked’ v ¢ase t =0 s bola Castica v pokoji a nachadzala sa v mieste so stradnicou
X=X, .

Riesenie: Podla definicie plati medzi stradnicami rychlosti a zrychlenia vzt'ah
a, = dv,/dt, takze m6Zzeme napisat’ rovnicu:

dv k
—X = kl (1 __va),

dr k4
resp. po Uprave do integrélneho tvaru
v t
dv
f ——= j K dt
2
0 1 _k_lvx 0
Po integracii dostaneme In (1 —%vx) = —k,t, resp.,
1

= (1- exp(-k0))- (E—:)

¢o je zavislost’ rychlosti od Casu. Vidno, ze pre t — oo rychlost dosahuje
asymptotickd hodnotu k, /k,. Derivaciou rychlosti dostaneme zavislost’ zrychlenia
od casu: a, = dv,/dt = k, exp(—k, t), z ktorého vyplyva, ze zrychlenie sa
s rasticim ¢asom asymptoticky blizi k nule. Obe zavislosti — pre rychlost’ aj pre
zrychlenie — su realistické. Pre suradnicu rychlosti plati definiény vztah vx= dx/dt ,
¢o vyuzijeme na vypocet polohy cCastice:

X —Xg = jf f v, dt = f (l;—z) (1- exp(-k,t))dt =

0
ky

= <k_2) [t + klz(exp(—kzt) — 1)],

z ¢oho dostaneme vysledok

X =Xx,+ (l; > [t + —(exp( k,t) — 1)]

Tento vysledok hovori, Ze po dostatocne dlhom case, ked’ sa rychlost’ uz prakticky
ustali, suradnica sa s Casom meni linearne.
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Kontrolné otazky

1. Akeé vyznamne druhy pohybov po priamke poznate?

Co rozumieme pod ndzvom rovnomerny pohyb po priamke?

Co rozumieme pod ndzvom pohyb rovnomerne zrychleny?

Napiste zavislost polohového vektora od casu pri rovnomernom pohybe po
priamke.

Napiste zavislost rychlosti od casu pri pohybe konstantnym zrychlenim.

> wn

Napiste zavislost polohového vektora od casu pri pohybe konstantnym zrychlenim.
Vyjadrite zavislost x-ovej suradnice od casu pri rovnomerne zrychlenom pohybe.
Napiste ako zavisi poloha bodu od casu pri zvislom vrhu nahor.

© 0o No o

Vyjadrite zavislost zrychlenia od casu, ked sa s casom linedrne zmensuje.
10. Aky je rozdiel medzi velkostou a suradnicou rychlosti?

14



2.2 Pohyb po kruZnici a po krivke

Kracové slova
uhlovd stradnica, uhlova rychlost, uhlové zrychlenie, tangencidlne zrychlenie,
dostredivé zrychlenie, peridda, doba obehu, frekvencia,

2.2.1 Uhlova rychlost’, uhlové zrychlenie

Pri opise pohybov, pri ktorych
sa polohovy vektor pohybujlcej
Castice otaca, je vhodné zaviest’ pojmy k rz
uhlovi rychlost a uhlové zrychlenie.  ®
Na to je potrebn¢ najprv definovat J @

veli¢inu uhlova suUradnica. Je to T ri X
| >

skalarna veli¢ina, ktora sa velkost'ou
rovna uhlu medzi dvoma polohovymi Obr.2.2.1.1

vektormi — vektorom vyznacujicim

zac¢iato¢nu polohu a vektorom v danom okamihu. Jednoduchy pripad nastane, ak sa
polohovy vektor otaca iba v jednej rovine. Uhol ¢ (obr. 2.2.1.1) bol vytvoreny
pohybom polohového vektora z polohy 7, do polohy 7, pricom obidva vektory
lezia v rovine Xxy. Takto vytvorenému uhlu prirad'ujeme vektor ¢ kolmy na rovinu
vektorov r, a r,, pricom jeho vel’kost’ zodpoveda velkosti uhla. Smer vektora ¢ bol
zavedeny (definovany) tak, aby sa z jeho konca javilo otacanie vektora r; Kk vektoru
T, V smere proti chodu hodinovych ruciciek. Preto ma vektor ¢ —na obrazku 2.2.1.1
— smer K citatel'ovi. Na obrazku je jednotkovy vektor k zobrazeny ako bod v krazku,
ktory tiez smeruje k Citatel'ovi. Vektor @ je s nim suhlasne rovnobezny, preto pri jeho
zapise v tvare @ = @ k jeho uhlova siradnica ¢, je kladna (index k vyjadruje

skuto¢nost,, ze stradnica ¢, sa vztahuje na jednotkovy vektor k). Ak by sa polohovy

vektor r; pohyboval opacnym smerom, prislusny vektor ¢@" by smeroval za papier,

takze pri zdpise vtvare ¢" = ¢, k by uhlova suradnica ¢, bola zaporna. Uhlova

stradnica, a teda aj vel’kost prislusného vektora, sa meria v jednotkach radian .
Vyznam jednotky radian mozZno

priblizit pomocou obrazku 2.2.1.2, z kto-

rého vidno, Ze ak na meranie uhla pouzivame s
stupne, plati umera:

s @
2nR 360"

. : : : Obr. 2.2.1.2
Umera sa zjednodusi, ak namiesto udaja 360

dosadime hodnotu 2n. To v8ak znamend, ze
namiesto stupiiov budeme na meranie uhlov pouzivat’ novu jednotku radian, ktorého
vel'kost’ vyjadrena v stupiioch je

1rad = 360°/2n = 57,296° .
15



Z takto upravenej umery vyplyva dolezity vztah medzi polomerom kruznice R,
stredovym uhlom ¢ a diZkou prislugného obluka s na kruZnici:

s =Ro. (2.2.1.1)

Tento vzt'ah — pri pohybe Castice po kruznici — vyjadruje stuvislost’ medzi drahou s,
ktora castica presla po obvode kruznice a prislusSnym uhlom ¢, pre ktory sa pouZziva
pomenovanie uhlova draha (nezaporna skalarna veli¢ina). Skalarne veli¢iny s a ¢
zavisia od Casu, takze:

s(t) = Ro (t). (2.2.1.2)
Prvou derivaciou tohto vyrazu podla ¢asu dostaneme vztah

ds _ pdeo (2.2.1.3)
dt = dt’ o

v ktorom ds/dt =v vyjadruje obvodova rychlost’® castice (ako skalarnu
veli¢inu) a vyraz dg/dt = w uhlova rychlost’ castice pri pohybe po kruznici (tiez
ako skalarnu veli¢inu), takze:

v=Rw. (2.2.1.4)
P2 2 @1
) | | P ra v w >
V
m
lo
w
Obr.2.2.1.3

Derivaciou rovnice (2.2.1.4) podla Casu ziskame vztah:
a; = Ra, (2.2.1.5)

vktorom «a je (skalarne) uhlové zrychlenie a a, predstavuje (skalarne)
tangencialne zrychlenie castice. Prislusna vektorova veli¢ina a;, ma smer doty¢nice
kruznice.

Uhlova rychlost @ ako vektorova velicina sa zavadza podobne ako vektor rychlosti
vztahom:

. P~ @ _do

w=lim ———=—

= . 2.2.1.6
t2—>t1 tz - tl dt ( )

Preto vektor uhlovej rychlosti @ ma smer rozdielu vektorov ¢, — ¢4, ktory je
v Citateli zlomku.
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Poznamka Pri pohybe po kruznici vektory ¢, @, siu na rovinu kruznice kolmé a
teda aj vektor uhlovej rychlosti je na tuto rovinu kolmy. Ak sa velkost vektora ¢
S casom zvdcsuje, ma vektor @ smer vektora ¢ , pri jeho zmensovani - opacny

smer (obr. 2.2.1.3).

Uhlové zrychlenie a ako vektorovd veli¢ina sa definuje vztahom

. W, —w; dw
a= lim —— =

= —, 2.2.1.7
ty—tq tz - tl dt ( )

Pri pohybe po kruznici je vektor uhlového zrychlenia na jej rovinu kolmy. O jeho
smere plati podobna poznamka, ako o smere vektora uhlovej rychlosti.

Priklad 2.2.1.1  Zeriav sa ota¢a okolo svojej osi konstantnou uhlovou rychlostou.
V ¢ase t; = 3 s bol od vychodiskovej polohy pootoCeny o uhol ¢, =30°, neskar, v

Case t, =15souhol ¢, =120° Akou uhlovou rychlostou sa otacal?

Riesenie: Uhlova rychlost’ vypoc¢itame pomocou defini¢ného vztahu (2.2.1.6),
upravené¢ho do skalarneho tvaru. Uhly zadané v stupiioch prepocitame na radiany:
@, = 30°%(n rad/180°) = n/6 rad , ¢, = 120° (rm rad/180°) = (2/3) = rad . Tie
dosadime do defini¢ného vztahu:
© = (9, — ¢,)/(t — t;,) = ((4/6) ~ (1U6)) m / (15 - 3) =
(3/6 m)/12 rad/s = (1/24) rad/s .
Poznamka Vysledok mozno vyjadrit aj v stuprioch za sekundu - vypocitajte ho !

Priklad 2.2.1.2 Koleso sa rozta¢a konstantnym uhlovym zrychlenim. V ¢ase t; =35
malo uhlovu rychlost’ @; = 5 rad/s , neskor, v ¢ase t, =5 s malo uz uhlovu rychlost’
@, = 15 rad/s . Aké vel’ké je uhlové zrychlenie « kolesa?

Riesenie:  Velkost' uhlového zrychlenia vypocitame pomocou defini¢éného vztahu
(2.2.1.7), ktory upravime na skalarny tvar. Preto
a=(w,—w)/(t, —t;)=(15-5)/(5-3)rad/s?= 10/2rads?=5s72.

Poznamka - Vo vysledku st uvedené rbézne varianty zépisu jednotky uhlového
zrychlenia.

Kontrolné otazky

Definujte uhlovu sdradnicu.

Definujte uhlovu drahu ako skaldarnu velicinu.

AKky je rozdiel medzi uhlovou drahou a uhlovou sturadnicou?
Ako sa zavadza vektor priradeny rovinnému uhlu?

Definujte radian - jednotku rovinného uhla v SI .
17
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Napiste vztah medzi uhlovou dréhou a prislusnou dizkou oblika na kruznici.

~

Definujte uhlovi rychlost ako skaldrnu velicinu.

Definujte uhlovu rychlost ako vektorovi velicinu.

. Napiste vztah medzi obvodovou a uhlovou rychlostou.

10 Definujte uhlové zrychlenie ako skaldrnu velicinu.

11. Napiste skalarny vztah medzi uhlovym zrychlenim a tangencidlnym zrychlenim.

12.V akom pripade nie je vektor uhlového zrychlenia rovnobezny s vektorom uhlovej
rychlosti?

13.Moze byt vektor tangencidlneho zrychlenia rovnobezny s vektorom uhlového

zrychlenia?

© o

2.2.2 Derivacia otacajuceho sa vektora, ktorého vel’kost’ sa nemeni

Pri pohybe castice po kruznici, ak jej polohovy vektor r vztahujeme na stred
kruznice, tak sa otaca uhlovou rychlostou @, ale nemeni svoju velkost. Nech r =
Rp, kde p je jednotkovy vektor stale suhlasne rovnobezny s vektorom r a R
polomer kruznice. Podobne nech @ = ww, , kde @, je jednotkovy vektor sihlasne
rovnobezny s vektorom @ a @ velkost’ uhlovej rychlosti. Derivaciou polohového
vektora podl'a ¢asu dostaneme rychlost’ ¢astice: v = dr/dt. Pri pohybe po kruznici
plati skalarny vztah v = Rw (2.2.1.4), ktory vyjadruje velkost’ vektora obvodove;j
rychlosti. Pritom vieme, ze vektor v je rovnobeZzny s doty¢nicou kruznice, pozndme
teda aj jeho smer, ktorému priradime jednotkovy vektor 7 :

V=vT.

Yo
T=Wo X P Obr.2.2.2.1

Preto mézeme napisat’ vztah v = (Rw)7 . Pomocou obrazku si mozno overit, ze
jednotkovy vektor 7 mozno vyjadrit’ ako vektorovy st¢in 7 = @, x p. Tak dosta-
neme vzt'ah

dr/dt = v = (Row)t = (Rw) (@, xp) = (0w, x Rp) = x T, t].

ar _ 2.2.2.1
dt—a)xr, (2.2.2.1)

ktory vyjadruje derivaciu podl'a ¢asu vektora s nemeniacou sa vel'’kost'ou.
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Derivacia vektora, ktory sa s Casom nemeni (t.j. nemeni sa jeho velkost’, ani
smer), sa rovnd nule. Ak sa vektor s ¢asom meni, ale pritom sa nemeni jeho velkost’,
potom sa musi otaCat’ istou uhlovou rychlostou. Téato vstupuje do vztahu (2.2.2.1),
vyjadrujuceho jeho derivéaciu podla Casu.

Vysledok (2.2.2.1) sa tyka derivacie 'ubovol'ného vektora s nemeniacou sa
velkost'ou, napriklad jednotkového vektora, ktory sa otaca. Preto aj pre jednotkovy
vektor p, otacajlci sa uhlovou rychlostou @ plati vzt'ah:

dp

Frini e (2.2.2.2)

Kontrolne otazky

1. Za akych okolnosti sa derivacia vektora s konsStantnou velkostou nerovnd nule?

2. Ako vyjadrime derivaciu vektora, ktory nemeni velkost, iba sa otica?

3. Pokuste sa zdovodnit, preco vztah 2.2.2.1 plati aj pre iné vektory, nie iba pre
polohovy vektor.

2.2.3 Vektory rychlosti a zrychlenia pri pohybe po kruZnici

Je vyhodné zadiatok stradnicovej sustavy stotoznit’ so stredom kruznice. Vtedy
polohovy vektor r ¢astice pohybujucej sa po kruznici nemeni svoju vel'kost’. Preto
vektor rychlosti ¢astice vyjadrime pomocou vztahu (2.2.2.1):

v=dr/dt=w x T, (2.2.3.1)

ktorého geometricky vyznam (vzajomnu orientaciu vektorov) vidno na obr. 2.2.2.1 .
Ak si uvedomime, ze r =Rp, kde R je velkost’ polohového vektora r

zhodna s polomerom kruznice a p jednotkovy vektor, ktory ma smer polohového

vektora (obr. 2.2.3.1), mozno si vztah 2.2.3.1 podrobnejsie zdovodnit’ takto:

_dr
T dt

d R d
=—(Rp) = p+RL=0+R@xp=0xR®RA=0xT.

de
(2.2.3.2)
Vyuzili sme pritom fakt, ze polomer kruZnice sa s ¢asom nemeni, takze dR/dt=0.

v

Vektor zrychlenia ¢astice a pohybujucej sa po kruznici ziskame derivaciou
jej rychlosti:
a= 2—1; = %(mx r) = (i—?x r) + (a)x%) =(axr)+ [ox(@x1)]
(2.2.3.3)
Ako vidno, vektor zrychlenia ma dve zlozky (obr. 2.2.3.1). Zlozka a, = (ax1) je
kolmd na polohovy vektor (v kazdom casovom okamihu) a stfasne na vektor
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uhlového zrychlenia. M4 smer doty¢nice kruznice a preto ide o tangencialnu zloz-
ku zrychlenia. Jej velkost je a; = Re, lebo vektory @ a r su na seba kolme
(pozri aj 2.2.1.5).

Druhd zlozka, a; = @x (@x1r) sa nazyva dostrediva (alebo normalovd) lebo
smeruje do stredu kruznice. Jej smer si overime rozpisanim dvojnasobného
vektorového sucinu, ktorym je vyjadrena:

a;, =ox(oxr)= o(e-r)—rw@?)= 0 — ro? (2234

Z vysledku vidno, Ze vektor a; ma opacny smer ako polohovy vektor 7 . Pri vypocte
sme vyuzili skuto€nost’, Ze vektory @ a r su na seba kolme, takze ich skalarny sicin
(@ - r) sarovna nule.

Tangencialnu zlozku zrychlenia mézeme vyjadrit’ v tvare a, = a,7r , kde 7 je
jednotkovy vektor stihlasne rovnobezny S vektorom rychlosti Castice (obr.2.2.3.1).
V tomto vzt'ahu skalarna veli¢ina a, = Ra, = R(dw/dt) jekladna, ak sa velkost
uhlovej rychlosti s ¢asom zvac¢Suje, v opaCnom pripade je zaporna. Preto veliCina a,
nepredstavuje velkost’ tangencidlneho zrychlenia (velkost’ je vzdy nezépornd), ale
stiradnicu tangencialneho zrychlenia vzhlI'adom na jednotkovy vektor 7. To isté plati o
skalarnej veliCine ¢, , ktoru v tomto pripade vztahujeme na jednotkovy vektor 7 ,

kolmy na rovinu kruZznice.

Ak sa velkost vektora A
rychlosti Castice pri pohybe po
kruznici nemeni, nemeni sa ani
velkost’ uhlovej rychlosti, takze
tangencidlne  zrychlenie a
uhlové zrychlenie sa rovnaju
nule. Dostredivé zrychlenie
vSak nie je nulové. A ‘ Obr.2.2.3.1

Velkost  dostredivého
zrychlenia a; = | a4 |, vzhladom na vztah v = Rw, mozno vyjadrit’ tromi sposobmi:

172

a; =Ro* = wv = = (2.2.3.5)

Zrychlenie mozno rozlozit’ na dve zlozky aj v pripade, ked’ sa Castica pohybuje
po vSeobecnej zakrivenej Ciare K (obr. 2.2.3.2). Vektor rychlosti v I'ubovolnom
¢asovom okamihu vyjadrime ako skalarny nasobok jednotkového vektora 7, ktory mé
rovnaky smer ako vektor rychlosti: v = vt . Zrychlenie je jeho derivaciou podl'a ¢asu:

B dlve) dv dz dv

= v =" st v(@x D = — 7+ (@x V)
dt —dtT Udt—dtT ’U(()XT—dtT DOXV).

(2.2.3.6)

20



Prva zlozka (dv/dt)r ma smer
jednotkoveého vektora 7 . Je skalar-
nym nasobkom vektora 7, ma teda — K
smer dotyCnice krivky, po ktorej sa
Castica pohybuje. Druhd zlozka ma
smer vektora vyjadreného vekto-
rovym stéinom (@ x v), preto je
kolma na vektor v. Vo vektorovom
stéine vystupuje vektor @ , ktory

w Obr.2.23.2

vyjadruje uhlova rychlost’ otdCania
vektora 7 v danom okamihu. Na obrézku je smer vektora @ znazorneny krizkom s
krizikom, ¢o znamena, Ze vstupuje do roviny papiera. Navyse je umiestneny do stredu
krivosti S krivky K, ktory je stredom oskula¢nej kruznice, ktorou mozno dostato¢ne
dobre nahradit’ prislusny maly usek krivky.

Vektory tangencialneho a dostredivého zrychlenia su na seba kolmé, celkové
zrychlenie a castice je ich vektorovym suctom. Preto velkost' celkového zrychlenia
vypocitame pomocou Pythagorovej vety:

a= faf + a3 . (2.2.3.7)

Na obr. 2.2.3.2 je znazornena krivka leziaca v rovine papiera. Uvedené tivahy vSak
platia aj v pripade, ak krivka neleZi v jednej rovine, ale je zakrivena "priestorovo",
lebo v 'ubovol'nom bode krivky mozno jej tromi bodmi, ktoré st dostato¢ne blizko pri
sebe, prelozit’ rovinu a oskula¢ntl kruZnicu

Kontrolné otazky

1. Napiste vztah medzi vektorom obvodovej rychlosti a vektorom uhlovej rychlosti pri
pohybe po kruznici.

Aké zlozky ma zrychlenie castice pri pohybe po kruznici?

Napiste vyraz pre tangencidlne zrychlenie pri pohybe po kruznici.

Napiste vztah medzi vektormi tangencialneho a uhlového zrychlenia.

Napiste vietky tri varianty vztahu pre velkost dostredivého zrychlenia.

Kedy su vektory dostredivého a celkového zrychlenia pri pohybe po kruznici
rovnobezné?

o gk wh
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2.2.4 Pohyb castice po kruznici

Pri opise pohybu po kruznici sa s vyhodou pouzivaji skalarne veliCiny
zavedené v Casti 2.2.1 . Su to:

uhlova sdradnica (alebo aj uhl. drdha) ¢ (s = Re (2.2.1.1)),
obvodova rychlost v (W=Rw (2.2.1.4)) a
tangencialne zrychlenie a; (a; = Ra (2.2.1.5)).

Dal$ou vyznamnou veli¢inou je doba obehu (periéda) oznaovani znatkou T ,
predstavujuca Casovy interval potrebny na jeden obeh po kruznici, ak sa uhlova
rychlost’ nemeni. Prevratena hodnota doby obehu je frekvencia: f= (1/T).

Jednotkou frekvencie je hertz (Hz). (Pozri priklad. 2.2.4.1)

Pri pohybe castice po kruznici podrobnejSie
opiSeme pohyb konsStantnou uhlovou rychlostou a wea @
pohyb s konstantnym uhlovym zrychlenim. Zvolime
jednotkovy vektor 7 kolmy na rovinu kruZnice. Na tto :
rovinu su kolmé aj vektory priradene uhlu ¢, uhlovej V
rychlosti @ a uhlovemu zrychleniu ea, takze ich
mozeme vyjadrit’ ako skaldrne ndsobky vektora 7:

p=¢n, @ =00, @=0a,0n,
(2.2.4.1)
kde skalarne veli¢iny ¢, P, 2 a predstavuju Obr. 2.2.4.1
suradnice prislusnych vektorovych veli¢in (nie ich
velkosti), takze mo6Zzu byt aj zaporné. Napr. na obr. 2.2.4.1 ma vektor a opacny smer
ako jednotkovy vektor 7, takze stradnica uhlového zrychlenia «, je zaporna.

Pozndmka  Velkosti vektorov uhlovej rychlosti, uhlového zrychlenia a vektora
priradeného uhlu, ktoré nemozu byt zaporné, budeme oznacovat bez indexu
vyjadrujuceho vztah k jednotkovému vektoru, teda ako @, o, .

Pohyb s nemeniacou sa uhlovou rychlostou sa nazyva rovnomerny pohyb po
kruznici. Podl'a definicie uhlovej rychlosti (2.2.1.6) plati d¢ = @dt a integraciou
tohto vztahu dostaneme:

P1 t1
f d(p=f wodt = @,=o0t;+¢,.
Po 0

Vynechanim indexu "jeden" dostaneme vztah platny v l'ubovol'nom okamihu t:

p=o0t+o . (2.2.4.2)
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V tomto vztahu st vSetky vektory kolinearne s jednotkovym vektorom 7 , ktorym
vzt'ah skalhrne vyna§bbime:

(p-n ) =(o- Mt +(p,-n) = (p,n-1m) = (@n-Mt+ (9,177,

¢o poskytne vysledok
¢, = ot +o,. (2.2.4.3)

Pokial’ by sme vo vzt'ahu (2.2.4.3) nepisali indexy, takze by iSlo o velkosti (absolitne
hodnoty) veli¢in, museli by sme zvaZovat, ¢i prislusné vektory maji rovnaky, alebo
opa¢ny smer ako jednotkovy vektor 7. Ak by napriklad vektor @ mal opa¢ny smer
ako vektor 7, ich skalarny stc¢in by bol zaporny, takze vzt'ah (2.2.4.3) by sme museli
pisat’ aj so znamienkom (pozri priklad 2.1.4.1):

p=—ot+ ¢,. (2.2.4.4)

Pri pohybe konStantnou uhlovou rychlostou je uhlové zrychlenie nulové a preto
nulové je aj tangencidlne zrychlenie (pozri vztah 2.2.1.5).

Priklad 2.2.4.1. Najdite vztah medzi dobou obehu (periédou) a uhlovou rychlost'ou
pri rovhomernom pohybe po kruZnici.

RieSenie: Pre rovnomerny pohyb po kruznici plati vztah ¢ — ¢ = wt. Pri jednom
obehu castica prejde uhlovl drdhu 2n radidnov, pricom uplynie Casovy interval
rovnajuci sa dobe obehu T . Preto plati 2 = @ T, alebo

w=2n/T = 2nf (2.2.4.5)

kde f je frekvencia obehov po kruznici.

Dal§im vyznamnym pripadom je pohyb s konitantnym uhlovym zrychlenim,
teda rovnomerne zrychleny pohyb po kruznici. Podl'a definicie uhlového zrychlenia
(2.2.1.7) plati de = adt. Integraciou tohto vztahu dostaneme zavislost’ uhlovej
rychlosti od Casu:

w t
f da)=fadt = o=a+w,. (2.2.4.6)
Wy 0
kde @, je uhlovarychlost v case t=0.

KedZze d@ = o dt, zavislost uhla ¢@ (ako vektorovej veliciny) od Casu pri
rovnomerne zrychlenom pohybe ziskame d’alSou integraciou:

[} t t 1
jd(o=f a(t) dt=f (at + w,t) dt = —at? + w,t
0 0 2
o
a po uprave

1
Q= Eatz +w,t+ @, . (2.2.4.7)
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Pre skalarny tvar rovnic (2.2.4.6) a (2.2.4.7) platia rovnaké poznamky, ako
pri rovniciach (2.2.4.1) a(2.2.4.4).

Pri rovnomerne zrychlenom pohybe po kruznici sa tangencialne zrychlenie a; = R «
nemeni. Meni sa vSak uhlova rychlost’, takze sa meni aj dostredivé zrychlenie, pre
ktoré potom plati a; = Re? = R(at + w, )% Vektory dostredivého a tangen-
cialneho zrychlenia su na seba kolmé, preto vel'kost’ celkového zrychlenia vypocitame
vyuzitim Pythagorovej vety:

a =+ R2a?+R%(at + w,)*. (2.2.4.8)

Priklad 2.2.4.2 Na valcové jadro s polomerom r = 3 cm chceme v jednej vrstve
navinat’ n = 600 zavitov tenkého drdtu. a) Kol'ko metrov drotu potrebujeme? b) Akou
uhlovou rychlostou @ sa musi pri navijani valec otacat’, aby sme drot navinuli za At =
5 minut ? ¢) Aka musi byt pritom frekvencia f otacania valca ?

RieSenie: a) Dizka drotu d=n-2nr = 600 x 6,28 x 0,03m =113 m

b) Navinat' n zavitov znamena otocit’ valec o uhol ¢ =n - 2 radianov.
Potom pouzijeme vztah (2.2.4.2), ¢ = wt+ ¢, , v ktorom polozime ¢ =0 a
dosadime vypocitanti hodnotu ¢ = n -27 a pozadovanu dobu navijania At :
w=@lAt =n-2n/At =600 x2rrad/300s = 12,57 rad/s .

¢) Medzi uhlovou rychlostou a frekvenciou plati vztah (2.2.4.5), z kto-
rého vypocitame f= @/ 2n, ¢o Ciselne poskytuje f = 2 Hz. Valec sa musi oto¢it’
dvakrat za sekundu.

Priklad 2.2.4.3 Na cievku s polomerom r = 5 cm, ktora sa otacala frekvenciou 90
otacok za minutu (fy), sa navijal drét. Po vypnuti pohonu (v okamihu t, = 0 s) sa
cievka eSte otadcala rovnomerne spomalenym pohybom a zastavila sa v ¢ase t, = 3 s.

a) Aka bola zacCiato¢nd uhlova rychlost cievky o, ?

b) Aké bolo pritom uhlové zrychlenie « (vlastne spomalenie) cievky?

c¢) Kol'kokrat sa po vypnuti pohonu cievka este otocila?

d) Aka dizka drotu d sa na cievku navinula po vypnuti pohonu?

e) Akeé bolo tangencialne zrychlenie drétu a: po vypnuti pohonu?

RieSenie: a) f, = 90/(60s)=15s'=15Hz, = w, = 2xf, = 3rn rad/s.

b) VyuzZijeme skalarny tvar rovnice (2.2.44). o =-at+ w, Zaporné
znamienko pri prvom ¢lene na pravej strane znamena, ze otacanie sa spomal’uje. Pri
takomto zdpise znaCka «  predstavuje absolitnu hodnotu (= velkost) uhlového
"zrychlenia". V okamihu t, sa cievka zastavila, takze @ = 0, o vyuZijeme na
vypocet uhlového zrychlenia o :

0 =-at’+w, = a = w,/t*? = 3n rad/s)/3s = rn rad/s?
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c) Pouzijeme upraveny skalarny tvar vztahu (2.1.4.1): ¢ =- (1/2)at? +
wot, v ktorom sm zvolili ¢ = 0. Ked dosadime t = t, , dostaneme hladany
uhol @, = wot, - (1/2)at; = (3n radls x3s) — (0,5 xn rad/s*x3s*)=75n
rad. Pocet otoceni dostaneme, ak uhol oto¢enia ¢, vyjadreny v radianoch vydelime
poc¢tom radianov pripadajucich na jedno otoc¢enie: n = (7,5x rad) /(2= rad) = 3,25

d) Dizku navinutého drotu vypoéitame vyniasobenim obvodu cievky poétom
otodeni: d=n-2xr = 325x6,28x0,06m = 1,02m.

e) Tangencidlne zrychlenie vypocitame podla vztahu (2.1.5.5): a; = Ra =
0,06 m x n rad/s? = 1,57 m/s?>. (Poznamka: radian je bezrozmerova jednotka uhla,
preto sa vo vysledku pre a, znacka rad neuvadza.)

Priklad 2.2.4.4 V okamihu t; malo otacajice sa koleso uhlovu rychlost @, a
uhlové zrychlenie «;. Uhlové zrychlenie sa s ¢asom linearne zmensovalo a v Case
t, = 3t; malo hodnotu o, = & /2 . Vektory uhlovej rychlosti a uhlového zrychlenia
su suhlasne rovnobezné. Ked'Ze uhlové zrychlenie sa zmenSuje, najprv tvahou
posud’te, ¢i uhlova rychlost’ @, Vv Case t, je vdcsia alebo mensia ako uhlova rychlost’
@, v Case t; . Potom uhlovu rychlost’ @, vypocitajte !

RieSenie: Uvahu urobte sami. Zrychlenie sa s ¢asom meni linearne, jeho zavislost’ od
¢asu mozno vyjadrit' rovnicou priamky « = pt + «,, kde p vystupuje v Ulohe
smernice ¢asovej zavislosti uhlového zrychlenia a «, ma vyznam uhlového zry-
chlenia v Case t = 0. Obe konStanty v tejto zavislosti ziskame zo znalosti hodnoty
uhlového zrychlenia v okamihoch t; a ¢, :

o =pty + ,, /2 = 3pt;+ @, . Vzajomnym od¢itanim tychto rovnic sa
vytvori moznost’ vypocitat parameter p: 2pt; = —oy /2 aodtial p = —oy/ (4ty).
Dosadenim vypocitaného parametra p do prvej z rovnic ziskame aj druhy parameter
a, = (3/4); . Hladana zavislost uhlového zrychlenia od ¢asu ma potom tvar
a =—(a/(4t))) t + (3/4) ay . Uhlovu rychlost’ v ¢ase t, vypocitame integraciou,
pri¢om vyuzijeme definiciu uhlového zrychlenia « = (dw /dt) , odkial' dw = e dt .
Integraciou tohto vztahu v ¢asovom intervale od t; po t, dostaneme rovnicu, z
ktorej vypolitame @, . Do integralu treba za uhlové zrychlenie dosadit’ jeho
vypocitanu Casovu zavislost’.

Kontrolne otazky

1. Wyjadrite zavislost uhlovej suradnice od casu pri pohybe konstantnou uhlovou
rychlostou.

2. Vyjadrite zavislost uhlovej rychlosti od casu pri pohybe s konstantnym uhlovym
zrychlenim.

3. Vyjadrite zavislost' uhlovej suradnice od casu pri pohybe s konstantnym uhlovym
zrychlenim.
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4. Aky je rozdiel medzi vztahmi z predchadzajucich otazok ak ich zapiseme pomocou
velkosti, resp. pomocou suradnic vektorov?

5. Napiste vztah medzi dobou obehu a konstantnou uhlovou rychlostou pri pohybe po
kruznici.

2.2.5 Pohyb castice po krivke

V ¢lankoch 2.14 a 2.2.4 boli opisané pohyby Castice po priamke a po
kruznici. Su to Specialne pripady pohybu. Pohyb po zlozitejSich ¢iarach mozZzno na
niektorych ich kratkych usekoch aproximovat’ pohybom po priamke, alebo pohybom
po kruznici. Castejie je vSak zvykom takéto pohyby opisovat’ pomocou stradnic
polohoveho vektora, a suradnic vektora rychlosti. V trojrozmernom priestore pomocou
troch sdradnic, pri pohybe v rovine pomocou dvoch suradnic.

Najjednoduch$im a najznamejSim
prikladom, ktory sa takto opisuje, je Sikmy
vrh. Ak hodime kamen, ktory mozno v VY Vo
istom priblizeni povazovat’ za hmotny bod, .
pohybuje sa priblizne po parabolickej a |
trajektérii (povazujeme ho za dostato¢ne |

, - . L. Xmax Xd
maly a tak neuvazujeme jeho rotaciu okolo

osi prechadzajuce; jeho taziskom). Vo Obr.2.25.1

vakuu, v zemskom tiazovom poli by sa

pohyboval po skuto¢nej parabole. Takyto pripad, ked’ neuvazujeme odpor prostredia,
sa opisuje pomocou pohybu vo vertikalnej rovine. V tejto rovine vo vodorovhom
smere zvolime suradnicu x a jednotkovy vektor i, vo zvislom smere zvolime
stradnicu y a jednotkovy vektor j. Predpokladame, Ze pohybu Castice (kamena) vo
vodorovnom smere nebrani odpor prostredia, ani ind sila, preto si zachovéva prislusnu
zlozku rychlosti v, = v,, , Ktord mala na zaciatku pohybu. Pohyb v smere osi x je
teda pohybom s nemeniacou sa rychlostou — pohyb rovnomerny. Vo zvislom smere
podlieha Castica tiazovému zrychleniu, takze v smere osi y ide o pohyb s konStantnym
zrychlenim, ¢ize o pohyb rovnomerne zrychleny. Pohyb po parabolickej trajektorii
v tomto pripade opiSeme pomocou dvoch priamociarych pohybov, s vyuzitim rovnic
(2.1.4.4), (2.1.49) a (2.1.4.11). Kamenu udelime zac¢iato¢nU rychlost’ v, tak, aby
vektor zaciato¢nej rychlosti s vodorovnou osou zvieral uhol « . Potom platia vzt'ahy

Vo = VpCOSQ, Uy, =7V,Sina.
Preto mdézeme napisat’ rovnice:
x(t) =x,+v,t, VvV, = Vg, a = 0
y() =y, + vyt —(1/2)gt? vy = vy, — gt, a,=-g,

ktoré uplne opisuji Sikmy vrh. Ich pomocou mozno vypocitat’ napriklad zavislost

miesta dopadu (na osi x) od zaciato¢nej rychlosti a uhla «, ¢asovy interval od

okamihu vrhu az po dopad, suradnice najvyssicho bodu trajektorie, alebo pocitat’ uhol
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pri ktorom zaleti kamen najd’alej. Rovnice sa zjednodusia predpokladom, ze x, a y,
sa rovnaju nule.
V najvys$Som bode trajektorie je rychlost’ v smere osi y nulova

v, = 0,
¢o sa splni v istom ¢asovom okamihu t, , v ktorom teda plati
Vyo— gty = 0 = t; =(v,sina)/g.

Tento vypocitany Cas dosadime do rovnice pre suradnicu Yy, ¢im ziskame zvislu
suradnicu najvysSieho bodu trajektorie:

Ymax = VotsSin a — (1/2)g t12 = (voz Sinza)/(zg)'
Vodorovnu suradnicu najvysSieho bodu ziskame, ak ¢as t; dosadime do vztahu pre X

Xmax = Vxt; = (v, cos a)(v, sina)/g = (v2sin2a)/(2g) .

Okamih t, dopadunaos x ziskame z podmienky
y4a=0 = vytpsina —(1/2)gt: =0 = t, =2(v,sina)/g .
Vidno, Ze plati t, = 2t,. Dosadenim do rovnice pre suradnicu x dostaneme
Xg = 2 Xmax = (W2 sin2a)/g .

Z posledného vysledku bezprostredne vidno, Ze pri uréenej zaciatocnej rychlosti
v, kamenom najd’alej dohodime pri sin 2o =1, teda pri o = /4. Takyto vysledok
vSak plati iba vo vakuu, pri redlnych podmienkach, ked’ treba vziat’ do ivahy odpor
prostredia, je potrebny uhol o nie¢o mensi nez n/4 .

Ze ide v tomto pripade o pohyb po parabole sa presvedéime, ked’ spojime
rovnice pre x(t) a y(t) tak, ze vyla¢ime z nich ¢as, ktory mozno chapat ako
parameter. Tak dostaneme:

y = x(sin a/cos a) — x*g /(2 v? cos*a) ,

¢o je rovnica paraboly.

Podobnym spésobom mozno opisat aj pohyb po kruzmici. Treba vhodne
vyjadrit’ x-ov0 a Yy-ovU suradnicu Castice pohybujucej sa po kruznici ako funkcie
casu:

x(t) = Rsin(wt), y(t) = Rcos(wt) .

Ze ide o pohyb po kruZnici si mozno overit’ tak, Ze obidve rovnice umocnime
na druhu a s¢itame:
x2(t) + y*(t) = R?,

¢o je rovnica kruznice. Nejde vSak o pohyb po stradnicovych osiach s konstantnou
rychlostou, ¢i konStantnym zrychlenim. Rychlost’ ziskame derivaciou prisluSnych
suradnic podrla Casu:
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vy = Ro cos (ot), v, =—Rosin(ot), = v =W + vH)Y? = Ro,

¢o opét’ naznacuje, Ze ide o pohyb po kruznici s polomerom R uhlovou rychlost'ou w.
Druhou derivaciou ziskame stradnice zrychlenia, a pre jeho velkost vyjde Ra?, ¢o je
hodnota dostrediveho zrychlenia.

Podobnym spésobom mozno opisat’ pohyb ¢astice po inych krivkach, napr.
elipse, hyperbole, ale aj zlozitejSich krivkach.
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2.3 Pohyb v neinercialnej sustave — zloZeny pohyb

Kricové slova
zloZzeny pohyb, absolutna a relativna derivacia, odstredivé zrychlenie, Coriolisovo
zrychlenie

2.3.1 Rychlost’ ¢astice, absolutna a relativna derivacia

V niektorych situciach je vhodné opisovat’ pohyb Castice (telesa) pomocou
dvoch navzajom suavisiacich sdradnicovych sustav, a to vtedy, ked’ vzh'adom na jednu
z nich sa pohyb castice opisuje jednoduchsim spdsobom. Napriklad pohyb suciastky
pozdiz otagajiceho sa ramena robota sa sklada z priamo¢iareho pohybu po ramene a
z rota¢ného pohybu ramena, alebo obiehanie druZice okolo Mesiaca sa sklada z dvoch
rotacnych pohybov, ak ho chceme vyjadrit vzhl'adom na sustavu viazani na Zem.
Ciel'om tohto ¢lanku bude vyjadrit’ polohu, rychlost’ a zrychlenie Castice v takychto
zlozitejsich pripadoch.

Budeme opisovat pohyb
Castice (nachddza sa v bode P)
vzhl'adom na inercidlnu suradni-
covu sustavu S (pozri slovnik
v zoSitku 3) a sucasne vzhl'adom
na neinercialnu sdstavu X podla
obrazku 2.3.1.1 . Polohovy vektor
bodu P vzhladom na ststavu S je

Obr.2311

oznaceny pismenom I, vzhladom

na sustavu X (Ciarkovant) pismenom 7’, polohovy vektor zaiatku sustavy X
vzhladom na ststavu S je oznaeny pismenom 7, . Posudime pripad, ze sUstava X
sa od sustavy Snielen vzdaluje, ale aj otaca uhlovou rychlostou @ , takze je
neinercidlna. Medzi polohovymi vektormi bodu P plati vztah

r =1, +71. (2.3.1.1)

Pritom vektory r a r, vyjadrujeme pomocou jednotkovych vektorov i, j, k
sustavy S, zatial’ ¢o vektor 7 pomocou jednotkovych vektorov i’, j', k' sustavy
Y . Preto ich vyjadrenie v zlozkach mé takyto tvar:

r = xi +yj + zk
T, = X, 0L +y,j +2,k (2.3.1.2)
r =xi"+yj+ zZ’k".
Rychlost’ €astice vzhl'adom na ststavu S ziskame derivaciou vztahu 2.3.1.1

podl'a ¢asu. Derivujeme obidve strany rovnice z pohladu ststavy S. Derivaciou l'ave]
strany dostaneme rychlost’ v, ktorou sa Castica pohybuje vzh'adom na sustavu S. Na
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pravej strane derivujeme dva Cleny. Derivaciou polohového vektora 1, ziskame
rychlost v, =zaciatku suradnicovej ststavy X, ktorou sa pohybuje vzhl'adom na
ststavu S . Pri derivacii vektora r’ najprv zvazime, ako ho treba derivovat’ z hl'adiska
sustavy X, vzhl'adom na ktora sa vektory i’, j', k' nepohybuju, menia sa len

suradnice x',y’,z":
dy' dz'
_ )y = k/=
* (dt)] * (dt)

= v i+ vyj + vk

(&) — v 2313
dtz_v' (2.3.1.3)

(dr’) AT+ y'j + Z'K) (dx) .,
dt /s dt dt

Vysledok strucne oznacime

Derivacia polohového vektora r’ vykonana vzhladom na ststavu S je kompli-
kovanejSia. Sustava X sa vzhl'adom na ststavu S otdca a spolu s fiou jednotkové
vektory i', j', k', Co treba pri derivacii polohového vektora ' zohl'adnit. Vyrazy
typu x'i’ musime preto derivovat’ ako sucin, lebo vzhl'adom na sustavu S sa
s casom menia obidva jeho ¢leny. Sturadnica x’ pri pohybe Castice meni svoju vel'kost’,
a jednotkovy vektor i’ sa otaca uhlovou rychlostou @, takze (di')/dt= wxi'.
Preto:

(dr'/dt)s = d(x'i' +y'j + 2k )/dt =

() (@ (B ()1 ()i o () -

- (S + () G+ w(G) e (@) 2 (Fh-
_[dtl dat )’ dt] [xdt ydt Zdt]
= [l + vyj' + vk'] + [x'(@xi)+y'(wxj)+z (@xk')] =

=v +ox(Xi'+yj+2ZE)=v + (@ x71').
(2.3.1.4)
Derivaciou rovnice 2.3.1.1 sme nakoniec dostali vysledok

v=v,+ v + (@ x1). (2.3.1.5)

Podla tejto rovnice rychlost v Castice vzhladom na inercidlnu sistavu S moZno
vypocitat’ ako sucet troch rychlosti — rychlosti v, zaciatku vztaznej sustavy X vzhla-
dom na sastavu S, rychlosti v’ castice vzhladom na sustavu X (vo vSeobecnosti
neinercialnu) a tretej rychlosti, zohl'adnujucej otacanie sustavy X uhlovou rychlo-
stou @ (otaCanie vzhl'adom na sustavu S).

Druhym vyznamnym vysledkom vyplyvajucim zo vzt'ahov (2.3.1.3) a (2.3.1.4)

je vztah medzi derivaciami vektora r’ z hladiska ststavy S a z hl'adiska sustavy Z.
Porovnanim vztahov dostaneme:

(dr'/dt)g = (dr'/dt)s + (@ x 1), (2.3.1.6)
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¢omu sa hovori vztah medzi absolutnou a relativnou derivaciou. Tento vzt'ah sa tyka
kazdého vektora vyjadreného v neinercialnej otacajucej sa sustave X (nie iba
polohového), ak ho derivujeme vzhl'adom na inercialnu sustavu S .

Priklad 2.3.1.1 Vyjadrite rychlost’ cestujiceho v elektricke vzhl'adom na kolajnice,
ked’ elektricka sa pohybuje po priamej trati rychlostou v, a cestujaci v elektricke
krac¢a smerom k zadnej Casti elektri¢ky rychlostou v'.

Riesenie: Sustavu S viaZzeme na kolajnice, sustavu X na elektriCku. Elektricka sa
neotaca, takze @ = 0. Zo zadania vyplyva, Ze vektor v’ ma opaény smer ako vektor
v,, takZe rovnica 2.3.1.5 v skalarnom tvare poskytuje vztah v =1v,-v'. Preto
rychlost’ cestujiceho vzhl'adom na kol'ajnice je mensia nez rychlost’ elektricky.

Pozndmka Na predoslom priklade sme si overili, Ze vztah 2.3.1.5 poskytuje
ocakavany vysledok, Ze teda opisuje aj jednoduché pripady. Pri pouzZivani tohto vztahu
treba vzdy starostlivo zvazit vzajomny smer vektorov, ktoré v nom vystupuju.

Priklad 2.3.1.2 Vedl'a koloto¢a otacajiceho sa konstantnou uhlovou rychlostou
nehybne stoji divak. Vypocitajte rychlost’ stojaceho divaka vzhl'adom na otacajuci sa
kolotoc.

RieSenie: Sustavu X  viazeme na otaca-
juci sa koloto¢, sustavu S na okolie.
Stotoznime zaciatky suradnicovych sustav,

takze r, =0 (tj. r=1r")a v, =0. 4
Podla zadania aj v = 0, takze vztah
2.3.1.5 sa zjednodusi: 0 =v"+ (@ x 1),
alebo v = — (@ x r'"). Divak sa vzhla-
Obr. 2.3.1.2

dom na koloto¢ pohybuje po kruznici. Pri
smere otaCania ako je zndzorneny na
obréazku, vektor uhlovej rychlosti @ smeruje z papiera k ndm. Preto vektor v’ ma
smer, ako je vyznafeny na obrazku. Ak sa koloto¢ otd¢a "dol'ava", divak sa vzh'adom
na otacajuci koloto¢ pohybuje po kruZnici, pricom sa otac¢a "doprava" .

Priklad 2.3.1.3 Urcte smer a velkost' rychlosti suciastky vzhl'adom na podstavec
robota, ktorého vodorovné rameno sa otaca uhlovou rychlostou @ = 0,5 rad/s, pricom
stdiastka sa pohybuje pozdiZ ramena rychlostou v’ = 10 cm/s smerom od stredu
otaCania ramena k jeho okraju.

RieSenie: Pohyb suciastky sa skladd z dvoch jednoduchych pohybov — z pohybu
pozdiz ramena, o je pohyb po priamke konitantnou rychlostou a z otaania okolo
osi robota konstantnou uhlovou rychlostou. Preto inercidlnu sustavu S viaZzeme na
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halu v ktorej sa nachddza robot, pricom
zaCiatok sustavy zvolime v bode, ktory je
prieseCnikom osi robota s rovinou, v ktorej sa
otaCa rameno. Sustavu ¥ viazme na

otaCajuce sa telo robota tak, Ze zaciatky oboch

sustav stotoznime. To znamena, Ze ne-
inercidlna sistava X sa vzhladom na sustavu Obr. 2.3.1.3

S otaca uhlovou rychlostou @. Na vypocet

rychlosti suciastky v vzhladom na halu pouzijeme vztah (2.3.1.5):

v=v,+ v + (@xr'), pricom v, = 0, lebo zadiatky ststav su totozné, teda
vzhladom na seba sa nepohybuju. Rychlost ¥’ smeruje pozdiZ ramena, mé teda
v kazdom okamihu jeho smer, jej velkost' je urCend v zadani prikladu. Vektor
(wx1r") ma smer kolmy na rameno robota (ako vyplyva z definicie vektorového
stéinu) a ma velkost @ r', kde r' je vzdialenost’ suciastky od stredu otacania v
danom okamihu. Tato vzdialenost’ sa pri pohybe suciastky zvacSuje a ked'Ze ide o
pohyb rovnomerny, mozno napisat ' = v't + r,’, kde 1, vyjadruje polohu
stciastky v okamihu t =0. Vektor rychlosti v vzhl'adom na ststavu S je zobrazeny
na obrazku, otaCa sa spolu s ramenom robota, meni teda svoj smer. Meni aj svoju
velkost, ktoru vypocitame podl'a Pythagorovej vety:

v=VV? + w2r'2 = 12 + w2t +71,)2. (2.3.1.7)

Do tohto vysledného vztahu moéZeme dosadit’ ¢iselné hodnoty a zvolit’ si Casovy
okamih, v ktorom chceme rychlost’ vypocitat’.

Priklad 2.3.1.4 Bod sa pohybuje v inercialnej sustave S po priamke konstantnou
rychlostou v . Postd’te pohyb tohto bodu zo ststavy Z, ktor4 sa vzhl'adom na sustavu
S otaca uhlovou rychlostou @ , ale nevzd’al'uje sa od nej. Vektor v nech je pre
jednoduchost’ kolmy na vektor @ (@ je kolmy na rovinu papiera, smeruje nahor).

Riesenie: Stotoznime zaciatky sustav, takze r, = 0, v, = 0. Rychlost' bodu vzhla-
dom na X vypocitame pomocou
rovnice (2.3.1.5):
vV=v—(oxr)=

=v—[w x(r; +vt)], kde sme
vyuzili rovnost r =71" a vztah
platny pre rovnomerny pohyb r =
r,t+vt. Z tohto wvysledku
vyplyva, ze smer vektora v’ sa S

casom meni, lebo ¢len (@wx71),
Specialne jeho Cast @ xvt, ktord
je na vektor v kolma, a s pribadajucim ¢asom sa zvacsuje.
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Kontrolné otazky

1. Napiste vztah medzi relativnou a absolutnou derivaciou vektora podla casu.

2. Napiste vztah medzi vektormi vyjadrujucimi rychlost' castice z pohladu dvoch
vztaznych sustav, ktoré sa voci sebe otacaju.

3. Napiste vztah medzi vektormi vyjadrujucimi rychlost castice z pohladu dvoch
sustav, ktoré sa voci sebe pohybuju konstantnou rychlostou (neotdacaju sa).

4. Ked' sa kolotoc otdca uhlovou rychlostou @ vzhladom na okolie, akou rychlostou
sa okolie otaca vzhladom na vztaznu sustavu viazanu na kolotoc¢?

5. Cestujuci vo viaku kraca vzhladom na vozen rychlostou w1 , vlak sa pohybuje
rychlostou wz . Akou rychlostou sa pohybuje cestujuci vzhladom na kolajnice?
Zvazte znamienka vo vyslednom vztahu .

2.3.2 Odstredivé zrychlenie a Coriolisovo zrychlenie

Z dynamického hladiska je dolezité zrychlenie Castice, ktoré vSak z pohl'adu
dvoch sistav S a X nie je rovnaké. Zrychlenie vzhl'adom na sustavu S ziskame
derivaciou vztahu (2.3.1.5):

(dv) B (dv0> N (dv’) N dlw x 1) 2321

dt/s — \dt /g dt /s dt - (23.21)
Na lavej strane je zrychlenie a Ccastice vzh'adom na inercidlnu ststavu S. Prvy ¢len
na pravej strane predstavuje zrychlenie a, zaciatku sustavy X vzhl'adom na sustavu S.
V dalsich dvoch ¢lenoch vystupujia vektory v’ a 1’ vyjadrené v sistave X, preto sa

na derivacie tychto vektorov vzhladom na ststavu S vztahuje vzorec (2.3.1.6).
Takze plati:

dv’

(‘;L:)S _ <E)z +(oxv)=a + (o x V), (2.3.2.2)

kde a’ je zrychlenie Castice vzhadom na stistavu X . Posledny ¢len rovnice (2.3.2.1)
sa vypocita takto:

de
(2.3.2.3)
kde dw /dt = a je uhlove zrychlenie sustavy £ vzhl'adom na sustavu S a kde za
(dr'/dt)s sa dosadi vysledok podla vztahu (2.3.1.4).

Dosadenim vysledkov (2.3.2.2) a (2.3.2.3) do rovnice (2.3.2.1) dostaneme
vysledny vztah:
a=a,+a +(axr)+2(exv)+ [o x (o x1')]. (2.3.2.4)

Z tohto vztahu mozno vyjadrit’ zrychlenie a’, t.j. zrychlenie v neinercialnej slstave:

a=a-a,—(axr')— 2(oxv) - [o x (@ x1)]. (2.3.2.5)
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V poslednom vztahu sU vyznamné najméa dva ¢leny:
—2(wx V). (2.3.2.6)
—[@ x (&0 x7T)], (2.3.2.7)
vratane znamienok — lebo ide o zrychlenia z pohladu neinercialnej otacajicej sa
sustavy, akou je aj nasa Zem. Ich vyznam bude podrobnejSie opisany v kapitole
0 dynamike hmotného bodu, v ¢lanku o pohybe v neinercidlnej sustave. Zrychlenie

(2.3.2.6) suvisi s Coriolisovou silou, zrychlenie (2.3.2.7) s odstredivou silou, preto sa
niekde uvadzaju pod ndzvami Coriolisovo zrychlenie a odstredivé zrychlenie.

Priklad 2.3.2.1 Vypocitajte zrychlenie bodu na obvode koloto¢a vzhladom na
okolity terén, ked’ koloto¢ sa otaca konStantnou uhlovou rychlostou @ a polomer
kolotoca je R .

RieSenie: SUstavu X viaZzeme na otacajuci sa koloto¢, sistavu S na terén, pricom
zaliatky sustav stotoZznime. Vtedy r, = 0, v, =0, a, = 0. Koloto¢ nema uhlové
zrychlenie, preto aj a = 0. Bod sa vzhl'adom na koloto¢ nepohybuje, preto v’ = 0,
aleaj a’ = 0. Vztah 2.3.2.4 na vypocet zrychlenia sa takto vel'mi zjednodusi:
a=ox(@xr)=ew(@1r)-—rv* = —1rd

lebo vektory @ a 7' s na seba kolmé, takze ich skalarny suéin sa rovna nule.
Vektor zrychlenia teda smeruje do stredu otacania, je to dostredivé zrychlenie, lebo
ide o pohyb bodu po kruznici. Jeho velkost’ je Ra?.

Priklad 2.3.2.2 Posudte, aké zrychlenie ma predmet nehybne leZiaci v sUstave
S vzhl'adom na otacajicu sa sustavu X .

RieSenie: Stotoznime zadiatky sustav, takze r, = 0, v, = 0, a, = 0. Pre nehybny
predmet v sistave S plati v = 0, takze zo vzt'ahu (2.1.4.7) pre rychlost’ dostaneme

v = —(wxr). Kedze aj @ =0, pre zrychlenie predmetu vzhl'adom na ststavu X na
zéklade rovnice 2.1.53 dostaneme vysledok:
a =—-2(wxV)—wox(@xr)=+4+20x(@x1")—ox(@x1r') =
= +tox(oxr') = -1’

Vysledok je teda rovnaky ako v priklade 2.3.2.1, ide o dostredivé zrychlenie.
Pozorovatel'ovi sledujuicemu okolité telesa z otacajucej sa sustavy X sa Situécia javi
tak, Ze okolité telesd sa okolo neho pohybuju po kruzniciach. Takto napriklad vidime
pohybovat’ sa hviezdy, ked ich pozorujeme z otac¢ajlicej sa Zeme, preto im pripisujeme
dostrediveé zrychlenie.

Priklad 2.3.2.3 Bod sa pohybuje v inercialnej sustave S po priamke konstantnou
rychlostou v . Vypoditajte zrychlenie tohto bodu ako sa javi zo sustavy X, ktora sa
vzhl'adom na sustavu S ot4dCa uhlovou rychlostou @ , ale nevzdaluje sa od nej.
Vektory v a @ nech st pre jednoduchost’ na seba kolmé. (Pozri obr. v priklade
2.3.1.4)
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RieSenie: Stotoznime zaciatky sustav, takze r, = 0, v, =0, a, = 0 anavyse a=0.
Bod sa v S pohybuje konstantnou rychlostou, takze @ = 0. Rychlost’ bodu vzhI'adom
na X bola vypocitand v priklade 2.3.1.4: vV = v — (ox1r) =v—[@ x (r, + Vt)].
Pre zrychlenie podl'a rovnice (2.3.2.4) plati:
a' =-2(wxv)—ox(@xr)=—-20x[v—(oxr)]—ox(oxr) =
=—-2(oxv) +tox(oxr).
Zrychlenie ma dva Cleny, druhy predstavuje dostredivé zrychlenie, prvy je kolmy na
vektor rychlosti, predstavuje zrychlenie, ktoré meni smer vektora rychlosti. O zmene
smeru vektora rychlosti v’ sme hovorili v priklade 2.3.1.4. Je dosledkom ota¢ania
vztaznej sustavy X, V inercidlnej sustave S vektor rychlosti v nemeni smer, ani
velkost'.

Kontrolné otazky

1. Aky je vztah medzi zrychleniami a a a', ked’ sa sustavy S a X vzhladom na
seba neotacaju?

2. Napiste vztah medzi zrychleniami a a a', ked sustavy S a X majii spolocny
zaciatok.

3. Je mozny taky pripad, aby na pravej strane rovnice (2.3.2.4) zostal len clen
(axr)?
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Dodatok Nové definicie metra a sekundy

Od maja 2019 platia nové definicie zdkladnych jednotiek sastavy Sl.
Kinematiky sa tykaju jednotky ¢asu a dizky — sekunda a meter.

Sekunda pévodne vznikla z delenia dia na 24 hodin, hodiny na 60 mindt a minuty na
60 sekund, takze den ma 86 400 sekind. V roku 1938 bol predlozeny dokaz
0 spomal’'ovani rotacie Zeme, takze sekunda odvodend od rotacie Zeme sa postupne
predlzuje a z hl'adiska mnohych aplikacii je neprijatel'na. V roku 1967 bola prijata
nova definicia sekundy — atbmova sekunda, ktora sa opierala o frekvenciu Ziarenia
vznikajuceho pri kvantovom prechode medzi dvomi hladinami energie v atbmu cézia —
133Cs. Sekunda predstavovala ¢asovy interval zhodujuci sa s trvanim 9 192 631 770
period tohto Ziarenia. Definicia sekundy z roku 2019 nezmenila jej vel'kost’, len mierne
zmenila formul&ciu:

Sekunda, znacka s, je v sustave SI jednotkou casu. Definovand je pomocou fixnej
ciselnej hodnoty frekvencie Avg Ziarenia cézia, vznikajuceho pri kvantovom pre-
chode medzi dvoma hladinami energie hyperjemnej Struktury zdakladného stavu atomu
cézia-133, s hodnotou 9192 631 770 vyjadrenouv Hz, tj. s~ 1. Sekunda moéze byt
vyjadrena priamo pomocou definujucej konstanty:

1s =9192631770/Avg .

Meter bol pdvodne (1799) definovany ako desatmilionta Cast’ vzdialenosti od
severné¢ho polu po rovnik. Na zaklade uskutoéneného merania dizky &asti poludnika
prechadzajiceho cez Pariz, bol pre praktické pouzivanie zhotoveny prvy platinovy
prototyp metra v tvare tyce. Za meter sa odvtedy povaZovala vzdialenost’ medzi dvomi
iarkami (vrypmi) v blizkosti koncov prototypu. Snaha definovat jednotku dizky
nezévisle od artefaktov, viedla v roku 1960 k definicii metra na zaklade vlnovej dizky
jednej zo spektralnych ¢iar kryptonu. Podla vtedajsej definicie meter predstavoval
1 650 763,73 vlnovych dizok spektralnej iary vyzarovanej izotopom kryptonu Kr. K
d’alSej zmene v definicii doSlo vroku 1983, ked za Imeter bola ustanovena
vzdialenost’, ktorti svetlo prejde vo vakuu za definovany casovy interval 1/(299
792 458) sekundy. Casovy interval, aj konvenéna rychlost’ svetla boli zvolené tak, aby
sa dizka metra novou definiciou nezmenila. V roku 2019 sa zmenila formulacia
definicie tak, ze sa v nej explicitne uvadzaju konStanty:

Meter, znacka m je jednotka dizky v SI. Definovany je pomocou fixnej ciselnej hodnoty
rychlosti svetla vo vakuu ¢ = 299792458, vyjadrenej jednotkou m - s~1, kde sekunda je
definovana pomocou céziovej frekvencie Av, . Meter sa da priamo vyjadrit pomocou
definujucich konstant:

1m = 9192631770/299792458 c/Av .
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SUHRN VZTAHOV

definicia rychlosti

definicia zrychlenia

poloha castice pri pohybe po
priamke konStantnou rychlost’ou

rychlost’ ¢astice pri pohybe po
priamke konsStantnym zrychlenim

poloha ¢astice pri pohybe po
priamke konstantnym zrychlenim

definicia uhlovej rychlosti

definicia uhlového zrychlenia

derivacia vektora s nemeniacou sa
vel'kost'ou

vzt'ah medzi vektorom rychlosti a
vektorom uhlovej rychlosti pri
pohybe po kruznici

tangencidlna a dostrediva zlozka
celkového zrychlenia pri pohybe po
kruznici

vel'kost’ dostredivého zrychlenia
vztahy pri pohybe po kruznici

vektor g priradeny uhlu pri pohybe
kons$tantnou uhlovou rychlostou o,
77 - jednotkovy vektor kolmy na
rovinu otacania

uhlova rychlost’ pri pohybe
kons$tantnym uhlovym zrychlenim

. ry—r; dr
v = lim = —
tr,—>t1 tz - tl dt

i Y27 dv d%r
a = lim =—=—
>ty tz - t1 dt dtZ

r=r,+vt
v=v,+at

r=r,+v,t+ G) at?

@@ de
w= lim ——=—
ty—t1 tz - tl dt
. W, —w; dw

a= lim =

-t tz — t1 B E

v=dr/dt=w x T

a=i—:=%(wxr) = (axr)+ [ox(ox1)]

=at+ad
a; = Re* = wov =v?/R

dizka oblitka - uhlova draha: s = Rgp
obvodova rychlost - uhlova rychlost: v = Rw
tangenc. zrychl. - uhlové zrychlenie a; = Ra

p=ot+eo,
a prislusnd uhlova stradnica:
P, = ot + ¢,

o=at+ w,, jejsuradnica:
@, = oyt + @y
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vektor g priradeny uhlu pri pohybe
konStantnym uhlovym zrychlenim
a a prislusnd uhlové suradnica ?,

zloZeny pohyb — vztah medzi
rychlostami

vzt'ah medzi absolutnou a
relativnou derivaciou

zloZeny pohyb - vzt'ah medzi
zrychleniami

v=v,+ v+ (@ x1r)

(dr'/dt)s = (dr'/dD)s + (& x 1)

a=a,+a +(axr)+2(eoxv)+
+[o x (@ x1")]
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SLOVNIK

derivacia jednotkového vektora — operacia vyjadrujuca zmenu jednotkového
vektora pripadajicu na jednotku Casu: dj/dt = w X j, kde j je jednotkovy vektor a
@ uhlova rychlost’ jeho otdcania.

doba obehu, perioda (T) — casovy interval potrebny na jeden obeh Ccastice
(hmotného bodu) pri pohybe po kruZnici konStantnou uhlovou rychlostou. Jednotkou
doby obehu je sekunda (s).

dostredivé zrychlenie (a;) — vektorova veli¢ina, zloZka celkového zrychlenia Castice
pri pohybe po kruznici smerujica do stredu kruznice a kolma na vektor rychlosti
Zastice v kazdom okamihu. Cim rychlej$ia je zmena smeru vektora rychlosti, tym
vicsie je dostredivé zrychlenie. Jednotka: meter za sekundu na druhd (m/s?).

draha, dizka drahy — nezaporna skalarna veligina, predstavujuca vzdialenost’, ktora
Castica presla alebo ma prejst’ po uvazovanej trajektorii (Ciare). Jednotka: meter (m).

frekvencia (f ) — pocet obehov Castice za sekundu pri pohybe po kruznici konstantnou
uhlovou rychlost'ou — prevratena hodnota doby obehu T.

nerovnomerny pohyb — pohyb po priamke ¢i po kruznici, pri ktorom castica za
rovnaké Casové intervaly neprejde rovnaké vzdialenosti.

obvodova rychlost’ (v) — velkost vektora rychlosti (skalarna veli¢ina), ktorou sa
Zastica pohybuje po obvode kruznice. Je to limita podielu dizky kruhového obluka
ktory Castica presla a prislusného ¢asového intervalu.

perioda — doba obehu

poloha hmotného bodu (Castice) — umiestnenie hmotného bodu (Castice) vyjadrené
pomocou suradnic kartezianskej, sférickej, alebo inej suradnicovej sustavy. Vyjadruje
sa aj polohovym vektorom, ktorého suradnice su totozné napr. s kartezianskymi
stradnicami.

polohovy vektor — vektor, ktorého zaciatok je totozny so zaciatkom stradnicovej
sustavy a koniec s polohou bodu, ktoré¢ho polohu urcuje. V trojrozmernom priestore
ma tri skalarne suradnice, totozné s kartezidnskymi suradnicami bodu.

priemerna rychlost’ — skalarna veli¢ina definovand ako podiel ubehnutej drdhy a
prislusného Casového intervalu: v, = (As/At). (Poznamka — velkost okamZitej
rychlosti sa zavadza ako limita uvedeného podielu, pre At iduce k nule.)

radian — jednotka velkosti rovinného uhla rovnajica sa priblizne 57,296°. Dizka
obluka na kruznici, ktory zodpoveda uhlu s velkostou jeden radian, sa rovna
polomeru kruZznice.
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rovnomerne zrychleny pohyb — pri pohybe po priamke ide o pohyb s konstantnym
vektorom zrychlenia (nemeni sa jeho velkost, ani smer). Velkost rychlosti Castice sa
pri tomto pohybe meni s casom linearne. Pri pohybe po kruznici je to pohyb s
konStantnym vektorom uhlového zrychlenia, o znamena konStantnii velkost’
tangencialneho zrychlenia. Pri tomto pohybe sa velkost' uhlovej rychlosti (aj
obvodovej rychlosti) meni s ¢asom linearne.

rovnomerny pohyb — pohyb, pri ktorom ¢astica v rovnakych ¢asovych intervaloch
prejde Useky rovnakej dizky — rovnako velké drahy. Pri pohybe po priamke je to
pohyb s nulovym zrychlenim, teda pohyb, pri ktorom sa velkost' ani smer vektora
rychlosti nemenia. Pri pohybe po kruznici je to pohyb s nulovym uhlovym
zrychlenim, pri ktorom sa nemeni vektor uhlovej rychlosti. Vtedy je aj obvodova
rychlost’ konStantna.

rychlost’ (v) — vektorova veli¢ina, definovana ako derivacia polohového vektora
podla casu. Velkostou vyjadruje drahu prejdend za jednotku ¢asu, smerom sa
zhoduje s okamzitym smerom pohybu castice (hmotného bodu). Jednotka: meter za
sekundu (m/s).

suradnicova sustava — sUstava stradnicovych osi (dvoch v rovine, troch v priestore)
zvolena vo vybratej vztaznej sustave. Suradnicové osi maju spolo¢ny zaciatok a
najéastejSie sa volia tak, aby boli na seba kolmé — tak vznika ortogonalna sustava
saradnic. Ak s jednotky dizky na kazdej z osi rovnaké, vznika kartezianska
suradnicova sustava. V pripade opisu objektov s gulovou symetriou je vhodné
pouzivat’ sféricku suradnicovu sustavu, ktora je tiez ortogonalna, pricom jedna zo
suradnic predstavuje vzdialenost’ bodu (Castice) od zacCiatku suradnicovej sustavy
(stredu gule) a dalSie dve sa meraji v jednotkdch rovinného uhla (uhol ¢ Vv
rovnikovej rovine merany od zvoleného bodu na rovniku a uhol 8 merany od
"severného" polu gule pozdiz prislusného "poludnika").

tangencialne zrychlenie — zlozka celkového zrychlenia pohybu po kruznici, ktora ma
smer dotyCnice kruznice. Vyjadruje zmenu obvodovej rychlosti pripadajicu na
jednotku ¢asu. Jednotkou tangencialneho zrychlenia je m/s?.

trajektéria — mnozina bodov, po ktorych sa ¢astica pohybovala (ma pohybovat’) v
istom ¢asovom intervale. Mierou diZky trajektorie je draha.

uhlova dréaha (@) — nezaporna skalarna veli¢ina zhodna s velkostou rovinného uhla,
ktory Castica "opisala" (presla) za uvazovany casovy interval. V SI sa udava v
radianoch, ale mozno ju vyjadrit’ aj v uhlovych stupiioch.

uhlova rychlost’ (@) — vektorova veli¢ina, ktorej hodnota je zavedena ako podiel
zmeny uhlovej suradnice (pripadne uhlovej drahy) a prislusného ¢asového intervalu .
Vektor uhlovej rychlosti je podl'a definicie kolmy na rovinu otacania a smeruje na tu
stranu, z ktorej sa otdcanie v rovine javi v smere proti chodu hodinovych ruciciek.
Jednotkou uhlovej rychlosti je radian za sekundu (rad/s = 1/s).
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uhlova suradnica (¢,) — skalarna veliCina (kladnd, alebo zdpornd) vyjadrujuca

polohu castice (hmotného bodu) na kruznici prostrednictvom uhla, ktory zviera
polohovy vektor Castice v danom okamihu s polohovym vektorom zvolenym za
vychodiskovy. Ak bol uhol medzi vektormi vytvoreny pohybom polohového vektora
proti pohybu hodinovych ruciciek (pohyb ruciciek posudzovany z konca zvoleného
jednotkového vektora kolmého na rovinu otacania), uhlova stradnica sa povazuje za
kladnu. Jednotka: radian (rad).

uhlové zrychlenie (a )— vektorova veli¢ina definovana podielom zmeny uhlovej
rychlosti a prislusného casového intervalu.. Velkost' vektora uhlovej rychlosti
vyjadruje zmenu uhlovej rychlosti pripadajucu na jednotku ¢asu. Jednotkou uhlového
zrychlenia v Sl je rad/s? = 1/s2.

vztazna sdstava — sustava niekolkych telies (navzdjom sa nepohybujucich),
vzhl'adom na ktoré sa vyjadruje poloha castic (telies) a opisuje ich pohyb. V jednom z
telies sa zvoli zaCiatok vztaZznej sustavy, do ktorého sa potom umiestiiuji aj zaciatky
stradnicovych osi smerujucich k d’al$im telesam, ¢im vznika — suradnicova sustava..
Vyznamnou vzt'aznou ststavou je ststava viazana na Slnko a stalice.

zloZeny pohyb - pomenovanie opisu pohybu castice prostrednictvom dvoch
suradnicovych sustav, pricom sa vyuziva relativne jednoduchy pohyb castice
vzhl'adom na jednu z nich. Potrebna je pritom znalost’ vzajomného pohybu vybranych
suradnicovych sustav. Pomocou takéhoto opisu sa daju ziskat vztahy medzi
rychlostami a zrychleniami astice pozorovanymi z inercialnej a z neinercialnej
vzt'aznej sustavy.

zrychlenie (a) — vektorova veli¢ina definovana ako derivacia vektora rychlosti podla
casu. Velkostou vyjadruje zmenu rychlosti pripadajucu (v danom okamihu) na
jednotku casu. Ak sa smer vektora rychlosti nemeni, smer vektora zrychlenia sa
zhoduje so smerom rychlosti €astice. Pri zmene smeru rychlosti ma vektor zrychlenia
vo vSeobecnosti dve zlozky — rovnobeznt s vektorom rychlosti (stvisi so zmenou
velkosti rychlosti) a zloZku kolml na okamzity vektor rychlosti (suvisi s ndhlost’ou
zmeny smeru vektora rychlosti). Pri pohybe po kruznici tymito zlozkami su
tangencialne a dostredivé zrychlenie. Jednotkou zrychlenia v Sl je meter za sekundu
na druh( (m/s?).
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ULOHY
Pohyb po priamke

1. Prvu Cast’ trasy dlhti 10 km presiel autobus konstantnou rychlostou v; = 70 km/h, a
na zastavke sa zdrzal 60 sektind. Druhu ¢ast’ trasy dlh( 12 km presiel rychlost'ou
60 km/h. Aka bola priemerna rychlost’ autobusu?

Vysledok: v, =61,2km/h .

2. Ozvena vystrelu z pusky odrazena od steny terca sa vratila o At = 0,20 s neskor, ako
zvuk ndrazu strely na ter¢. Akou rychlostou v letela strela, ked’ stena terca bola
od strelca vzdialend d =200 m? Rychlost’ zvuku v, = 340 m/s.

Vysledok: v, =515 m/s.

3. Vlak iduci rychlostou v; =30 m/s zacal brzdit’ tak, Ze jeho rychlost’ sa zmenSovala
linearne s ¢asom. Po prejdeni drahy s; =400 m sa pohyboval rychlostou len v, =
10 m/s. Kol’ko vlaku trvalo, kym presiel uvedenych 400 m ?

Vysledok: At=20s.

4. Aké bolo (konstantné) zrychlenie vozidla, ak z rychlosti v; = 72 km/h zastavilo po
prejdeni vzdialenosti s; =50 m ?
Vysledok: ax =—4 m/s?.

5. Akym zrychlenim sa pohybuje pretekarsky automobil, ktory za 3 s dosiahne
rychlost’ 100 km/h ? Aky zlomok gravitaéného zrychlenia to predstavuje?
Vysledok: a = 9,2 m/s?, ¢o je 94 % gravitatného zrychlenia g = 9,81 m/s?.

6. Dva automobily vzdialené od seba d; = 300 m sa za¢nu v ¢ase t; = 0 pohybovat
proti sebe — prvé zrychlenim a;, =2 m/s?, druhé a, = 4 m/s?. VV ktorom okamihu
t, sa stretnl a akeé vzdialenosti s; , s, prejda jednotlivé auta od Startu po
stretnutie?

Vysledok: t, =10s, s; =100 m, s, =200 m.

7. Dobré brzdy a pneumatiky maji zabezpecit, aby brzdna drdha automobilu idaceho
rychlostou v; = 80 km/h nebola dlhsia nez 30 m. Aké vel'ké je zrychlenie pri
takomto brzdeni?

Vysledok: ax=—8,2 m/s?.

8. Ak mé automobil na drdhe s; = 100 m dosiahnut’ rychlost’ v; = 100 km/h, akym
zrychlenim sa musi pohybovat? Kol'ko mu to bude trvat™?
Vysledok: a=3,86 m/s?, At=7,2s.

9. Kolko by trvalo zrychlenie z nulovej rychlosti na 100 km/h, ak by sa zrychlenie

auta rovnalo gravitatnému zrychleniu ¢ = 9,81 m/s? ?
Vysledok: At=2,835s.
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10. Pilotov trénuju na pretaZzenie V trenazéroch, v ktorych pocituju zrychlenie az 5 g
(= 50 m/s?). Za kolko sekiind (At) a na akej vzdialenosti d by auto s takymto
zrychlenim dosiahlo rychlost’ 100 km/h ?

Vysledok: At=0,56s d=7,84m.

11. Auto sa pohybovalo rychlostou wv; = 72 km/h a zafalo spomalovat’ tak, Ze
rychlost’ sa linedrne zmensSovala s ¢asom. Po prejdeni drahy s; = 50 m sa zmensila
na v, = 36 km/h. Aky Casovy interval At uplynul od zaciatku brzdenia az po
uplné zastavenie auta a aku vzdialenost’ s, pritom preslo?

Vysledok: At=6,66s, s, =66,6m.

12. Na vozovke stali za sebou dve auta, pricom vzdialenost’ medzi nimi d = 120 m. V
okamihu t; = 0 sa naraz pohli, pricom predné auto sa pohybovalo zrychlenim a,
= 2 m/s?. Akym zrychlenim a, sa pohybovalo zadné auto, ked’ sa na jednu
uroven dostali v okamihu t, = 10 s ? Akt vzdialenost s, preslo zadné auto do
tohto okamihu a aku malo vtedy rychlost’ v, ?

Vysledok: a, =4,4m/s?>, s, =220m, v, =44 m/s.

13. Teleso volne padajuce z vysky h (g =10 m/s?) v bode A malo rychlost v, = 20
m/s, v bode B rychlost vz =30 m/s. Vypocitajte vzdialenost’ d medzi bodmi A
a B!

Vysledok: d =25 m .

14. Ak volIne pustime gul’ku z trovne podlahy 7. poschodia, kol'ko jej trva pad popri
byte na 3. poschodi? Akou priemernou rychlostou v, pada popri tomto
poschodi? (g = 10 m/s? , podlaZia s vysoké 3 m).

Vysledok: At=0,21s, v, = 14,28 m/s = 51 km/h.

15. Castica sa pohybuje pozdiZ osi y, pri¢om jej poloha je vyjadrena zavislostou od
Casuy =5m +2(m/s)t — (1/2)- 9,81 (m/s?) t? . Vypocitajte okamih ¢,, v ktorom
sa Castica zastavila a urcte jej polohu v tomto okamihu!

Vysledok: t, =0,2s, y,=52m.

16. Poloha pohybujicej sa ¢astice je vyjadrend zavislostou X = At — Bt?, kde A =20
m/s, B = 5 m/s?. Vypo¢itajte okamzita rychlost’ v, Gastice v ¢ase t; = 2 S, ako aj
jej priemernt rychlost’ vp v Casovom intervale 0s az 2 s!

Vysledok: v; =0, v, =10m/s.

17. Z vysky y = h sme pustili voI'nym padom teliesko a suc¢asne sme druhé teliesko
vyhodili zvislo nahor rychlostou v,. Ako zavisi ich vzajomna vzdialenost d od
casu? Aky je ich vzdjomny pohyb — rovnomerny, ¢i rovnhomerne zrychleny?

Vysledok: d = v,t, takze voci sebe sa pohybuji konstantnou rychlostou.
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18. Vlak vchadzal do stanice a brzdil tak, Ze jeho rychlost’ klesala s ¢asom lineédrne.
Prvy vozen presiel popri znacke na nastupisti za At; = 1,6 s, druhy za At, =25s.
Ake bolo zrychlenie a vlaku, akou rychlostou v, presiel popri znacke zaéiatok
prvého vozna, kol’ko trval pohyb vlaku od prechodu zaciatku prvého vozia popri
znacke aZ po zastavenie (At, ), ak(l vzdialenost’ s; preSiel od znaCky prvy vozen a
kol'ky vozeti zostal stat’ pri znacke? Dizka kazdého voziia je ¢ =15m.

Vysledok: a = 1,04 m/s? , v, = 10,18 m/s, At, = 9,79 s, s; = 51,55 m, pri znacke
zastal Stvrty vozen.

19. Castica sa pohybuje po osi x. Najdite ako zavisi jej zrychlenie od ¢asu, ak viete Ze
medzi zrychlenim a, a rychlostou v, plati vztah a, = k; — k,v,, priCom
konstanty ki, k2 su kladné.

Vysledok: a, = k, exp(—k,t)

20. Pri pohybe &astice pozdiz osi y sa jej zrychlenie kvadraticky zmen3uje:
a, =a, — kt? . Najdite zavislost’ rychlosti ¢astice od ¢asu!
Vysledok: v = v, + a,t — (1/3)kt>.

21. Castica sa zacala z pokoja pohybovat po osi Y, pricom zavislost’ jej zrychlenia od
Casu bola vyjadrena vztahom ay = ao — kt (k> 0). V case to = 0 zrychlenie malo
hodnotu 5 m/s?, a nulovi hodnotu dosiahlo v okamihu ¢, = 15 s. Vyjadrite
zavislost’ rychlosti Castice od Casu a urcte okamih ¢, , v ktorom castica dosiahne
nulovu rychlost’.

Vysledok: vy = aot — (1/2)kt>, t,=30s.

22. Ak by motor auta mal konStantny vykon (nezadvisly od otacok), vtedy by sucin
rychlosti a zrychlenia auta bol konstantny, t.j. av = konst. Nech pri rychlosti v,
= 10 m/s automobil dosahuje zrychlenie a; =2 m/s?. Ako dlho trva, kym dosiahne
rychlost’ v, =20 m/s?

Vysledok: At=75s.

Pohyb po kruznici

23. Turbina pohanajlica alternator sa otaca frekvenciou f = 50 st. Ak4 je jej uhlova
rychlost’ @ a za aku dobu At sa otoc¢i o 2 radiany?
Vysledok: @ =314 rad/s, At=(2/314)s.

24. Valec, na ktorom je navinuté lano drziace kabinu vytahu, mé4 polomer r =15 cm.
Akou uhlovou rychlost'ou @ sa valec otaCa, ked” kabina sttpa rychlost'ou v = 0,5
m/s? Aka je vtedy frekvencia otdcania valca? Uhlovu rychlost’ vyjadrite aj v
stuptioch za sekundu.

Vysledok: @ = (1/3) rad/s = 19,1 stupiia za sekundu; f=5,3x102s™,
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25. Aké maximalne mdze byt uhlové zrychlenie « valca z predchadzajlcej ulohy,
aby zrychlenie kabiny na zaciatku pohybu nepresiahlo hodnotu a=0,19 ?
Vysledok: amax = 6,66 rad/s? .

26. Uhlova rychlost’ kolesa sa v priebehu At=3s zmenilaz @, =20 rad/s na
@, =-10 rad/s (t.j. otacalo sa uz opaénym smerom). Vypocitajte priemerné uhlové
zrychlenie kolesa! Vysledok: o, = 10 rad/s? .

27. Na zastavenie turbiny otacajucej sa frekvenciou f = 50 st je potrebnych 5 minut.
Kol'kokrat sa otoCila od preruSenia privodu pary do uplného zastavenia, ak jej
uhlova rychlost klesala s ¢asom linearne? Vysledok: n = 7500- krat.

28. Predpokladajme, Ze elektron sa v cyklotrone urychluje tak, ze jeho obvodova
rychlost’ na kruhove;j trajektorii rastie s druhou odmocninou ¢asu: v = kt'2, Ak sa
elektron v okamihu t; pohybuje rychlostou v,, v ktorom ¢asovom okamihu t,
sa bude pohybovat dvojnasobnou rychlostou? Aka je zavislost' tangencialneho
zrychlenia a, a uhlového zrychlenia « elektronu od ¢asu? Posud'te, ¢i sa vel'kost
tychto zrychleni s Casom moézZe zmenSovat, ak sa uhlova rychlost zvacsuje!
Polomer kruznice po ktorej sa elektrén pohybuje, oznacime pismenom r .

Vysledok: to=4t; , aa=k/(2t?), a =alr.

29. Castica sa zacala pohybovat z pokoja po kruZnici konstantnym tangencialnym
zrychlenim a; . Po piatich obehoch jej uhlova rychlost’ dosiahla hodnotu ws =
12 rad/s. Vypocitajte vel'kost’ uhlového zrychlenia « tohto pohybu, d’alej ¢asovy
interval At; , ktory bol potrebny na prvych 5 obehov a kolko trvalo (At,)
nasledujucich 5 obehov!

Vysledok: o= 2,29 rad/s? , At1 =5,24s, At =2,17s.

30. Akou rychlostou v sa musi pohybovat auto zakrutou s polomerom r = 10 m, aby
dostredivé zrychlenie automobilu dosiahlo hodnotu gravitacného zrychlenia (g =
10 m/s?) ? Vysledok: v = 36 km/h.

31. Bicykel sa pohybuje rychlostou v = 18 km/h, kolesa bicykla maja polomer
r = 35 cm. Porovnajte velkost” dostredivého zrychlenia bodu na obvode kolesa s
gravitaénym zrychlenim g ! Vysledok: ag=71m/s?=7,28¢g.

Pohyby v rovine, zloZzeny pohyb

32. Pohyb ¢astice v rovine je uréeny rovnicami X = At + B, y = C + Dt — Et?, pri¢om
konstanty A, B, C, D, E st kladné. Vypo¢itajte, v ktorom okamihu t* je rychlost
Castice najmensial

Vysledok: t* = D/(2E).
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33. Rychlost’ strely protitankového kandna je v, = 1000 m/s. Ma zasiahnut’ ciel’, ktory
je v horizontalnej vzdialenosti x; = 600 m, ale vo¢i kanonu vyssie o y; =50 m.
Pod akym uhlom /S voéi vodorovnej rovine musi kanon vystrelit? Vysledok
porovnajte s uhlom y, pre ktory plati tg y =50/600 !

Vysledok: g = 4,95°.

34. Tenisova loptic¢ka pri podani dosahuje rychlost’ az 200 km/h. Do akej vysky h by
vyletela, keby letela zvislo nahor? Do akej vzdialenosti x, by doletela, keby vektor
jej zaCiatoénej rychlosti zvieral s vodorovnou rovinou 45° ? Akl maximalnu
vysku y, by pritom dosiahla? (Odpor vzduchu neuvazujte !)

Vysledok: h = 154 m, x2=308m, y>=77m.

35. Pred skokom do bazénu z 10 m vysokého mostika sa skokan rozbehol, ¢im ziskal
rychlost’ v horizontdlnom smere v, = 3 m/s. Aky uhol g zvieral vektor jeho
rychlosti zo zvislym smerom pri dopade do vody a aki mal vtedy vel'kost’™?

Vysledok: g =12°, v= 52km/h.

36. Vyjadrite velkost’ rychlosti troch bodov na obvode bicyklového kolesa vzhl'adom
na stradnicovu sustavu viazani na cestu, ked’ sa bicykel pohybuje priamociaro
rychlostou v, (bod A dotykajuci sa cesty, bod B oproti nemu, bod C v Grovni
osky kolesa). Presvedcite sa, Ze tieto rychlosti nezavisia od polomeru bicyklového
kolesa.

Vysledok: va= 0, Ve =2Vo, Vc =2 v,.

37. V ktorej polohe md bod na obvode bicyklového kolesa najvicsie zrychlenie
vzhl'adom na suradnicovu sustavu viazanu na cestu?

Vysledok: Vsetky body na obvode kolesa maju vzhl’adom na cestu rovnako velké
zrychlenie.

38. PozdiZ ramena robota sa od stredu jeho otd¢ania pohybuje drobnd stiastka
rychlostou V' = 0,2 m/s. Rameno robota sa pritom ota¢a uhlovou rychlostou @ =
0,5 rad/s. Vypocitajte rychlost’ suiastky vzhl'adom na pracovnl halu v ¢ase t; =
2 s, ked v ¢ase to, = 0 bola suciastka vo vzdialenosti ¢ = 10 cm od stredu
otacania!

Vysledok: v(t1) = 0,32 m/s.

39. Citliva sudiastka transportovana pozdiz otadajiiceho sa ramena robota rychlostou
V' = 0,2 m/s, nesmie byt vystavend zrychleniu vi¢Siemu nez 1 m/s?. Akou
maximalnou uhlovou rychlostou @y, sa rameno moZe otaat’ (dizka ramena r =
1,5 m), ked stciastka sa ma premiestnit’ az na jeho koniec?

Vysledok:  @max = 0,795 rad/s.
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