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DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Dynamika skuma pohyb telies, pricom jej ustrednou velicinou je sila. Silu
povazujeme za pri¢inu zmien pohybového stavu telies. Z metodického hl'adiska sa
dynamika rozdel'uje na dynamiku hmotného bodu a na dynamiku ststavy hmotnych
bodov a telesa. Cielom kapitoly je zaviest' doblezité¢ veliCiny ako hmotnost, sila,
hybnost’, praca, energia, vykon a odvodit’, alebo uviest’ zakladné pohybové rovnice pre
rozne pripady pohybov hmotného bodu (Castice).

KPucové slova

Newtonove pohybové zakony, sila, hmotnost’, zdkon zotrvac¢nosti, zakon sily, zakon
akcie a reakcie, inercialna sustava, neinercidlna sustava, odstrediva sila, Coriolisova
sila, impulz sily, hybnost, praca, vykon, energia, kinetickd energia, potencidlna
energia, zdkon zachovania energie, trenie, odpor prostredia.
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3.1 Zakladné veli¢iny dynamiky
3.1.1 Newtonove pohybové zakony

Su to tri zakony, na ktorych stoji cela stavba klasickej mechaniky, Specialne
dynamiky. Preto sa stretdvame aj s nazvom Newtonove zakony dynamiky.

Prvy Newtonov zakon — zakon zotrva¢nosti — hovori o zotrva¢nosti pohybu-
jucich sa telies. V zjednodusSenej podobe hovori, Ze teleso zotrvava v pokoji alebo
priamociarom rovnomernom pohybe, pokial’ nan nepdsobi vonkajsia sila. Takato
formulacia vSak nie je celkom korektna, lebo okolnost’ ¢i teleso je v pokoji a ako sa
pohybuje, zavisi od vzt'aznej ststavy, z ktorej teleso pozorujeme. V priklade 2.3.2.3
(Kinematika, ¢lanok 2.3.2) sa poukazuje na skutocnost, Ze zatial Co sa Castica
vzhl'adom na jednu vztaznu ststavu pohybuje konstantnou rychlost’ou, t4 ista Castica
sa vzh'adom na int ststavu pohybuje zrychlene. Preto korektna formulacia je takato:

"Jestvuje suradnicova sustava, vzhladom na ktoru teleso zotrvava v pokoji, alebo
priamociarom rovnomernom pohybe, ak nepodlieha vplyvu inych telies".

Suradnicova sustava, v ktorej plati zakon zotrvacénosti, je inercialna sustava.

Je vhodné poznamenat’, Ze podla Aristotelovho nazoru na udrZanie pohybu je potrebna
sila (voz sa pohyboval, iba ak ho kon tahal). Takyto nazor vznikol na zaklade laickej
sktisenosti. Newton vSak dokazal abstrahovat’ pohyb do podmienok bez trenia, bez
poOsobenia inych telies (sil) aj napriek tomu, Ze takéto podmienky sa na Zemi fakticky
nedaju vytvorit’.

Druhy Newtonov zakon — zakon sily — hovori o zrychleni, ktorym sa v
inercialnej sustave pohybuje teleso, ak nan posobi vonkajsia sila:
"Zrychlenie a telesa je Umerné pbsobiacej sile F , nepriamo Umerné jeho hmotnosti

m
a=kF/m. (#:1:1)

V tomto vzt'ahu vystupuji dva ustredné pojmy dynamiky — sila a hmotnost’, ktoré
treba zaviest’ (definovat’) ako veli¢iny, t.j. uviest’ ako ich merat’ a aké st ich jednotky.
Vo vztahu vystupuje aj konStanta, ktorej hodnota zavisi od volby jednotiek sily,
hmotnosti a zrychlenia.

Silu mozno merat’ napriklad z prediZenia pruZiny na ktora sila posobi. V
takomto pripade by sme silu definovali ako veli¢inu, ktora je priamoimern prediZeniu
pruziny. Za jednotkovl by sme potom mohli zvolit’ silu, ktord by konkrétnu pruzinu
predizila o definovana dizku. Takato definicia by vSak neumoziiovala merat
Iubovolne velké sily, pre moznost' zni¢enia pruziny. NavySe starnutim materidlu
pruziny by sa nekontrolovatel'ne menila velkost’ jednotky sily. Preto sa sila definuje na
zéklade zrychlenia, ktoré udeli telesu: podiel velkosti dvoch sil F a F; rovna sa
podielu zrychleni a, a, , ktoré tieto sily udelia tomu istému (ale 'ubovol'nému) telesu:



a. (3.1.1.2)

Fl - al : - Y '
Hmotnost’ je veli¢ina, ktora vyjadruje zotrvacné vlastnosti telies. Ak rovnakou

silou urychl'ujeme dve telesa (ich hmotnosti oznacime m a m,), zrychlenie vécsieho

("tazSieho") je menSie. Preto hmotnost’ definuyme pomocou nepriamej imernosti

e 215108

o, e G
Vhodnym spojenim poslednych dvoch definicii dostaneme zakon sily (3.1.1.1). Na
to poslizi nasledujtica tabul’ka, v ktorej nech F; je jednotkova silaa m, jednotkova

hmotnost’.

F Fy
m a a,
m, a, azq

Tab 3. 1
Sila s velkostou F podla tabulky udel'uje telesu s hmotnostou m zrychlenie a,
telesu s hmotnostou m, zrychlenie a, . Sila F; udeluje telesu m zrychlenie a,,
telesu my zrychlenie a,; . Na zaklade definiénych vztahov (3.1.1.2) a (3.1.1.3)
platia tmery
F a m  Qy

F; a1’ m, aq .

Z druhej umery vyplyva: a, = (m, - a,;)/m, ¢o dosadime do prvej umery, a tak
dostaneme:
Fy
Fie s s TRaR.
m; - dz;
Vyraz F; I(m, - a,,) predstavuje kon$tantu zo zdkona sily (3.1.1.1). Ak jednotkova
sila F; je zvolena tak, Ze telesu s jednotkovou hmotnostou m, udeli jednotkové
zrychlenie, t.j. ak a,; = 1 m-s™2, potom konstanta k Zzo zakona sily je bezroz-

merovd, ma hodnotu 1 a zakon sily nadobudne tvar
F =ma. (3.1.1.4)

Jednotkou hmotnosti v Sl sUstave je kilogram (kg), ¢o eSte donedavna bola hmotnost’
medzinarodného prototypu ulozeného v Medzinarodnom turade pre miery a véhy
(BIPM) v Parizi. Od méja 2019 je kilogram definovany na zéklade dohodnutych
hodndt Planckovej konstanty, rychlosti svetla a sekundy, odvodenej od frekvencie
Ziarenia vysielaného atdmami cézia (pozri dodatok).

Sila, ktora jednému kilogramu udeli zrychlenie 1 m-s~2%, ma ndzov newton
(N) a je jednotkou sily v SI.



Treti Newtonov pohybovy zakon - zdkon akcie a reakcie - hovori:

"Ak na seba posobia dve telesa, tak rovnake vel’kymi silami, ale opacéného smeru,
pri¢om sily pdsobia v jednej priamke".

Ak silu pésobiacu na jedno teleso nazyvame akcia, tak silu opa¢ného smeru
posobiacu na druhé teleso nazyvame reakcia.
Dosledkom tretiecho zakona je zdanlivy paradox, ze sila ktorou posobi Zem na kamen
je rovnako vel’ka ako jej reakcia, teda sila, ktorou kamen posobi na Zem. Tieto dve
sily su rovnako vel'ké, ale rozdiel je v ich u¢inkoch — zrychlenie kamena pri vol'nom
pade je neporovnatelne vécSie ako zrychlenie, ktorému podlicha Zem v désledku
posobenia kamena. Pomer zrychleni je nepriamo umerny hmotnostiam tychto telies.
Paradoxne sa moze javit aj rovnako velké vzajomné pdsobenie traktora a vlecky,
ktoré su rovnaké nie iba pri rovhomernom, ale aj pri zrychlenom pohybe. Silomer
vloZeny medzi traktor a vlecku ukazuje jedinti hodnotu, nie dve hodnoty.

Poznamka Zdaverom je vhodné este raz zdoraznit, zZe akcia a reakcia nepésobia na to
isté teleso. Nemozu sa teda ich vicinky vzajomne kompenzovat. Castou chybou takéhoto
druhu je vysvetlovanie pohybu druzice po kruznici okolo Zeme kompenzaciou
dostredivej gravitacnej sily odstredivou silou, ako reakcie na nu. Ak by sily posobiace
na druzicu boli vvkompenzované, musela by sa podla prvého Newtonovho zdkona
pohybovat po priamke konstantnou rychlostou.

Princip superpozicie sil dopliia tri Newtonove zikony. Hovori, Z¢ ak na
Casticu s hmotnostou m pdsobi stcasne viac sil — F,, F,,... atieto sily pdsobiac na
Casticu samostatne jej udelia zrychlenia a, = F;/m, a, = F,/m, ..., potom pri
sucasnom posobent sil Castica sa bude pohybovat’ zrychlenim

I EPRE, T

a=a +a, +...= - z (3.1.1.5)

Kontrolné otazky

Uvedte ndazvy Newtonovych pohybovych zdakonov, ktoré su zakladom dynamiky.
Vyslovte prvy Newtonov pohybovy zakon.

Vyslovte druhy Newtonov pohybovy zakon.

Vyslovte treti Newtonov pohybovy zakon.

Akym spésobom sa definuje sila ako fyzikdlna velicina?

Akym spdsobom sa definuje hmotnost ako fyzikdlna velicina?

Uvedte nazov jednotky sily v SI .

Uvedte, co je jednotkou hmotnosti v SI a ako je v sucasnosti definovana.
Sformulujte princip superpozicie sil.

SOl OOl PN S R



3.1.2 Pohyb v neinercialnej sustave

Vztah 2.3.2.4 (— Kinematika, ¢lanok 2.3.2) vyjadruje suvislost medzi
zrychleniami Gastice pozorovanymi v dvoch vztaznych sustavach — inercidlnej (a)
a neinercialnej (a’):

a=a, + a + (axr') + 2(wxv') + [ox(® x 1")].

Ak by obidve ststavy boli inercialne, museli by sa navzajom pohybovat’ konStantnou
rychlostou, ¢ize a, =0, @ =0, ® = 0. Potom a = a’, takze zrychlenie Castice v
obidvoch sustavach je rovnaké. (Vo vsetkych inercidlnych sdstavach nameriame
Castici rovnaké zrychlenie). Ak vSak medzi zrychleniami v dvoch sUstavach
pozorujeme rozdiel w = a — a’, apredpokladame ze zrychlenie @ sa naozaj tyka
inercidlnej sustavy, tak druhd sdstava je neinercialna. Vynasobenim tohto vztahu
hmotnostou ¢astice m dostaneme (predpokladame, ze je vSade rovnaka):

ma = ma—mw.

Sucin hmotnosti a zrychlenia sa podla druhého Newtonovho z&kona rovna sile
posobiacej na Casticu. V inercialnej sustave sa sucin ma tyka sily, ktorda méze mat’
povod iba v jednej zo Styroch fyzikélnych interakcii — gravitacnej, elektromagnetickej,
jadrovej silnej alebo jadrovej slabej. Hovorime jej skuto¢na sila a preto pozijeme
oznacenie

ma = Fg,, .
V neinercialnej ststave potom plati

ma' = Fpy, + Fropy (3.1.2.1)

pricom vyraz (—mw) sme oznalili ako F,,,, Nazyvame ho zotrvaéna sila a
moze pozostavat’ z viacerych Clenov:

—mw=—ma,— m(axr)— m2(oxv')-—m[ox (@ xr)].
(3.1.2.2)

Uvedieme tri konkrétne priklady.

1. Pri rozbiehani dopravného prostriedku zrychlenim a, cestujici pocituje, Zze do
chrbta ho tlaci operadlo, pricom operadlo je pocas rozbiehania mierne ohnuté.

o)

Na zastavke V autobuse Obr. 3.1.2.1

Za mieru sily posobiacej na cestujicecho mdzeme povazovat deforméciu
operadla. Pozorovatel' tejto udalosti nachadzajuci sa v inercidlnej sustave



(viazanej na autobusovu zastavku) vidi, Ze cestujici sa pohybuje zrychlenym
pohybom, ¢o si vysvetli silou pdsobiacou na cestujuceho pochadzajicou z
ohnutia operadla. Pozorovatel’ viazany na autobus, teda neinercialnu sustavu,
konStatuje, Ze cestujuci aj sedadlo si v pokoji, jeho zrychlenie je nulové, ale
vidi, Ze operadlo je deformované. Preto usudi, ze na cestujiceho posobi sila,
ktora sa prenasa na operadlo, ale nepozna jej pric¢inu. Tato sila zodpoveda Clenu
(— ma,) rovnice (3.1.2.2). Rovnako vel'ké spatné posobenie operadla na ces-
tujuceho udrziava ho v neinercialnej sustave v pokoji. V inercidlnej sustave
skuto¢na sila — ktorej povod je v deformacii operadla — vyvola zrychlenie
cestujuceho, v neinercialnej je kompenzovana zotrvac¢nou silou (zotrva¢nostou
cestujuceho). Pritom zotrvacna sila nema povod v niektorej z vyssie uvedenych
fyzikalnych interakcii.

Keby na zastdvke bolo podobné sedadlo s cestujucim, nebol by dévod na
ohnutie operadla, lebo je vzhladom na inercidlnu sustavu v pokoji. Ale
pozorovatel’ z rozbiehajiceho sa vozidla vidi, Ze vzh'adom na jeho ststavu sa
cakajuci cestujuci spolu so sedadlom pohybuje zrychlenym pohybom. Ani on
nepozoruje, ze by operadlo sedadla bolo deformované. Pozorovatel’ z neiner-
cidlnej sustavy musi zrychleny pohyb cakajiceho cestujiiceho a jeho stoliCky
vysvetlit’ pdsobenim zotrvaénych sil, pricom nepozoruje reakciu na tieto sily.
Zotrvacné sily, ktorym hovorime aj fiktivne sily, nemaja reakciu.

Na rotujucom disku je o jeho
0S  pruzinou pripevneny —
kvéder, ktory rotuje spolu s nehybny disk

diskom, pricom sa méze po \/\/\/\-_.
jeho povrchu hladko kizat. i

Cim vic§ia je uhlova

rychlost @ otacania disku, rotujuci disk \ /\ /\/
tym je kvader od osi d’ale;j. I

Pozorovatel' stojaci vedla

disku (v inercialnej sustave) Obr. 3.1.2.2

pozoruje prediZenie pruziny,

¢o je v stlade so skutocnostou, ze ak sa ma kvader pohybovat’ po kruznici,
musi nail poOsobit’ dostrediva sila, realizovand natiahnutim pruziny. Pre

"neinercidlneho" pozorovatel'a viazaného na otacajuci disk je kvader v pokoji,
a deformdciu pruziny pripiSe posobeniu zotrvacnej sily na kvader, ktora v
tomto pripade nazyvame odstredivad sila. Tato sila zodpoveda Cclenu
—m[wx (@ xr")] rovnice (3.1.2.2).

Podobne ako v prvom priklade, aj teraz mozeme uvazovat s dvoma diskami —
rotujuci disk B, predstavuje neinercidlnu sustavu, nehybny A, inercialnu
ststavu. Pozorovatel’ viazany na rotujuci disk B konstatuje, Ze jeho disk je v
pokoji (podobne ako my, viazani na naSu Zem), a Ze sa otaca disk A



(opaénym smerom ako rotujiici disk). Napriek tomu vsak vidi, Ze predizena je
pruzina na jeho disku. Preto musi toto prediZenie vysvetlit' fiktivnou odstre-
divou silou. Ked’ sa pozrie na disk A (nad nim), vidi Ze sa otaca, ale pruzina
nie je prediZzena. Z tohto skiiseny a vzdelany pozorovatel moZe urobit’ iba
jeden zaver — ze v skuto¢nosti sa otaca jeho ststava B.

Zotrvacnu odstredivu silu pozorujeme aj vo vztaZznej siistave viazanej na nasu
Zem.

zemska os

G — gravitacna sila

Fo, — odstrediva sila

rovnik
F — vysledna sila

Obr. 3.1.2.3

Na obrazku je zachytend situdcia na rovnobezke zodpovedajicej priblizne
polohe naSej krajiny. Velkost odstredivej sily tu predstavuje len 0.23 %
velkosti gravitacnej sily, ¢o vSak pri preciznych gravimetrickych meraniach
znamend nezanedbatel'ni zlozku nameranej hodnoty. Ako vidno z obrazku,
vysledna sila je mensia nez gravitacna.

3. Na disku rotujicom uhlovou rychlostou @ je
umiestnené pevné vycnievajlice ramienko
siahajuce od stredu disku az po jeho okraj.
Pozdiz ramienka sa od stredu disku kotula
gulka kons$tantnou rychlostou v’ vzhladom
na disk. Vzhl'adom na disk ide o pohyb
priamociary rovnomerny, ale pre pozorovatel'a
stojaceho mimo disku sa gulka pohybuje po

Spirale. Ked’ je gulka d’alej od stredu disku,
nachadza sa na kruZnici s va¢$im polomerom, Obr.3.1.2.4

takze ma aj vicSiu obvodovu rychlost’. Preto

ma v inercidlnej sustave tangencialne zrychlenie, ktoré je vyvolané silou
2m(w x v') sprostredkovanou ramienkom na disku. Sila ma smer doty¢nice tej
kruznice, na ktorej sa gul’ka prave nachadza. Gulka spétne posobi na ramienko
silou reakcie. Pre pozorovatela spojené¢ho s diskom gulka nema v jeho ststave
zrychlenie. Tento pozorovatel’ v§ak zaregistruje, ze gul’ka na ramienko pdsobi
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silou —2m(w xv"), ¢o je v jeho shstave zotrvaéna sila, ktorG nazyvame
Coriolisova sila.

Aj tuto silu moZno pozorovat’ na nasej Zemi. Na obrazku je zndzornena Zem
s rovnikom a vybranym poludnikom.
Namiesto gulky si predstavme tecucu w
rieku od severu na juh pozdiZ poludnika
rychlostou V' . Voda v rieke teCie sme-
rom k rovniku, teda od rovnobeziek s \
menSim polomerom k rovnobezkdm s —2(w)
vacsim polomerom. Musi byt urychlo-
vana v tangencialnom smere — kolmo na
smer svojej rychlosti. Preto na fiu posobi
pravy breh rieky, ktory sa vymiela
rychlejSie ako Tlavy. Sledujuc jav zo
vztaznej sustavy viazanej na Zem, voda
rieky pdsobi zotrvacnou silou na pravy Obr. 3.1.2.5
breh, v smere zrychlenia na obrazku
vyznac¢ené¢ho vektorom smerujucim dolava. Je vhodné si vSimnut, Ze na juznej
pologuli rieky viac vymielaju lavy breh (overte si, ze to vyplyva zo vztahu
vyjadrujuceho Coriolisovu silu).

Kontrolné otazky

Aké druhy fyzikélnych sil poznate?

Aké vlastnosti maju zotrvacné sily?

Uvedte priklad na zotrvacné sily.

Za akych okolnosti pozorujeme odstredivua silu?
Ako sa redlne uplatinuje Coriolisova sila?

k. -2 (ON

3.1.3 Impulz sily a hybnost’ ¢astice

Pod impulzom sily rozumieme casovy ucinok sily, zjednodusene povedané sucin
poOsobiacej sily a ¢asového intervalu jej pdsobenia. PresnejSie by sme mali hovorit’ o
skalarnom néasobku vektora sily F ¢asovym intervalom At:

I1=FAt. (3.1.3.1)

Ak casovy interval nie je dostatocne kratky, sila sa mdZe pocas intervalu badatel'ne
zmenit'. Preto celkom vSeobecna definicia impulzu sily ako vektorovej veli¢iny ma
tvar:

11



t2

1= det, (3.1.3.2)

t1

kde t; a t, predstavuju zaciatok a koniec ¢asového intervalu posobenia sily.

Impulz sily posobiaci na vol'na ¢asticu (hmotny bod) s hmotnostou m vyvola
zmenu jej rychlosti, lebo pri poésobeni sily F sa Castica sa pohybuje zrychlenim a.
Namiesto sily F mézeme do vztahu (3.1.3.2) dosadit’ si¢in ma a integral upravit’:

t2

tz V2
dv
o= fmadt= jma dt = fmdv=mv2—mv1.
ty & vy
(3.1.2:8)
Suc¢in p = mwv hmotnosti m Castice a jej rychlosti v nazyvame hybnost’ ¢astice
(hmotného bodu). Hybnost’ je vektorova veli¢ina a v nasej fyzikéalnej literature sa Casto
oznacuje pismenom H . Z predosSlého vztahu vyplyva, Ze impulz sily posobiaci na
Casticu ma za nasledok zmenu jej hybnosti — z hybnosti mv; v ¢asovom okamihu t;
na hybnost mw, Vv okamihu t, . Rovnica (3.1.3.3) je vektorova, to znamena, ze
impulz sily moze zmenit’ velkost, ale aj smer vektora hybnosti Castice.

Jednotkou impulzu sily, ale aj hybnosti v Sl je N-s (newton sekunda).

Rovnicu (3.1.3.3) mozno upravit’ z integradlneho do diferencidlneho tvaru. Pre
elementarny impulz plati

dI = Fdt = madt = m(dv/d)dt = mdv = d(mv) = dp,

odkial’ ziskame vzt'ah
_dp

F_ )
de

(3.1.3.4)

sila posobiaca na Casticu sa rovnd derivacii jej hybnosti podl’a Casu.

Priklad 3.1.3.1. Lopta s hmotnost'ou
m = 0,2 kg narazila na stenu pod ® Vl/
uhlom dopadu 60° a odrazila sa pod 60°
rovnakym uhlom, pricom velkost’ jej
rychlosti sa nezmenila. Urcte velkost
asmer sily F  posobiacej na loptu

V2 -Vi1

\:
N
-——

pocas narazu, ktory trval At = 0,05 s, Obr. 3.1.3.1
ked’ velkost’ rychlosti lopty bola v =
5m/s..
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RieSenie:. FAt =m (v,—v,) = F = (1/4t) m|(v, —vy)|,
(v, —v;)| = 2vcos60° = 2v-(1/2) = v = 5m/s.

Pre velkost’ sily posobiacej na loptu tak dostaneme: F =(1/0,05) x0,2x5 = 20N.
Smer sily je zhodny so smerom rozdielu vektorov (v2 — v1).

Priklad 3.1.3.2 Proti zvislo stojacej doske strieka voda rychlostou v = 20 m/s
z vodorovnej hadice s prierezom S = 2,5 cm?. Vypo¢itajte silu, ktorou voda posobi na
dosku, ked’ hustota vody p = 1000 kg/m?.

Riesenie: Pouzijeme vztah 3.1.3.4, priCom si musime uvedomit, Ze ak do vztahu
dosadime hybnost’ prudiacej vody, dostaneme silu pésobiacu na vodu zo strany dosky.
Sila posobiaca na dosku je reakcia na iiu, takze je rovnako velka, ale ma opa¢ny smer.
Po tejto uvahe stali pouzit’ vztah v skaldrnej modifikacii. Ked'ze voda prudi stdlou
rychlostou, pdsobiaca sila sa s Casom nemeni, takZe namiesto derivacie mozZeme
napisat’:

F = (4p/At) = A(mv)/At .

Treba vypocitat’ zmenu hybnosti A(mv) prudiacej vody pripadajucu na ¢asovy interval
At . Za Casovy interval At dopadne na stenu objem vody (S v At), po jeho vynasobeni
hustotou p =ziskame prislusni hmotnost. Pri dopade na stenu voda straca cela
horizontalnu rychlost, takze prislusna zmena hybnosti je (S v At p) v. Ked zmenu
vydelime prisluSnym ¢asovym intervalom ziskame silu, ktorou doska posobi na vodu,
resp. naopak:

F = (SvAtp)v/At = S v?p = 2,5 x 107*m?x 400 m?/s?x 1000 kg/m* = 100 N.

Kontrolné otazky

Definujte impulz sily ako vektorovu velicinu.

Zdovodnite, preco impulz sily treba definovat pomocou integralu.
Definujte hybnost castice.

Ako sa prejavi impulz sily udeleny castici na jej pohybovom stave?

Kedy impulz sily meni len velkost, kedy len smer vektora rychlosti castice?

CHES D] =

Comu sa rovna derivacia hybnosti castice podla casu?
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3.1.4 Moment hybnosti a moment sily

Pri pohybe castice po kruZznici ma prakticky vyznam namiesto hybnosti
pouzivat’” veli¢inu moment hybnosti oznacovanii pismenom L, ktora sa zavadza
vzt'ahom

L=rxmv=rxp. (3.1.4.1)

Ako vidno aj na obrazku, takto zavedeny vektor momentu hybnosti je kolmy na rovinu
kruznice. Prakticky vyznam tejto veli€iny si mozno pribliZit' prikladom otacajicej sa
dvojice hmotnych bodov — symetricky
umiestnenych na opa¢nych koncoch priemeru
kruZznice (Cinka otacajica sa okolo osi L
prechadzajicej jej geometrickym stredom).
Stcet vektorov hybnosti tychto dvoch my /
hmotnych bodov sa rovnad nule, ale ako sa
lahko sami presved¢ite, vektorovy sucet ich
momentov hybnosti sa nerovna nule. Preto je Obr.3.1.4.1
tato veli¢ina vhodna na opis otdc¢ajucich sa
sustav (zotrvaénikov a pod.).

Derivacia momentu hybnosti podl'a ¢asu sa rovna d’alSej vyznamnej veli¢ine —
momentu sily M (niekedy sa oznacuje aj pismenom D):

M=rxF, (3.1.4.2)
¢o vidno z nasledujuceho postupu:
dL d dr d(mv)
E—a(rxmv)—<Eva>+<rx o )- (wxmv)+ (rxF)=
dL
=0+ xFA=M, = —=M (3.1.4.3)

pricom sme vyuzili skutocnost, Ze vektory v a mw su rovnobezné, takze ich
vektorovy sucin sa rovna nule.

Pbsobiaca sila F modze mat’ v rovine kruznice dve zlozky — rovnobeznu s
polohovym vektorom a kolmti naii: F = F, + F, .
Pri pohybe castice viazanej
pevne na kruZznicu sa uplatni len

zlozka kolma na polohovy vektor N F
Castice. Pre moment takejto sily r
plati \ A v

) r 2 b
M=rx(F,+F)=rxF, Q\‘F
lebo  vektorovy sucin rovno- " Fx Obr. 3.1.4.2
beznych vektorov r a F, sa
rovna nule.
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Vo vSeobecnosti plati, ze velkost momentu sily zavisi od sinusu uhla, ktory
zvieraju vektory r a F:

M = rF sina . (3.1.4.4)

Pozndmka Podrobnejsi opis velicin moment hybnosti a moment sily je uvedeny v
Clanku 4.1.3 v kapitole o dynamike telies.

Kontrolné otazky

1. Definujte moment sily.
2. Definujte moment hybnosti castice.
3. Comu sa rovnd derivacia momentu hybnosti podla ¢asu?
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3.2 Praca aenergia

3.2.1 Pracaavykon

Pracu ako veli¢inu zavadzame na kvantitativne vyjadrenie ucinku sily, ked’
premiestiiuje Casticu (teleso) po ur€itej trajektorii. V zjednodusenom vyjadreni pod
pracou rozumieme sucin velkosti sily a posunutia Castice (telesa), na ktoru sila
posobi. PoOsobiaca sila F a elementarne posunutie pdsobiska sily dr su vektorové
veli¢iny, ktoré nemusia byt vo vieobecnosti rovnobezné. Navyse pozdiz trajektorie,
po ktorej sa pdsobisko sily posuva, sila sa méze menit’. Preto sa praca W definuje ako
integral

T2 T2

W = j F-dr = ] Fdrcosa. (3.2.1.1)
1

&1

V definicii vystupuje skaldrny sucin sily a elementdrneho posunutia, ¢o znamena, Ze
do definicie prace vstupuje kosinus uhla, ktory zvieraju vektory F adr. To znamena,
ze ak vektory sily a posunutia su na seba kolmé, sila pracu nekond. Sila sa na konanie
prace najefektivnejSie vyuZziva vtedy, ak ma smer posunutia.

Jednotkou prace v Sl je joule (J), 1J= 1 N-m. Pracu 1 joule vykoname, ak
silou 1 newton p&sobime na teleso rovnobezne so smerom posunutia po drahe 1 meter.

Priklad 3.2.1.1 Po naklonenej rovine s dizkou s = 2 m a sklonom 30° pomaly
posuvame bremeno s hmotnostou m = 30 kg. Akt velkl pracu treba vykonat’ na
presunutie bremena po celej dizke roviny, ak neuvazujeme trenie? Pritom moZeme
poOsobit’ silou, ktord je rovnobezna s naklonenou rovinou, alebo silou, ktora ma
horizontalny smer. Posud’te, ¢i v tychto pripadoch vykondme odliSnt préacu a ¢i pritom
treba posobit’ odlisSnymi silami.

- = == drahas

| tiaz Fg a zlozky

sily konajuce pracu
Yy | ID
Fi. F

Obr. 3.2.1.1

Riesenie: Sila posobiaca na bremeno musi kompenzovat zlozku tiaze bremena
rovnobeznu s naklonenou rovinou. Tato zlozka tiaze smeruje pozdiz naklonenej roviny
nadol, preto zlozka sily ktorou chceme bremeno posuvat’ po rovine nahor, musi byt’
rovnako vel'ka a smerovat’ nahor (na obrazku sila F; ). Ak by sme posobili silou
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vodorovne (sila F, ), tato by musela byt vécSia, aby jej zlozka rovnobezna s
naklonenou rovinou mala rovnaku velkost” ako sila F, . Pracasil F; a F, pri posu-
nuti bremena po trajektorii dizky s je rovnaka, lebo v pripade sily F, sa pri praci
uplatnuje iba jej zloZzka rovnobezna s naklonenou rovinou. Velkost vykonanej prace:
W =Mgssin30° = 30 kg x 9,81 m/s>x2mx 0,5 =3001J.

Priklad 3.2.1.2 Vypocitajte aka velka pracu vykonal elektromotor vytahu, ktory
zdvihol obsadenu kabinu (500 kg) z prizemia na piate poschodie (t.j. 15 m) .

RieSenie: Na dvihanie kabiny s hmotnostou m = 500 kg je potrebna sila F =mg , kde
g = 9,81 ms je tiazové zrychlenie. Takato sila musi posobit’ po drahe s =15 m. Praca
vykonana elektromotorom: W = mgs = 500 kg x 9,81 m-s? x 15 m = 73 575 kg-m?.s2
=735751).

Vykon definujeme ako podiel vykonanej prace AW a prislusného ¢asového
intervalu At: P = AW /At. Stru¢nejSie sa hovori o praci vykonanej za jednotku
casu. V rovnakych €asovych intervaloch nasledujicich za sebou méze byt vykonana
praca roézna, vykon sa moZe od okamihu k okamihu menit. Preto presnd definicia
vykonu sa zavadza ako limita vysSie uvedeného podielu:

AW dW

P = lim — =

—_— 3.2.1.2
At-0 At dt ( )

Modifikaciou tohto vzorca mozno ziskat” vzt'ah medzi posobiacou silou (napriklad
taznou silou motora dopravného prostriedku) a rychlostou pohybu posobiska sily:

B Tl e TR W D e 3213
= lim = lm — = lm (F-0) =F-v.  (3213)

Z vysledku vyplyva, zZe pri danom vykone motora dopravného prostriedku s rastiicou
rychlostou klesa jeho t'azna sila.

Jednotka vykonu v SI ma nazov watt, znacku W, pricom 1 W=11J/s (joule za
sekundu). V praxi sa ¢asto pouzivaju dekadické ndsobky a diely tejto jednotky -
kilowatt (kW), megawatt (MW), a gigawatt (GW), najma v energetike. V elektronike
sa pouzivaju diely - miliwatt (mW), a mikrowatt (uW).

Rovnocennou jednotkou jednotke joule je wattsekunda, 1 J =1 WSs. V ener-
getike je vSak frekventovanejSie pouzivanie vac¢sich jednotiek:

1 Wh (watthodina) = 3600 Ws = 3,6 x 10° Ws,
1 kWh (kilowatthodina) = 1000 Wh = 3,6 x 10° Ws,
1 MWh (megawatthodina) = 3,6 x 10° Ws .
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Pri dodavani elektrickej alebo aj inej energie do pracujlceho stroja sa hovori o
prikone, ¢im sa rozumie energia dodavana za jednu sekundu. Aj prikon sa meria vo
wattoch. Nie vSetku dodant energiu stroj zuzitkuje, takze strojom za sekundu vyko-
nana praca — t.j. jeho vykon, je mensi nez prikon. Podiel odvadzaného vykonu a stroju
dodavaného prikonu je uéinnost’ stroja. Udava sa ako zlomok, alebo v percentach.

UcCinnost’ stroja nikdy nemoze dosiahnut' 100%, musel by pracovat’ bez akychkol'vek
strat.

Priklad 3.2.1.3 Remenica ma polomer R
= 10 cm. Aky vel’ky je rozdiel medzi silami,

ktorymi je napinany remenn na dvoch F F
strandich remenice, ked’ sa nim pri - -
frekvencii otdania remenice f = 10 s

Obr. 3.2.1.2

prenasa prikon P = 2 KW ?

RieSenie:
Remen sa pohybuje rychlostou v = R-2n f = 2nm/s. Vykon na strane vicsej sily
je P, = F,-v.Nadruhej strane remenice vykon P, = F,-v je zaporny, lebo vektory
v a F2 smerujl proti sebe. PrenaSany vykon sa rovna suctu vykonov:

P =P, + P, = (F, — F,)v, odkial' ziskame rozdiel sil, ktorymi je napinany remefi
pred a za remenicou:

(F, — F,) = P/v= 2x10°%/2n = (1000/n) N.

Priklad 3.2.1.4 Aky musi byt prikon do elektromotora z prikladu 3.2.1.2, ked’ ma
dopravit’ kabinu vytahu na piate poschodie za 15 sekind? Uginnost’ elektromotora je
80%.

Riesenie: Elektromotor musel vykonat pracu W = 73 575 J za At = 15 s, musel teda
pracovat’ s vykonom P, = W/At = 4 905 J/s =4 905 W = 4,9 kW . Tento vykon
predstavuje 80% prikonu, t.j. B, = 0,8 B,, takze B, =PF,/0,8 =6,13 kW.

: ' ds
Pri pohybe castice pevne viazanej na

kruznicu, ma vzhl'adom na konanie prace it

vyznam iba tangencidlna zlozka sily F;,

lebo t4 je rovnobezna s elementarnym posu-

nutim Castice v kazdom bode kruznice. Pre Obr. 3.2.1.2

elementarnu pracu takejto sily plati:

dW =F,-dr =F,ds=F,Rd¢p = Mdg, (3.2.1.4)
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takze pre pracu tangencialnej sily, ktord urychl'uje (alebo brzdi) Casticu v pohybe po
kruznici plati

P2
W = j Mdg. (3.2.1.5)
P1

Vztah 3.2.1.3 vyjadrujici vykon moézeme v pripade tangencialnej sily upravit’ takto:
P=F-v=Fv =FRo =Mo, (3.2.1.6)

kde M = F.R je velkost momentu tangencialnej sily.

Priklad 3.2.1.5 Aku vel’ka pracu vykonala tangencialna sila F, pdsobiaca na obvode
valca s polomerom R, ked’ sa valec otocil n - krat?

RieSenie: Pouzijeme vztah (3.2.1.5): W=MA¢@= (F;R)(n-2n)=F, n 2nR.
K rovnakému vysledku dospejeme ak uvazime, ze tangencialna sila F, sa musela
posunut’ po dréhe s = n- 2nR , takze vykonala pracu W =F; -s = F, -n-2znR .

Priklad 3.2.1.6 Aky vykon sa prenasa tangencialnou silou velkosti F;= 1000 N na
hriadel’ s polomerom R = 0,25 m, pri frekvencii hriadel'a 3000 otacok za minatu?
Riesenie: Pouzijeme vztah (3.2.1.6): P = Moo= (F-R)2nf =

= (1000 N x 0,25 m) x 2t x 50 st = 78 540 N-m/s = 78,54 kW .

Kontrolné otazky

Preco pracu definujeme pomocou integralu?

Preco v definicii prace vystupuje skalarny sucin?

Uvedte jednotku prace a jej suvislost' s jednotkou sily.
Definujte vykon ako velicinu.

Uved'te jednotku vykonu a jej suvislost s jednotkou prace.

CRFOI-S CORIED T

Napiste suvislost medzi vykonom, posobiacou silou a rychlostou pohybu jej
posobiska.

Uved'te vicsie, v praxi pouzivané jednotky prace a vykonu.

Vyjadrite prdacu pri rotacnom pohybe pomocou momentu sily.

9. Vyjadrite vykon momentu sily pri rotacnom pohybe telesa.

oo g
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3.2.2 Energia

V mechanike pod energiou rozumieme veli¢inu charakterizujucu pohybovy,
alebo polohovy stav mechanickej sustavy (t.j. Castice, sistavy castic, alebo telesa)
s ohfadom na moznost vykonania prace. Cim viac prace je schopna mechanicka
sustava vykonat, tym ma vacsiu (mechanickd) energiu. Zmena energie sustavy — jej
ubytok aj prirastok — sa vyjadruje pracou ktor( sustava vykond, resp. ktor sustave
dodame. Energia je stavova veliCina, sustava ma energiu, aj ked’ sa jej stav nemeni. O
praci mozno hovorit’ iba vtedy ak sa stav sustavy meni, s ¢im savisi aj zmena jej
energie. Vonkajsie sily vykonanim prace moézu napriklad zvacsit rychlost’ telesa,
zodvihnat’ ho vyssie, alebo teleso zdeformovat’ (stladit’, natiahnut’ pruzinu) ¢im teleso
ziska vicsiu energiu, ktort potom médZeme vyuzit’ na vykonanie prace. PopularnejSie
to mozno vyjadrit’ tak, Ze energia je v ststave "naSetrend" praca. Uvedené skuto¢nosti
vyjadrujeme kvantitativne vztahom

W = k(E, — E,), (3.2.2.1)

kde W predstavuje slstave dodanu pracu, E, a E, energie kone¢ného resp. zacia-
tocného stavu a Kk je konStanta, ktora zavisi od vol'by jednotiek prace a energie.
V sustave SI sa pre tieto dve veli¢iny pouziva rovnaka jednotka — joule, takze
konStanta k sa rovna jednotke. Podla vzt'ahu (3.2.2.1) sa potom priaca dodana
sustave rovna zmene energie sustavy.

Uvedieme tri Specidlne pripady mechanickej energie a ich stvislost’ s pracou —
energiu kinetickd, potencialnu a elastickd.

A Kineticka energia

Ked’ na volnu casticu pdsobi sila, urychl'uje ju, zvicsuje jej rychlost’, alebo
meni smer rychlosti. UvaZime pripad, ked’ pdsobiaca sila F ma smer rychlosti Castice.
Vtedy aj zrychlenie a, ktor¢ sila Castici udeli, ma smer rychlosti. Preto aj elementarna
zmena rychlosti dv je rovnobezna s vektorom rychlosti, takze pre skalarny stéin
v-dv plati rovnost v-dv =v dv.

F—> Q—>v — a — dv Obr.3.2.2.1
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Potom mézeme pisat’

2 ) T2 2] U2
dv dr
W=fF-dr=jma-dr=jm—-dr=fm—-dv=fmv-dv=
dt dt
1 et 1 1Z1 V1

V2
1 1
= j mv-dv = Emvz2 - Emvl2 : (3.2.2.2)
V1

Podla vztahu (3.2.2.1) sacasne plati W = E, — E, , takZe porovnanim ziskame
vzt'ah pre kineticka (pohybovu) energiu:

Ey = (%) myah 300723

Vychédzajlic z porovnania vztahov by sme vlastne mali pisat E, = (1/2)mv? + C,
kde C je 'ubovolna konStanta, ktora sa pri od¢itani hodnét Ej, — Ej, strati. Jej
ponechanie vo vzt'ahu by vSak znamenalo, Ze vo vztaZznej sustave, v ktorej je Castica
v pokoji (teda ked’ v = 0) by Castica mala istii nenulovu kinetickll energiu. Preto sa pre
kineticku energiu Castice akceptuje vzt'ah (3.2.2.3). Treba vSak podotknut’, Ze v inej
vztaznej sustave, ktora sa vzhladom na prvi pohybuje, kineticka energia tej istej
Castice nie je nulova.

Pozndmka 1  Postup pri odvodzovani (3.2.2.2) mozno naznacit pomocou diferencii:

Av Ar
AW =F-Ar=ma-Ar=m— - Ar=m— Av=mv- Av.
At At

Pozndmka 2 Skaldrny sucin v -dv vystupujaci vo vztahu 3.2.2.2 sa vidy rovna
vyrazu (v dv), bez ohladu na to, ¢i vektory v a dv siu rovnobezné. To mozno ukdzat
dvoma postupmi.

a) Diferencovanim vyrazu (v- v):

dlv-v) =dv-v + v-dv = 2v-dv, aleboinak:
d(v-v) = d(vvcos0) = d(v?) = 2vdv .
Z porovnania vysledkov ihned’ vyplynie rovnost v -dv = vdv.

b) Vyjadrenim vektora v a jeho diferencialu pomocou jednotkového vektora:
v=vr, dv=d(vr).
Treba si pritom uvedomit, zZe jednotkovy vektor nemoze menit svoju velkost, iba smer,
preto jeho elementarna zmena dz je vektor kolmy na vektor =, takze ich skalarny
sucin ( T-dt) sarovnanule. Preto plati:

v-dv = (vr)-d(vr) = (vr)-(dvr +vdr) =vdv (z-7) +v?(7-d7) =vdv.
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Priklad 3.2.2.1. Aku pracu treba vykonat’ na zvysenie rychlosti automobilu z 36 km/h
na 72 km/h ? Za aky Casovy interval to moZzno dosiahnut’, ak motor automobilu ma
vykon 50 kW ? Hmotnost” automobilu m = 1200 kg.

Riesenie: Potrebnu pracu vypocitame ako rozdiel kinetickych energii Ey, — Eyq =
(1/2)mvZ — (1/2)mv2. Spravnu hodnotu ziskame, ak rychlosti udané v km/h pre-
pocitame na rychlosti v m/s : 36 km/h =10 m/s, 72 km/h =20 m/s . Tak dostaneme
vysledok

W = 600 kg (202 — 10)m?s2 = 180 000 J . Pre porovnanie si v§imnime, Ze povodna
kineticka energia auta bola 600 kg x 10> m?.s2 =60 000 J .
Ak méa motor vykon P =50 000 W, pracu W = 180 000 Ws vykona za At=W/P =
= 3,6 s . Realne to vSak trva dlhSie, lebo zna¢na Cast’ prdce vykonanej motorom sa
vynalozi na prekondvanie odporu prostredia.

B Potencialna energia

Suvisi s polohou Castice vo vzt'aznej ststave, preto sa pre fiu pouziva aj ndzov
polohova energia. Ide o polohu vzh’'adom na iné teleso (alebo Casticu), pricom medzi
Casticou a telesom existuje vzajomné silové posobenie. Hovorime, ze Castica sa
nachédza v silovom poli (telesa), ¢o znamend, Ze v kazdom bode silového pola na
Casticu posobi urcité sila, ktorej velkost’ aj smer sa s polohou castice méze menit’.
Najjednoduchsim pripadom je homogénne silové pole, v ktorom velkost’ aj smer sily
st v kazdom bode pol'a rovnaké. V istom priblizeni takymto pol'om je gravitaéné pole
Zeme, ak sa obmedzime na oblast’ blizko zemského povrchu.

V takomto poli opiseme dvihanie telesa s

hmotnostou @ m  z vychodiskovej polohy d
s vySkovou slradnicou y,; do konecnej polohy so =y, ---- e
stradnicou y, .

Tiaz F telesa ako vektorova veliina jf L F,=—-mg
smeruje nadol proti jednotkovému vektoru j, J:j
zatial’ ¢o sila F,,, ktorou pomaly dvihame teleso =~ Y1 ~=77[7"
(bez zrychlenia!), ma rovnaka velkost, ale , F=mg
smeruje nahor. Pracu potrebnu na zodvihnutie Obr.3.2.2.2

telesa vypocitame integralom:
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T2 2
W=fFv-dr=f(—mg)-dr.
1 21

Do integralu dosadime g = — gj, dr = j dy, a integratné medze zamenime na 7y,
a y,.

T2 Y2

Y2
W= f (—mg) -dr = f [-m(=gj)]-(dy) =mg f dy = mgy, —mgy; .
L& Y1 Y1

(3.2.2.4)
Vykonana praca sa rovna rozdielu hodndt potencialnej energie telesa v dvoch
polohéch, preto za potencialnu energiu v tomto pripade povazujeme vyraz

E,=mgy+ C. (3.2.2.5)

Aj v tomto pripade, podobne ako pri Kinetickej energii, bola k vyrazu mgy
pripoc¢itand T'ubovolna konstanta C. Ak vo zvolenej vztaznej ststave povazujeme
potencidlnu energiu za nulova vtedy, ked’ vySkova suradnica Castice je nulova, potom
aj konstanta C sarovnanule: ¢ = 0.

Poznamka 3 Potencidlna energia, na rozdiel od kinetickej, méze mat’ v niektorych
polohach zapornu hodnotu. Ak napriklad potencidalnu energiu zavazia poloZeného na
stole budeme povazovat za nulovu, potom na dlazke miestnosti bude jeho potencialna
energia zapornd. Poloha nulovej hladiny potencialnej energie zavisi od nasej volby.

Pri odvodzovani vztahu 3.2.2.4 bola pouzita sila F, pdsobiaca nahor, proti
tiazi telesa. TiaZ telesa moZeme chéapat’ ako silu F, ktorou silové (tiazové) pole pdsobi
na Casticu (teleso). Sily F,, a F su rovnako velké, ale maji opany smer: F = — F,, .
Ak kladna praca sily F, zvysi potencialnu energiu Castice, potom kladna praca sily
F potencialnu energiu Castice zmensi. Preto ak Casticu postvaju sily pol'a, konaju
pracu na ukor potencialnej energie Castice. Pre elementarnu pracu to mézeme zapisat’ v
tvare

F-dr = — dE

e (3.2.2.6)

Pritom
F-dr = (FKi +Ej+Fk)(idx+jdy +kdz) =F,dx+F,dy + F, dz.

Pri odvodzovani vztahu (3.2.2.4) sme uvazovali o sile, ktora ma zlozku len v smere
0si y a v tomto smere sme teleso aj posuvali, preto v tomto pripade mozno napisat’
rovnost F-dr = F, dy, takZe plati

E,dy = —dE

N BRI
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Zo vzorca (3.2.2.7) vyplyva velmi vyznamny vztah pouzivany v tedrii fyzikalnych
poli:

dE
= =R BI20.-3

V trojrozmernom priestore, ked’ potencidlna energia zavisi od viacerych sdradnic, t..
E, = E,(x,y,z), aj pdsobiaca sila pola moze mat’ viac zloziek, ktoré vSak treba

vyjadrovat’ ako parcialne derivacie potencialnej energie:

o — E, = =
. e e I dz8

takze silu vSeobecne vyjadrujeme v tvare

0E OE
Doy 00D

d0x dy

0E
F=in+ij+kFZ=—( j+apk). (3.2.2.9)
z
Vo vyslednom vzt'ahu vystupuju parcidlne derivacie potencidlnej energie, Co znamena,
Ze napr. pri derivovani v smere osi X, zvySné dve suradnice sa nemenia — vSimame si
zmenu potencialnej energie len v smere jednej suradnicovej osi.

Podrobnosti o vyraze typu (3.2.2.9) mozno najst v kapitole Vektory, v casti o
derivaciach vektorovych funkcii pod ndzvom gradient skalarnej funkcie.

Priklad 3.2.2.2 Akua pracu museli vykonat’ motory lietadla, ktorého hmotnost’ je
20000 kg, ked’ ho vyniesli do vysky 2000 m, kde sucasne dosiahlo konecnu rychlost’
360 km/h? Pracu potrebni na prekonavanie odporu vzduchu neuvazujte. Pracu
vypocitajte v kilowatthodinach!

RieSenie Praca vykonand motormi sa rovnd suctu zmien potencidlnej a kinetickej
energie. Potencialna energia sa zmenila o mg Ah , kineticka energia o (1/2) mv? , lebo
zaCiato¢na kineticka energia pred Startom bola nulova. Preto W = mg Ah + (1/2) mv?
= m(gAh+ 05v?) = 20000 kg (10 ms? x 2000 m + 0,5 x 1002 m?s2) =5 x 108 ]
=5x10® Ws = 139 kWh.

C Energia stlacenej pruziny (elasticka potencialna energia)

Stla¢end pruzina je zdrojom mechanickej energie, ktord sa vyuziva napriklad v
mechanickych hodinkach ¢i hrackach. Vypocitame energiu, ktord ziska pruzina pri jej
stlageni. Cim vécsie je stlaGenie x pruziny (alebo jej skratenie), teda &im vadsmi
chceme pruzinu stlacit’, tym védcSou silou F  je potrebné na pruzinu pdsobit’. Preto
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medzi stlatenim x a posobiacou silou plati vztah F = kx . Elementarnu pracu tejto
sily vyjadrime vyuzitim jednotkového vektora j :

F-dr=(Fj)-d(xj)=Fdx =kxdx.

Integréaciou ziskame vykonanu préacu:

2 X2 X2
1 1
W = fF-dr= dex= kxdx=§kx22—§kx12. (3.2.2.10)
1 X1 X1

Praca vonkajSej sily ma za nasledok zmenu veli¢iny (1/2) kx?, ktora je energiou
stlaCenej pruziny. Mozno ju povazovat za isty druh potencidlnej energie (elasticku
potencialnu energiu), lebo vo vyslednom vztahu nevystupuje rychlost, ale vysledna
zmene dizky (skratenie, resp. predizenie) pruziny.

Priklad 3.2.2.3 Na predizenie pruziny o 2 cm bola potrebna sila F =50 N . Ako sa
zmeni energia stladenej pruziny, ak prediZenie z 2 cm zvac§ime na 5 cm ?

RieSenie: Zmena energie sa rovna praci potrebnej na prediZenia pruziny, a pocita sa
podla vztahu (3.2.2.10) . Hodnoty x; a x, , ktor¢ treba do vzt'ahu dosadit’ pozname,
treba eSte urCit’ pruzinova konstantu k. Ta vypocitame pomocou vztahu vyjadru-
juceho imernost’ posobiacej sily a predizenia F = kx , do ktorého dosadime zadané
Udaje: 50 N =k x 0,02 m, odkial' k =2,5 x 103 N/m . Vysledok dosadime do rovnice
(3.2.2.10): AE=W = (1/2) k (x5 — x?) =0,5x2,5x 103 N-m* x (25 -4) x10* m? =
26,25 x 101 J .

Kontrolné otazky

Co rozumiete pod mechanickou energiou castice, alebo telesa?
Napiste vztah vyjadrujuci kineticku energiu castice.

Napiste vztah vyjadrujuci potencialnu energiu castice.

V akych jednotkach sa meria energia?

Akym vztahom sa vyjadruje energia stlacenej pruziny?

Ul EED T
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3.2.3 Zakon zachovania energie

V sUlade s definiciou sa energia mechanickej ststavy moze menit’ len vtedy,
ked’ vonkajsie sily, ktoré na fiu pdsobia, konaji pracu. Ak na sustavu vonkajsie sily
nepdsobia, potom podl'a zakona akcie a reakcie ani sustava nep6sobi na okolité telesa
— sustava je izolovana. Preto energia izolovanej sustavy sa nemeni, ¢o je obsahom
zakona zachovania energie mechanickej sustavy.

Tento zakon moZno formulovat aj matematicky. Na tento ucel pouZijeme
priklad z pohybu Castice v gravitatnom poli Zeme — jej volny pad. SGstavu Zem —
Castica povazujeme za izolovanu, preto sa jej celkova mechanicka energia zachovava.
Gravitacna sila posobiaca na Casticu nie je vonkajSou, ale vnutornou silou pdsobiacou
v uvazovanej jednoduchej sustave. Gravita¢na sila kond pracu na ukor vzajomnej
potencidlnej energie Castice a Zeme, pricom aj zo skusenosti vieme, ze sa zvacsuje
rychlost’ Castice, teda jej kinetickd energia. Vzajomnou pritazlivostou Zeme a Castice
sa obe telesd zacnu k sebe priblizovat’. Pohyb Zeme v porovnani s pohybom castice je
vsak Vv inercidlnej sustave viazanej na tazisko ststavy nepozorovatel'ny (pozri priklad
3.2.3.3). Preto zakon zachovania energie v tomto pripade formulujeme tak, ako keby
sa tykal iba Castice: Uibytok potencidlnej energie Castice v gravitanom poli Zeme sa
rovna prirastku kinetickej energie Castice. Preto vzt'ah (3.2.2.7) modzeme zapisat’ v
tvare:

F, dy = — dE, = +dE},
odkial’ vyplyva
dE, + dE, = 0 => Gl Gl RN iy (TR

E, + E, = konst.. (3.2.3.1)

Sucet kinetickej a potencidlnej energie castice sa s casom nemeni. To znamend, Ze ak
v Casovom okamihu t; ma Castica energie Ey; a E,;, av Casovom okamihu ¢,

energie Ey, a E,, , potom plati rovnost

Eer + Epy = Egz + Epg . (3.2.3.2)

Priklad 3.2.3.1 Vo vyske oznacenej surad-

nicou y; nech ma teleso s hmotnostou m Yie e @)

nulovu kineticka energiu Ej;= 0 a potencialnu

energiu E;,; = mgy,. Pomocou zakona zacho- Vo |

vania mechanickej energie vypocitajte, akou Obr. 3.2.3.1

rychlost'ou sa teleso bude pohybovat’ vo vyske
oznacenej suradnicou y, , ked’ pada vol'nym padom, t.j. zrychlenim g.

RieSenie: Ked teleso pada volnym padom, tak v polohe oznacenej siradnicou y, ma
mensiu potencidlnu energiu E,, = mgy, a Kkinetick( energiu (1/2)mvj . Podla
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vztahu (3.2.3.2) plati rovnost 0 + mgy, = (1/2)mv: + mgy,, odkial najprv
vyjadrime kinetick( energiu: (1/2)ymv: = mg(y, —y,) apotom vypo&itame

rychlost v, =/29(y1 — ¥2) -

Poznamka Rovnaky vysledok dostaneme pre rychlost vody pritekajucej do turbiny po
prekonani vyskového rozdielu (y; —y,) . Ak pozndme prierez potrubia, pomocou
vypocitanej rychlosti mozeme zistit, kolko mechanickej energie za sekundu voda
prinasa do turbiny.

Priklad 3.2.3.2 Aku rychlost v treba udelit’ teliesku smerom nahor po naklonenej
rovine s uhlom o = 30°, aby preslo drahu s =5 m ? (Nebudeme uvazovat’ trenie, ani
odpor prostredia.)

Riesenie: Dohodneme sa, Ze na zaciatku ma teliesko nulovu potencialnu energiu,
E,; = 0. Jeho zaGiatotna kineticka energia Ey, = (1/2)mv?. Pri pohybe nahor po
naklonenej rovine postupne nadobuda vysku a straca rychlost. Ked sa zastavi, bude
mat’ nulovu kinetickl energiu Ej, = 0 , pricom jeho potencidlna energia bude mat’
hodnotu E,, = mgh = mgs sin 30°. Pouzijeme vztah (3.2.3.2), pomocou ktorého
ziskame rovnicu (1/2)mv? + 0 = 0 + mgs sin 30 °, z ktorej vypocitame za¢iatoéni
rychlost Er =g s a7 = (109 51ine) 'a="(50 M=) 4= s &

Priklad 3.2.3.3 Teleso s hmotnostou m za¢ne vplyvom gravita¢nej sily padat’ na
Zem. Teleso a Zem sa navzajom pritahuja, preto po uplynuti istého Casového intervalu
obidve telesa nadobudnt istu rychlost’, ktord meriame vzhl'adom na vztazna ststavu
spojent s ich taZiskom. Postd’te, ¢i kinetické energie tychto telies su po uplynuti
Casového intervalu At rovnaké.

Riesenie: Podl'a zakona akcie a reakcie su sily ktorymi telesa na seba pdsobia rovnako
vel'ké, preto telesdm udelia rovnako velky impulz I = F At. Predpokladame, Ze na
zaciatku boli telesd v pokoji, takze po uplynuti ¢asového intervalu At nadobudnu
rovnaké hybnostii Mw = mv , kde M je hmotnost Zeme a m hmotnost telesa.
Rychlost Zeme w v porovnani s rychlostou telesa v je mald, lebo z rovnosti
hybnosti vyplyva w = (m/M)v. Kineticka energia Zeme je

1 1 my2 1 m m
- o || e Vi — ([ 2| W\
S (Z)MW ¥ <2>M(M) g (z)mv Go) = Go) &
Pomer kinetickych energii Zeme a telesa je nepriamo umerny pomeru ich hmotnosti:

(E; /JE;r) = (m /M). Preto je kinetickd energia Zeme zanedbatel'nid. (Hmotnost’
Zeme M = 5,98 x 10%* kg .)
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Kontrolne otazky

Sformulujte zakon zachovania mechanickej energie.

Aka je interakcia sustavy s okolim, ked’ sa jej mechanicka energia zachovava?
Je mozna premena kinetickej energie na potencidlnu?

Aké sily posobia na teleso, ked’ sa jeho kineticka energia meni na potencialnu?

A g T

Ako sa pohybuje teleso v gravitacnom poli, ked sa jeho potencidlna energia meni
na kinetick?

3.2.4 Trenie

V predchadzajucich ¢lankoch bol opisovany pohyb ¢astic (telies) v idealnych
podmienkach. Nebral sa do Uvahy odpor prostredia proti ich pohybu, ani trenie.
Napriklad kocka pohybujica sa zotrva¢nostou po stole sa Casom zastavi, aj ked’ st
stykajlce sa plochy kocky a stola vel'mi hladké. Rovnako sa po chvili zastavi ¢In
plavajuci na vode. V obidvoch pripadoch proti pohybu telesa posobila sila, ktora ho
zastavila, pohybujlce sa teleso stratilo kineticku energiu. Podl'a prvého Newtonovho
pohybového zékona sa v inercidlnej ststave teleso pohybuje konstantnou rychlostou,
ak nan nepdsobia vonkajSie sily, resp. ak je sucet tychto sil nulovy. Ak chceme
v realnych podmienkach udrzat’ teleso v pohybe konstantnou rychlost'ou, musime nan
posobit’ silou, ktora kompenzuje sily posobiace proti pohybu. Potom vyslednica sil
poOsobiacich na teleso sa rovna nule a teleso sa pohybuje nemeniacou sa rychlost'ou.

Uvedené dva priklady reprezentuja dva typy sil pdsobiacich proti pohybu telies:

a) sily trenia, ktoré vznikaju pri kizani (3mykani) telesa po inom telese, na ktoré (ku
ktorému) je pritlaCané vonkajSou silou, napr. pruzinou, elektromagneticky, alebo
vlastnou tiazou;

b) sily vznikajuce pri pohybe telesa plynnym alebo kvapalnym prostredim, ktoré sa
oznacuju ako odpor prostredia.

Trenie vznika aj vo vnutri prudiacej kvapaliny ¢i plynu. V potrubi je pri stendch
rychlost’ pradenia média prakticky nulova, najvéacsia je uprostred potrubia. Medzi
vrstvami prudiaceho média pohybujicimi sa nerovnakymi rychlostami vznika trenie,
ktorému sa hovori vnutorné trenie. VVznika vnatri média, nie medzi dvomi telesami,
ako je tomu pri vonkaj$om treni. Stidium vnutorného trenia je predmetom hydro-
mechaniky.
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Najjednoduchsim pripadom vonkaj$icho trenia je Smykové trenie, ktoré vznika
napriklad pri $mykani (kizani) telesa (napr. kvadra, ¢i kocky) po vodorovnej ploche,
napr. po stole. Ak stojaci kvader chceme uviest’ do pohybu, musime nan posobit’ silou.
Medzi kvader a lanko ktorym ho budeme tahat, umiestnime silomer. Tento
jednoduchy experiment ukaze, Ze na uvedenie kvadra do pohybu je potrebna sila F,
ktord nemdze byt l'ubovolne mald, ale musi prekroCit’ isti minimalnu, hrani¢nu
hodnotu. Pokial’ sa teleso nezacne pohybovat, sucet sil pdsobiacich na teleso musi byt
nulovy, ale silomer uz ukazuje nenulovu silu F. To znamena, ze s narastajucou
velkost'ou sily F sa musi zvac¢Sovat aj sila statickeho trenia, posobiaca proti tejto sile,
az po hodnotu F;. Po prekroceni tejto hodnoty, teda po uvedeni kvadra do pohybu, na
udrzanie jeho konstantnej rychlosti stac¢i uz mensia sila F, < F;. Symbolmi F, a F;
oznacené sily sa nazyvaju sila kinetického trenia a (hranicna) sila statického trenia.
Pre obidve tieto sily platia isté zakony, ktoré vSak nemaju taky exaktny charakter ako
napr. Newtonove pohybové zdkony. Presnost merania sil trenia je obmedzend, a
predpovedna hodnota vyplyvajuca zo vztahov pouzivanych pre tieto sily je mala.

Obr. 3.24.1

Experimentélne bolo potvrdené, Ze pri Smykovom treni medzi dvomi telesami

a) velkost sil trenia Fj a F; prakticky nezavisi od velkosti ich stykovych
ploch,

b) velkost sil trenia je imerna normalovej sile F,, t.j. velkosti tej zlozky
pritlacne;j sily, ktora je kolma na rovinu ktorou sa telesa dotykaju.

Tieto skutoCnosti platia iba priblizne, ale vcelku sa pri opise trenia medzi telesami
dobre uplatnuju. Na zéklade uvedenych skutocnosti mozno napisat’ zdkladné vzt'ahy
medzi vel'’kost'ami sil trenia a normalovou silou:

B, 8 i = Wi (3.2.4.1)

kde u, je faktor adhezie (faktor statickeho trenia) a x, je faktor (alebo aj
koeficient) Smykového trenia. Obidva faktory ako veli¢iny st bezrozmerové, pricom
zo spomenutych experimentov vyplyva, Ze 1, < u . NavySe obidva faktory su mensie
nez 1. Velkost' faktorov zavisi od druhu materidlov z ktorych su dotykajuce sa telesa
zhotovené, od vyhladenia dotykajucich sa povrchov, od teploty, ale aj od znecistenia
povrchov ¢i stupna ich oxidacie. Je zname, ze naolejovanim trecich ploch sa trenie
zmensuje.
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Orienta¢ne mozno uviest niekol’ko faktorov Smykového trenia a faktorov adhézie
medzi réznymi materidlmi (prevzaté z u¢ebnic D. Ilkovi¢ Fyzika, Z. Horak, Fyzika):

materialy . M
ocel’ - ocel 0.05 0.15
ocel' - Tad 0.014 0.027
koza - kov 0.3 0.6

drevo - drevo 0,2-0,5 0,4-0,6
kov - drevo 0,12-0,36 0,25-0,60

Na meranie faktorov trenia a adhézie
slizila v minulosti naklonena rovina,
ktorej uhol sklonu bolo mozné menit’ a
merat. Ak sa ma merat’ faktor trenia
medzi dvoma druhmi materialu, zhotovi
sa plocha naklonenej roviny z jedného
materialu, a z druhého materialu kvader,
ktory sa ma po naklonenej rovine kizat

nadol vlastnou tiazou. Potom sa hlada A
uhol g naklonenej roviny, pri ktorom sa Obr. 3.2.4.2
kvader kize po rovine bez zrychlenia,

-

konstantnou rychlostou. Vtedy zlozka tiaze urychl'ujiica kvader nadol (= mg sin /), sa
kompenzuje silou trenia, ktorej vel'kost’ sa rovna F, = u, mg cos .

Preto plati rovnost’ mgsin f =, mg cos f3,
odkial’ dostaneme vztah na vypocet faktora Smykového trenia:
L, =1gp. (3.2.4.2)

Adhézny faktor u  sa ziska z rovnakého vztahu, ale dosadi sa uhol, pri ktorom sa

kvader prave za¢ne pohybovat.

Priklad 3.2.4.1 Kovovy kvader s hmotnostou m pri kizani po hladkej drevenej doske
mal na zaciatku rychlost’ v, . Vypocitajte, aka vzdialenost’ s do zastavenia preSiel, ak
poznate prislusny faktor Smykového trenia g, . (v, =10 m/s, u = 0,25)

Riesenie: Kineticka energia kvadra sa spotrebuje na précu sily trenia F,, na drahe s,
preto plati F,-s = (1/2) mv? . Po vyjadreni sily trenia vztahom (3.2.4.1), v ktorom
normalova sila F, =mg, dostaneme y -mg-s = (1/2) mv?. Z tejto rovnice

vypocitame hladant vzdialenost: s = v2/(2 t, g) =20m.
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Priklad 3.2.4.2 Elektrick4 lokomotiva s hmotnostou m; = 80x10% kg taha vlak,
ktory ma hmotnost m, = 320x10° kg. Aké je najvicsie mozné zrychlenie vlaku, ak
faktor adhézie statického trenia medzi kolesami lokomotivy a kolajnicami g = 0,207
Za kol’ko sekund (At) by vlak dosiahol rychlost’ v; =72 km/h ?

RieSenie: Maximalna tazna sila, ktord méze lokomotiva vyvinut' pri rozbiehani, sa
rovna sile statického trenia kolies F; = u_-m;-g = 0,2 x 80 x10%x10 = 1,6 x 10° N.
Keby elektrické motory zacali pracovat’ intenzivnejSie, kolesd lokomotivy by zacali
preklzavat’, teda Smykat’ po kolajniciach, takze uz by sa uplatiiovalo mensie kinetické
trenie. Vypocitana sila urychluje cely vlak vratane lokomotivy, preto maximalne
zrychlenie vlaku a = F,/(m; + m,) = 0,4 m/s2. Casovy interval potrebny na
dosiahnutie rychlosti 20 m/s: At=v,/a=50s.

Sily trenia maji z mikroskopického hl'adiska pdvod v elektromagnetickej
interakcii medzi atbmami nachadzajucimi sa na dotykajlcich sa plochach telies. To
plati najmé vtedy, ak st dotykajuce sa plochy dokonale vylestené. Ak st plochy drsné,
podstatne vacSiu tlohu maji nerovnosti povrchov, ktoré brénia plynulému pohybu,
resp. zaciatku pohybu pri statickom treni.

Trenie, najma statické, nie je iba na prekazku, ale naopak umoznuje pohyb —
zaber kolies auta, odraZanie sa noh pri chddzi a behu. Bez trenia by sa nedalo pisat’,
rebrik oprety o stenu by sa neudrzal. Véac¢sia hodnota statického trenia v porovnani s
kinetickym sa vyuziva v ABS systémoch brzdenia v modernych automobiloch, lebo
medzi pneumatikou Smykajliicou sa po vozovke vznika mensSie kinetické trenie, ¢im sa
brzdna draha predlzuje.

Statické trenie sa uplatiiuje aj pri prenose vykonu remetiom z jednej remenice
na druht. Velkost' sily, ktord sa mdze remetiom prendsat, zavisi od uhla opdsania
remenice a rastie s tymto uhlom exponencialne, ¢o mozno overit' nasledujicim
vypoctom. Na obrazku je nakreslena ¢ast’ remenice, ako aj sily pdsobiace v dvoch
velmi blizkych bodoch, priGom sprievodi¢e k tymto bodom zo stredu otac¢ania
zvieraju elementarny uhol de.

71 2

dr
—
o) Obr.3.24.1

Silu pésobiacu na remen v jednom bode oznac¢ime F, v blizkom bode F + dF , pricom
vel’kost” prirastku sily dF sa zabezpecuje prave silou statického trenia. Smer sily F
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vyjadrime pomocou jednotkového vektora 7, tj. F = Fr . Pre elementarnu zmenu
vektora sily (jeho diferencial) potom plati:

dF =d(F7) = (dF)r + Fdr = (dF)7r - pFdop,

kde dz= —pde, lebo dz smeruje proti jednotkovemu vektoru p a jeho velkost je
|dz| = 1-d¢. So statickym trenim stvisi zlozka sily dF kolma na remenicu, ma smer
normaly, teda ide o zlozku - pF d¢. Velkost' tejto zlozky vynasobend faktorom
adhézie predstavuje velkost’ sily trenia z tohto elementarneho Gseku remenice, o ktory
sa moze (maximalne!) zvacsit’ prendsana sila na uhle de . Preto moZeme napisat
vztah

u, F dg = (dF)pqay > alebo ked’ vynechame index "max" aj u F de = dF, odkial
Upravami postupne ziskame rovnicu

F, P2
dio d dFf f d l 12 ( )
F_,u(p = P Hadp = nFl—,U‘Pz P1),
Fy ®1
z ktorej vyplyva vysledok
F, = F; explu(@, — @1)]. (3.2.4.3)

Pri kotulani kolies po kolajniciach alebo po ceste sa uplatiuje tzv. valivé
trenie. Sila trenia posobiaca proti pohybu pritom vznikd ako désledok deformacie
kolesa a podloZzky po ktorej sa koleso vali. Experimentalna skisenost’ hovori, Ze
s rastacim polomerom kolesa (pri rovnakej normalovej sile E, ) sa valivé trenie
zmensSuje a ze je rddovo mensie ako Smykové trenie.

3.2.5 Odpor prostredia

Pri pohybe dopravného prostriedku p6sobi proti jeho pohybu aj vzduch (voda
pri lodnej doprave). Automobil (vlak, lietadlo) musi zo svojej cesty odstranovat
vzduch, na ¢o sa spotrebuva energia, ¢o sa vnima ako sila pdsobiaca proti pohybu
vozidla. Medzi okolitym vzduchom a vozidlom pri jeho pohybe dochadza k vzajom-
nému treniu, ¢o opét, i ked’ v podstatne menSej miere, prispieva k vytvaraniu sily
posobiacej proti pohybu. Ani v tychto pripadoch vSak pouzivané vzt'ahy nie st Uplne
exaktné. Uvadza sa, ze sila vznikajuca trenim medzi povrchom pohybujliceho sa
telesa a okolitym prostredim je Gmerna prvej mocnine rychlosti telesa, pokial’ rychlost’
nie je velka, takze pradenie prostredia vzhl'adom na teleso je laminarne. Napriklad pre
silu pdsobiacu proti pohybu gul'd6¢ky v kvapaline Stokes odvodil vzt'ah

F=6zxnrv, (3.2.5.1)

kde r je polomer gul'dcky, v jej rychlost a 7 koeficient viskozity kvapaliny, ¢o by
sme skratene mohli vyjadrit’ vztahom (ktory plati aj pri pohybe vo vzduchu):
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F =Kpv. (3.2.5.2)

Tento linearny model trenia plati len pri lamindrnom pradeni okolo
pohybujliceho sa telesa. Kritériom, ¢i prudenie je laminarnym je hodnota
Reynoldsovho Cisla,

lvp

Re = —, (3.2.5.3)
n

kde [ je charakteristicky rozmer telesa, napr. pre gulku jej priemer, v je rychlost
prudenia alebo rychlost’ telesa voéi tekutine, p je hustota tekutiny a n jej dynamicka
viskozita. Reynoldsovo ¢islo, ako napoveda jeho nazov, je bezrozmerové a v tom
zmysle univerzélne pre dany typ prudenia. Pradenie okolo telesa priblizne gul'ovitého
tvaru vykazuje laminarny charakter ak je splnené kritérium Re < 10.

Pri vdcsich rychlostiach sila potrebna na "odstraniovanie" vzduchu z cesty telesa
zavisi priblizne od druhej mocniny jeho rychlosti. Uz Isaac Newton odvodil takyto
vztah. Ak sa dopravny prostriedok pohybuje rychlostou v ajeho ¢elnd plocha ma
velkost S, potom za Casovy interval At nahradi (vytla¢i zo svojej cesty) objem
vzduchu V = SvAt, ktorého hmotnost’ sa rovna

Am = pV = pSv At,

kde p je hustota (objemova hmotnost) vzduchu. Predpokladame, ze molekuly
vzduchu tlacené pred dopravnym prostriedkom nadobudnu jeho rychlost v , a teda
vzduch vytlaceny za At ziska kineticku energiu

AE, = (1/2) pSv3At.

Tato energia sa rovna praci sily odporu prostredia F, na drahe s = v At, takze plati

rovnica
F, vAt = (1/2) pSv3At,

odkial pre silu F, dostaneme vysledok

le S 24—, - 3.2.5.4
% pSv LVe. (3.2.5.4)

2
Treba znovu pripomenut, ze vztahy (3.2.4.4) a (3.2.4.5) st priblizné. Skutocné
hodnoty sil zavisia od tvaru telies ktoré sa prostredim pohybujd, a ziskavaju sa
experimentalne napriklad v aerodynamickych tuneloch.

Priklad 3.2.5.1 Vysokéa valcova nadoba je naplnend kvapalinou. Z istej vysky nad
volnou hladinou kvapaliny volne pustime malu gulocku. Vypocitajte, na akej
rychlosti sa pohyb gul’6¢ky pri pade kvapalinou ustali.

Riesenie: Na gul’'6¢ku posobia dve sily — jej vlastna tiaz mg a odpor kvapaliny F; =
K,v. Pohybova rovnica gul6¢ky ma preto tvar m(dv/dt) = mg — K v, alebo po
Gprave, ked’ oznaé¢ime K;/m = k: (dv/dt) + kv = g . RieSenim tejto dife-rencialnej
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rovnice je zavislost’ rychlosti gul'6¢ky od Casu, ktora v pripade, ze na zaciatku bola
rychlost’ nulova, ma tvar v = (g/k)[1 — exp(—kt)]. Rychlost’ Castice postupne s
Casom rastie, az po ustalend hodnotu v = g/k .

Priklad 3.2.5.2: Kvapky vody v oblakoch maji priemer priblizne 10 pm. Akou
rychlostou padaju k zemi? Viskozita vzduchu pri teplote —25 °C ma hodnotu
priblizne 1,5 X 107° kg/(m - s) .

Riesenie: Ak predpokladame, Ze kvapky padaju konStantnou rychlost'ou, potom sucet
vSetkych sil, ktoré na kvapku pésobia, musi byt podl'a 2. Newtonovho zakona nulovy.
Na kvapku posobi gravitacna sila smerom dole, sila Stokesovho trenia smerom proti
pohybu a ich sucet musi byt’ nulovy
mg — 6mmRv = 0
Hmotnost” kvapky vyjadrime pomocou jej hustoty (voda) a objemu (gul’a),
m = p(4/3)nR3, a po dosadeni a Uprave najdeme
p(4/3)nR®  2pgR* 2x1000x9,81x(5x107¢)? mm
A= = = = 3,7—
6mnR 9n 9x1,5x107°

Takouto malou rychlostou by padali oblaky v uplnom bezvetri. Napriklad 0 1 meter

by poklesli za

l 1000 mm _
—;=m=2703=4,5m1n.
Tym sa vysvetl'uje, pre¢o oblaky zdanlivo vobec nepadaju. Nakoniec si overime, Ci
pradenie vzduchu (pri teplote —25°C ma hustotu asi p,;, ~ 1,35 kg-m™3) okolo

kvapocky mozno povazovat’ za laminarne vypoctom jeho Reynoldsovho cisla:

2Rvp,i,  2x5x 1076 -3,7x1073x1,35
3 ey 1,5x10-5
¢o je o tri rady menej ako vyzaduje podmienka laminarneho prddenia pre obtekanie
gule, Re < 10. Obtekanie kvapdcok vzduchom je teda bezpecne laminarne.

=08 3l 02

Re

Priklad 3.2.5.3 Vypocitajte, na akej hodnote by sa ustalila rychlost’ dopravného
prostriedku pri pohybe prostredim, ked’ zrychlenie, ktoré dokdze motor vyvinut vo
vakuu je a , a ak predpokladame, ze sila odporu prostredia rastie s druhou mocninou
rychlosti.

Riesenie: Pohybova rovnica dopravného prostriedku ma v tomto pripade tvar
m(dv/dt) = ma — K,v? = (dv/dt) + (K,/m)v? =a,

alebo po substiticii K,/m = k: (dv/dt) + kv? = a. RieSenie tejto diferencidlnej
rovnice, za predpokladu Ze rychlost’ na zaciatku je nulova, ma tvar

v =./(a/k) tgh(m t),
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¢o znamena, ze s rastucim ¢asom sa asymptoticky priblizuje k limitnej hodnote v =

J/ (a/k), lebo limitna hodnota funkcie tgh(x) pre argument rastuci nad vSetky medze
=1.

Priklad 3.2.5.4 : Na akej hodnote sa ustali rychlost’ cyklistu pri pusteni sa z kopca s
10% klesanim, ak jeho hmotnost’ je 80kg a efektivny prierez je 0,65 m? ? Koeficient
aerodynamického odporu cyklistu je asi c¢q = 1,0. Hustota vzduchu je pri 15°C je
priblizne p = 1,23 kg-m3.

RieSenie: 10% Kklesanie znamena, Ze pomer vertikalneho prevysSenia a horizontalnej
vzdialenosti je 0,1. Z toho pre uhol ¢ medzi cestou a horizontalnou rovinou dostaneme

tg(p) = (1/10) —» ¢ = arctg(1/10) = 0,1 rad.

V zadani sa nespomina trenie v loziskach, ani valivé trenie kolies, ale tieto prispevky
su v tomto pripade aj tak zanedbatene malé, preto sta¢i sa sUstredit’ len na silu
aerodynamického odporu, gravitaént silu a silu reakcie od cesty, ktoré st dolezité.
Podobne ako v priklade o statickom treni, aj tu treba rozlozit’ sily na zlozky. Nulovy
stcet zloziek sil rovnobeznych s cestou nakoniec poskytne vysledok

mg sin@ — (1/2)pScqv* =0

z ktorého vyjadrime ustalenu rychlost’ cyklistu:

2mg sin @ 2x80x9,81x sin(0,1) m
Vie = = 14— = 50,4 km/h.
pScy S

1,23x0,65x1

Pre porovnanie, Reynoldsovo ¢islo pre pohyb cyklistu v tomto pripade vychadza:

_ 2V/Svp,  2x0,8x(50/3x6)x1,23

— 6
o 1,5x10-5 L

Re

t.j. sme d’aleko nad hodnotou 2300, a teda v turbulentnom rezime.

Kontrolné otazky

Preco je kinetické trenie mensie ako hranicna hodnota statického trenia?

Od ¢oho zavisia velkosti kinetického a statického trenia pri kizani telies po sebe?
Ako je definovany faktor (koeficient) smykového trenia, a ako faktor adhézie?
Zavisi velkost trenia kvadra od toho, ktorou stenou lezi na rovine?

Aké dve sucasti ma odpor prostredia proti pohybu telesa?

Akou mocninou rychlosti sa vyjadruje odpor prostredia proti pohybu telesa?

Ako zavisi velkost prendsanej sily z jednej remenice na druhu od uhla opdsania

=13 GG ECER DI

remenic remenom?
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Dodatok Nova definicia kilogramu

Kilogram ako jednotka hmotnosti bol pdvodne zavedeny v roku 1795 ako
hmotnost’ jedného kubického decimetra vody pri teplote 0 °C. Uz v roku 1799 sa v
definicii zmenila teplota na 4 °C, pri kt. ma voda najva¢s$iu hustotu. Definicia
kilogramu nadviazala na kratko predtym zavedent novt jednotku dizky meter. V tom
istom roku bol zhotoveny prototyp kilogramu z ¢istej platiny, shmotnostou

rovnajlcou sa hmotnosti 1 dm? vody. V roku 1889 bol z praktickych dévodov ako etalén
jednotky hmotnosti schvaleny prototyp vyrobeny zo zliatiny platiny a iridia (90% Pt, 10 % Ir).
Pridavok iridia zvySuje tvrdost etalénu, platina zabezpecuje odolnost’ proti oxidacii a vysoku
hustotu. Ukazalo sa vS8ak, Zze od vyroby prototypu po su€asnost sa menila hmotnost
narodnych etalénov (slovensky je ulozeny v Metrologickom Ustave v Bratslave) v porovnani
s medzinarodnym (uloZzeny v Parizi) ro¢ne az o 2x1078 kilogramu. NavySe po$kodenie
prototypu by malo pre metrolégiu zavazné nasledky. Preto bola snaha definovat kilogram na
zaklade prirodnych konstant, ¢o sa u ostatnych zakladnych jednotiek Sl uz podarilo. Az
Generalna konferencia o mierach a vahach v roku 2018 prijala novu definiciu kilogramu, ked

predtym rozhodla o pevnych hodnotach siedmich fyzikalnych konstant — frekvencie
vyzarovanej atobmami cézia Av.,, rychlosti svetla vo vakuu c, Planckovej konStanty,
elementarneho elektrického ndboja, Boltzmannovej konstanty, Avogadrovej kon-
Stanty a konstanty svetelnej ucinnosti elektromagnetického Ziarenia. Podla definicie
platnej od maja 2019:

kilogram, znacka kg, je jednotka hmotnosti v Sl. Definovana je na zéklade fixnej
hodnoty  Planckovej konstanty h = 6,62607015 X 1073* | ked sa wuvddza
v jednotkach | - s, o je rovnocenné s kg - m? - s~1, kde meter a sekunda st definované
prostrednictvom c a Av, .

Kilogram vyjadreny priamo prostrednictvom definujucich konstant:

1 kg = (299792458)2/(6.62607015x10~34)(9192631770)hAvg/c2.
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SUHRN VZTAHOV

zakon sily

princip superpozicie sil
Coriolisova sila
odstrediva sila

impulz sily

hybnost’

vzt'ah medzi impulzom sily a
hybnost'ou

zakon sily vyjadreny pomocou
hybnosti, pohybové rovnica

moment sily
moment hybnosti

vzt'ah medzi momentom sily a
momentom hybnosti

praca

vykon

vykon sily, ktorej pdsobisko sa
pohybuje rychlostou v

praca momentu sily

vykon momentu sily

F = ma

a=a, +a, +..= (F, + F, +..
Fc = —2m(w xv")

F,=—-m[ox (@ x1r)]

I =F At , presnejsie I = ftthdt

p = mv
t2

I=det=mv2_mv1

t1

dp
F=—

dt
M=rxF

L=rxmv = rxp

dL_
dty

2
W=fF-dr

T

AW dw
PY= | i =

At—0 At dt
P = F-v

P2
szMdgo

P1
P=Mw
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kineticka energia Castice Ep = (172bnvé

potencialna polohova energia

! S . Ep = mgh

Castice s hmotnostou m p 9

vztah medzi potencialnou energiou dE

a silou pésobiacou na casticu EN=| — d_p
y

v silovom poli

elasticka potencialna energia pri E, = (1/2)kx?
stlaceni pruziny
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SLOVNIK

Coriolisova sila — zotrvac¢na sila prejavujica sa len v otacajucich sa neinercialnych
vztaznych sustavach (napr. nasa Zem); pozoruje sa len pri telesach, ktoré sa
vzhl'adom na tuto stistavu pohybuji

dostrediva sila — sila posobiaca na Casticu pri jej pohybe po kruznici, smerujuca do
stredu kruznice a kolma na vektor rychlosti; ¢astici udeluje dostredivé zrychlenie,
nemeni vel'kost’ jej obvodovej rychlosti, ani kinetickd energiu

druhy Newtonov pohybovy zakon — zéakon sily

elastickd potencidlna energia, energia pruznosti — energia, ktoru teleso ziska pri
pruznej deformadcii; napr. pruZina stlacenim alebo natiahnutim

energia (E) — skalarna fyzikalna veli¢ina charakterizujica stav fyzikélnej sustavy
v danej vztaznej sustave z hl'adiska moZnosti konat’ pracu; podla definicie prirastok
(Ubytok) energie fyzikalnej sUstavy sa rovna praci dodanej (odobratej) sUstave;
jednotka energie: joule (J)

faktor adhezie (x,) — bezrozmerova veli¢ina sprostredkujuca vztah medzi silou

statického trenia (brdniacej zaciatku pohybu) a normélovou zlozkou sily, ktorou je
k podlozke pritla¢ané teleso, ktoré sa ma po nej kizat’

faktor Smykového trenia (1) — bezrozmerova veliCina sprostredkujica vzt'ah medzi
silou kinetického trenia (Smykového trenia) a normdlovou zlozkou sily, ktorou je
k podlozke pritla¢ané teleso, ktoré sa po podlozke $myka (kize)

fiktivna sila — zotrvacén4 sila

fundamentélne fyzikalne interakcie — styri druhy sil pdsobiacich medzi elemen-
tarnymi Casticami: gravitand, elektromagnetickd, jadrova silné a jadrova slaba

hmotnost’” (m)— skalarna veli¢ina kvantitativne vyjadrujuca zotrvacnost telies;
hmotnost’ telesa je nepriamotmerna zrychleniu, ktoré mu sila udeli; jednotkou
hmotnosti v Sl je kilogram (kg)

hybnost’ (p) — vektorova veli¢ina definovana ako skalarny nasobok vektora rychlo-
sti v Castice jej hmotnostou m: p = mw ; reprezentuje pohybovy stav Castice (telesa);
hybnost’ zlozené¢ho objektu sa rovnd vektorovému suctu hybnosti jednotlivych jeho
Casti; jednotkou hybnosti je newtonsekunda: 1 N-s=1kg-m-s
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impulz sily (1) — vektorova veli¢ina vyjadrujuca ¢asovy ucinok sily posobiacej na
Casticu (teleso), zavedena ako skalarny nasobok sily Casovym intervalom jej poso-
benia, presnejSie ako integral I = fOtF dt; jednotkou impulzu sily je newtonsekunda

(N-s)

inercialna sustava — vzt'azna ststava, v ktorej telesa, na ktoré nepdsobia vonkajsie
sily, nemenia svoj pohybovy stav; za inercialnu povazujeme napr. sustavu viazanu na
SInko a stalice

izolovana sustava — fyzikalna slstava, ktora neinteraguje s objektmi ktoré do nej
nepatria; v mechanike sa tym rozumie sustava hmotnych bodov (Castic, telies), na
ktoru nepdsobia vonkajsie sily

joule (J) — jednotka prace, energie a tepla v Sl; bola zavedena v mechanike ako praca
sily s velkost'ou 1 newton pbsobiacej vo svojom smere po trajektérii dlhej 1 meter:
1J=1Nm

kilogram (kg) — jednotka hmotnosti v Sl, realizovana medzinarodnym prototypom
kilogramu, ktory je uloZzeny v Sévres pri Parizi a opatrovany Medzindrodnym tGradom
pre vahy a miery

kineticka energia (E,) — mechanicka energia Castice (telesa) podmienena jej
pohybom v danej vzt'aznej ststave; Castica s hmotnostou m a rychlostou v ma
kineticku energiu E, = (1/2)mv?

koeficient Smykového trenia — faktor Smykového trenia

mechanicka energia — energia pouzivana pri opise dejov v mechanike; ide o dva
druhy energie — kineticku a potencialnu

moment hybnosti (L) — vektorova veli¢ina pouzivana najma pri opise otacavych
pohybov, definovana vektorovym su¢inom L =1 xp, kde r je polohovy vektor
Castice s hybnost'ou p; jednotkou momentu hybnosti v Sl je N-s-m

moment sily (M) — vektorova veli¢ina vhodna na opis dynamiky ota¢avych pohybov,
definovana vektorovym su¢inom M =r x F, kde r je polohovy vektor pésobiska
sily F ; jednotkou momentu sily v Sl je N-m

neinercialna sustava — kazda sustava, ktora sa vzhladom na niektort inercialnu
sustavu pohybuje zrychlene, alebo sa otaca

newton (N) — jednotka sily v SI; sila vel'kosti 1 N urychluje teleso s hmotnostou
1 kg zrychlenim 1 m/s?: 1 N = 1 kg-m/s?
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Newtonove pohybové zakony — tri zakony tvoriace zdklad dynamiky — zakon
zotrvacnosti, zdkon sily a zdkon akcie a reakcie; platia v inercidlnych vzt'aznych
sstavach

odpor prostredia — vzajomné silové pdsobenie medzi tekutinou a obtekanymi
telesami; chakterizovany je silami pésobiacimi proti pohybu telies

odstrediva sila — zotrvac¢na sila prejavujiica sa len v otacajicich sa neinercialnych
vztaznych ststavach (napr. naSa Zem); ma smer od stredu otaCania a pOosobi aj na
telesa, ktoré su vzhl'adom na tuto sustavu v pokoji

pohybovy stav — hybnost’

polohova potencialna energia (E,) — energia Castice (telesa) s hmotnostou m, ktoru
nadobuda v silovom poli; v tiazovom poli Zeme sa vyjadruje vztahom E, = mgh, kde

g je tiazové zrychlenie, h vyska nad rovinou, v ktorej polohovi potencialnu energiu
povazujeme za nulovu

potencialna energia (E,) — cast’ mechanickej energie telesa (Castice) podmienend
polohou v silovom poli, alebo jeho pruznou deformaciou; rozliSuju sa — polohova
potencialna energia, gravitaCna potencidlna energia a elastickd potencialna energia
(= energia pruZnosti)

praca (W) — skalarna veli¢ina vyjadrujuca drahovy Géinok sily posobiacej na Casticu
(teleso), definovana ako integral po krivke medzi bodmi A a B zo skalarneho sucinu
sily a elementarneho posunutia: W = fABF- dr; jednotka: joule (J), 1J=1N-m

prikon — vykon dodavany fyzikalnej ststave, obyc¢ajne stroju konajucemu uzito¢nt
pracu; nie vSetku dodédvanu energiu dokaze vyuzit' — ucinnost’

princip superpozicie sil (princip skladania sil) — princip, podla ktorého zrychlenie
Castice vyvolané posobenim viacerych sil, sa rovna vektorovému saétu takych
zrychleni, ktoré by boli vyvolané jednotlivymi silami za nepritomnosti ostatnych sil

prvy Newtonov pohybovy zdkon — zakon zotrvaénosti

sila (F) — vektorova veli¢ina, pomocou ktorej sa charakterizujii také vzajomné
pOsobenia medzi telesami, ktoré maju v danej vzt'aznej sustave za nasledok zmenu
hybnosti telies; je mierou pri¢iny zmeny ich pohybového stavu; sila moéze vyvolat’ aj
deformaciu telies; jednotkou sily v Sl je newton (N)

skutocné sily — sily pdsobiace medzi fyzikalnymi objektmi, ktoré v pripade
makroskopickych objektov st bud’ gravitacnej, alebo elektromagnetickej povahys;
medzi elementarnymi Casticami modzu posobit’ aj tzv. jadrové sily, a to silné alebo
slabé; skutocné sily, na rozdiel od zotrvaénych sil, sa prejavuju vo vsetkych
vzt'aznych sustavach (inercidlnych aj neinercialnych)
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treti Newtonov pohybovy zakon — zadkon akcie a reakcie

ucinnost’ — podiel dvoch vykonov — vykonu odvadzaného strojom a vykonu, ktory sa
stroju dodava, ¢ize prikonu

vykon (P) — skalarna veli¢ina definovana ako podiel vykonanej prace a prislusného
Casového intervalu, presnejsie P = (dW /dt); jednotkou vykonu je watt (W)

watt (W) — jednotka vykonu v SI; vykon 1 watt sa dosahuje vtedy, ak sa za jednu
sekundu vykona préaca 1 joule: 1 W =1J/s

zakon akcie a reakcie — "dve telesa posobia na seba vzdy rovnako velkymi silami,
priom tieto sily maji opa¢ny smer a pdsobia v spolocnej priamke"; ak silu pésobiacu
na jedno z telies nazveme akcia, na zvys$né teleso posobi reakcia; akcia a reakcia
nepo6sobia na to isté teleso

zdkon sily — "ak sila posobiaca na Casticu vyvolava jej zrychleny pohyb, potom
zrychlenie Castice je priamoumerné posobiacej sile a nepriamoumerné hmotnosti
castice: a = F/m"

zakon zachovania energie — zakon, podl'a ktorého sa celkova energia v izolovanej
sustave nemeni, menit’ sa moézu (medzi sebou) iba formy energie; pri mechanickej
energii ide o zachovanie suctu kinetickej a potencialnej energie

zakon zotrvacnosti — "jestvuje sUradnicova sustava (inercidlna), v ktorej teleso
zotrvava v pokoji, alebo v pohybe po priamke nemeniacou sa rychlostou, pokial’ nan
nepo6sobia iné telesa™

zotrvacné sily — sily, ktorymi si vysvetlujeme pozorované zmeny pohybového stavu
telies v neinercialnych vztaznych ststavach, ktoré neboli vyvolané niektorou zo
Styroch fundamentélnych fyzikdlnych interakcii

zotrvacnost’ — vlastnost’ vSetkych telies branit’ sa zmene svojho pohybového stavu
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ULOHY

Poznamka: Vo vdcsine uloh dosiahnete zhodu s ciselnou hodnotou vysledku, ak za
tiazové zrychlenie dosadite hodnotu g = 10 m/s?.

Sily

1. Vytah klesa nadol rychlostou v = 2 m/s. Na zabrzdenie konStantnym zrychlenim
potrebuje drahu s = 2 m. Vo vytahu sa vezie ¢lovek s hmotnostou m = 75 kg.
Akou silou F; pdsobi tento ¢lovek na podlahu vytahu pocas jazdy konStantnou
rychlost'ou a akou silou F, pocas brzdenia? Kol'kokrat je sila F, vacsia?

Vysledok: F;, =750N, F,=825N, F,/F, =1,1.

2. Akousilou F; je napinané lanko, ktorym je na dokonale hladkej naklonenej rovine
so sklonom g = 30° udrziavany v pokoji kvader s hmotnostou m = 25 kg ? Akou
silou F, musi lanko posobit’ na kvader, ak sa po naklonenej rovine pohybuje nahor
zrychlenim a =2 m/s? ? Akasila F; by bola potrebna pri tomto pohybe, keby
faktor Smykového trenia medzi kvadrom a rovinou bol #=0,1 ?

Vysledok: F; =125N,F, =175N, F; 2197 N.

3. Akou silou F,; treba pdsobit’ proti pohybu vozidla s hmotnostou m = 1500 kg,
ktoré sa pohybuje rychlostou v =72 km/h a ma zastavit’ na drahe dlhej s =50 m ?
Akt hmotnost’ m, by muselo mat’ zdvazie, aby rovnako velkou silou posobilo na
vodorovnu podlozku?

Vysledok: F; = 6000 N, m, =600 kg .

4. Ake by bolo zrychlenie a; auta, keby sa tazna sila motora rovnala tiazi auta? Za
kolko sekund by auto dosiahlo rychlost wv; = 100 km/h ? Odpor prostredia
zanedbajte.

Vysledok: a; = g = 10 m/s?>, At;= 2.8s.

5. Akou silou treba nahor tahat’ kabinu vytahu s celkovou hmotnostou m = 350 kg
a) konstantnou rychlostou v = 0,5 m/s, b) pri rozbiehani zrychlenim a= 2 m/s??
Vysledok: F, =3500 N, F, =4200 N.

6. Faktor Smykového trenia medzi kvadrom s hmotnostou m = 2 kg a naklonenou
rovinou po ktorej sa kize, je = 0,2. Akym zrychlenim sa kvader pohybuje pozdiz
roviny, ak jej sklon g =30°7?

Vysledok: a = 3,27 m/s? .
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7. Akym zrychlenim sa pohybuje sustava dvoch

telies podla obrazku (ich hmotnosti m,
s m; =1kg, m, =2Kkg), ak o
a) trenie medzi telesom m, a podlozkou
je zanedbatel'né

b) faktor Smykového trenia x = 0,25

Vysledok: a; =3,3m/s?, a, = 1,67 m/s?,

8.

Podl'a obrazku z predchadzajtcej Ulohy vypocitajte a) silu F; , ktorou je napinané
lanko, ak je trenie zanedbatel'ne malé, b) silu F, , ked’ trenie berieme do tvahy.
Vysledok:
p gl T R . g R i " T S s
m; +m, my; +m,

Kvader s hmotnostou m sa pohybuje konstantnou rychlostou v po naklonenej
rovine so sklonom g = 30° smerom nadol. Pohybuje sa iba vplyvom vlastnej
tiaZe, a proti pohybu posobi iba sila trenia. Akym zrychlenim (spomalenim) a; sa
bude pohybovat po tej istej naklonenej rovine, ak mu smerom nahor udelime istu
zaCiatocnu rychlost’ ?

Vysledok: a; = g= 10 m/s?.

10. Akym zrychlenim a; sa pohybuju telesd s hmot-

nostami m; =5 kg a m, = 2 kg, spojené lankom cez
kladku umiestnend na vrchole naklonenej roviny,

ktorej sklon je g = 45°, ak faktor trenia medzi telesom .
a naklonenou rovinou o =0,2?
Vysledok: a, = 1,2 m/s? . i
11. Cez kladku, ktorej hmotnost’ a trenie na nej zanedbame, st
na lanku so zanedbatenou hmotnostou zavesené dve
zavazia— my; = 1 kg, m, =1,5Kg. Vypocitajte zrychle- 48
nie a, telies a silu F; , ktorou je lanko napinané. m,
Vysledok:
a, =wg =2 (ks F, & gAMLt il 2Nk
il m; +m,

12.Na obrazku su nakreslené dve rovnaké zavazia, kazdé ma hmotnost’

Vysledok: a) F, = 20N, F;, =40N,

ktorych hmotnosti su zanedbatelné. Aku velkost sil F, , F,
silomery ukazuju, a) ak je cela sustava v pokoji zavesena , b) ak
na sustavu posobi zhora sila, ktora jej smerom nahor udeluje
zrychlenie a= 2 m/s??

m = 2 kg. Medzi zavaziami a nad nimi s umiestnené silomery, /é' F,

b) F,= 24N, F,=48N.
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13. Akou frekvenciou f; by sa musel otacat’ koloto¢, aby sa lanka sedaciek odchylili
od zvislého smeru 0 45° ? Lanka su dlhé | = 5 m, a ich hmotnost’ je zanedbatel'na v
porovnani s hmotnost'ou oséb ktoré sedia na sedackach. Akej dostredivej sile Fy
podlieha osoba v sedacke pri frekvencii f; , v porovnani so svojou tiazou G = mg?
Akou silou F, je vtedy napinane lanko?

Vysledok:
1 V2
1 =— —g=0,268s_1, Fiy'= g, F, =\V2mg.
2T l
14. Lanka sedadiek kolotoda (diZka laniek | = 5 m) su pri otd¢ani odchylené od

zvislého smeru o uhol B = 30°. O aky uhol S, by boli pri rovnakej uhlovej

rychlosti odchylené na Mesiaci, kde je gravitatné zrychlenie 6-krat mensie nez na
Zemi? Akymi silami F, , resp. Fy by boli vtedy napinané lanka na Zemi a na
Mesiaci, ak by v sedackach sedeli osoby s hmotnostami m = 80 kg ?

Vysledok: B, =81,7°, Fz=924 N, Fu=Fz.

15. Jadro uranu 235 sa pri jadrovej reakcii v reaktore rozpada na dve nerovnaké Casti s
hmotnostami m; a m,, pricom si odpudzované elektrostatickymi silami
posobiacimi medzi ich kladnymi elektrickymi nabojmi. Aky je pomer zrychleni
tychto Casti?

Vysledok: a,/a, = m,/m,.

16. Strela s hmotnostou m = 20 g vnikla do prostredia zaciato¢nou rychlostou v, .
Predpokladame, ze velkost sily odporu prostredia proti pohybu strely je umerna
okamzitej velkosti rychlosti strely, t.j. F = kv. Ako sa bude rychlost’ strely
zmenSovat' s ¢asom? Na spomalenie strely na polovicu zaciato¢nej rychlosti bol
potrebny casovy interval At;, na spomalenie na jednu Stvrtinu rychlosti je
potrebny Casovy interval At,. Aky je pomer tychto casovych intervalov?

Vysledok:

v =v,exp(—(k/m)t), (At /At;) = (An2/In4)

17.Teleso s hmotnostou m = 10 kg , ktoré bolo v pokoji, zaéne sa pohybovat
posobenim sily F = A(B —t/2), kde A =200 N/s, B =4 s. Od ktorého okamihu
t; zacala sila posobit’ proti pohybu telesa? Vyjadrite zavislost’ rychlosti telesa od
Casu a urCte ¢as t, , v ktorom sa teleso zastavi!

Vysledok:

N8 —A<Bt 1t2) i =ailo
1=28s, v—m 2 ; 5 = S.
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18. Strela s hmotnostou m,; = 10 kg , vystrelend zvislo nahor, mé zaciato¢nt rychlost’
v, = 900 m/s. Akt velku Coriolisovu silu Fc by urcil pozorovatel' viazany na
povrch Zeme, ak by strela bola vystrelena a) na severnom pole, b) na 60.
rovnobezke, c¢) na rovniku? Tieto sily porovnajte s tiazou G telesa. (Uhlova
rychlost’ Zeme o = 2n/(24 - 3600) rad/s .)

Vysledok: a) Fc=0, b) Fc=@)"’mwvo= 1,134 N, c¢)Fc=1,31N, G =100 N.

19. Strela s hmotnostou m; = 10 kg , vystrelena zvislo nahor, mé zac¢iato¢nt rychlost’
Vo = 900 m/s . Akl velkt odstredivu silu Fo by urCil pozorovatel viazany na
povrch Zeme, ak by strela bola vystrelena a) na severnom podle, b) na 60.
rovnobezke, c¢) na rovniku? Tieto sily porovnajte s tiazou G telesa. (Uhlova
rychlost’ Zeme ® = 21/(24 x 3600) rad/s , polomer Zeme R = 6400 km .)

Vysledok: a) Fo=0, b) Fo=(1/2) mRe? = 0,169 N, c) Fo=0,338 N, G =100 N.

20.Vlak sa pohybuje rychlostou wv; = 108 km/h po zakrute s :
polomerom r = 1000 m. Lokomotiva tahajuca vlak ma
hmotnost m; = 1x10° kg . Aka dostrediva sila F; pdsobi na
lokomotivu? O aky uhol ¢ by mala byt rovina kolajnic

naklonend voci vodorovnej rovine, aby vektorovy sucet reakcie n'
na dostredivu silu a tiaze lokomotivy p6sobil kolmo na rovinu 1
kolajnic? Sy 8

Vysledok: F, = 9-10*N, ¢ = 5,24°.

21. Lano, ktorého celkova dizka je ¢ a hmotnost m, lezi na vodorovnej ploche,
pri¢om jeho ¢ast’ X visi zvislo nadol cez okraj plochy. Faktor adhézie medzi lanom
a plochou je . . Aka Cast lana modze visiet' cez okraj, aby lano z plochy este
nesklzlo?

Vysledok:  (xpmax/0) = /(1 + 1)

22. Akym zrychlenim a; sa bude lano z prechadzajuceho prikladu pohybovat’, ak pre-
visnuté ¢ast’ lana bude dostato¢ne dlha na to, aby sa lano samo kizalo?
Faktor Smykového trenia medzi lanom a plochou je g, .

Vysledok:  a; = (g/0)[x(1 + 1) — 11, /]

23. Gulka zavesena na vladkne méze v dopravnom prostriedku sluzit’ ako jednoduchy
akcelerometer. Akym zrychlenim a; sa dopravny prostriedok pohybuje, ak gul’ka
zavesena na vlakne dlhom 1 m zmenila polohu 0 1 mm ? O aky uhol ¢ by sa
vlakno vychylilo, keby sa dopravny prostriedok pohyboval zrychlenim a = 10 m/s?.
Akou silou F by bolo vtedy napinané vlakno, ak hmotnost’ gul’ky m = 0,15 kg ?

Vysledok: a; = g/1000 = 0,001 m/s?, ¢ =45°, F=2,1N.
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24. Vypocitajte, aky minimalny musi byt faktor adhézie kolies auta na vodorovnej
asfaltovej ceste, aby rychlostou v = 20 m/s mohlo bez Smyku prejst’ zakrutu s
polomerom R=100m!

Vysledok: u= v?/Rg =0,4.

25. Aka velka sila odporu prostredia posobi proti pohybu automobilu pri jeho maxi-
malnej rychlosti v = 130 km/h, ak plny vykon motora je P =50 kW ?
Vysledok: F =1385N.

26. Na meranie zrychlenia vytahu mozno pouzit’ silomer zaveseny na strope vytahu a
zatazeny zévazim, napr. m; = 0,5 kg. Ak je vytah v pokoji, alebo sa pohybuje
konStantnou rychlostou, silomer ukazuje tiaz zévazia, t.j. hodnotu F;, = m,g.
Akym zrychlenim a, sa vytah pohybuje, ak silomer ukazuje udaj F, = (4/3)F;,
a ake je jeho zrychlenie a; , ak silomer ukazuje Gdaj F; = (3/4)F; ?

Vysledok: a, = (1/3)g , priCom vektor zrychlenia smeruje nahor; a; = (1/4) g a vektor
zrychlenia smeruje nadol.

27.Cez kladku so zanedbate'nou hmotnost'ou s pomocou tenkého lanka prevesené
dve telesa s hmotnostami m; = 2 kg, m, = 4 kg (ako na obrazku tlohy ¢. 11).
Aké vysledna sila F; taha kladku nadol, ak je kladka zabrzdena a telesa sa
nepohybuju? Aka celkova sila F, taha kladku nadol, ak sa telesa za¢na pohybovat’
vplyvom tiaze? Trenie neuvazujte.

Vysledok: F; = (my + m,)g =60N, FE, = (4mym,g)/(m; + my,) =53,3N.

Impulz sily a hybnost’

28. Ako dlho (A4t,) treba silou F; =300 N roztlacat’ auto s hmotnostou m = 1500 kg,
aby dosiahlo rychlost v; =9 km/h ? Odpor prostredia zanedbajte.
Vysledok: At; = 1255s.

29. Stala sila vel’kosti F =20 N pdsobi na teleso s hmotnostou m =2 kg. Aky ¢asovy
interval At; je potrebny na zvacSenie zaciatocnej rychlosti telesa v, =2 m/s na
patnasobok?

Vysledok: At,= 4/5s.

30.V debnicke s pieskom (hmotnost mp) zavesenej na dlhom lanku uviazla strela
s hmotnostou mg , ktora mala rychlost’ vg . Aku za¢iatocnu rychlost’ vy a akl
Kineticku energiu E; nadobudla debnicka s uviaznutou strelou? Zachovala sa
mechanicka energia sustavy pri vniknuti strely do piesku?

Vysledok:

msg mg 1 2 )
Uk = e N 10 energie ubudlo .
mg + mp mg+mp 2
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31.Castica s hmotnostou m sa pohybuje po kruznici s polomerom r uhlovou
rychlostou . Akasila F, stalej velkosti musi na ¢asticu posobit’ v smere
doty¢nice kruznice, aby sa kinetickd energia Castice strojnasobila v priebehu
casového intervalu At ?

Vysledok:  F, = m(v3 — 1)rw/(At).

32.Chlapec stojaci na lade, ktorého hmotnost’ je mcy, hodil vodorovnym smerom
kamen s hmotnostou my rychlostou vy . Akl zaCiato¢nu rychlost vgy pritom
chlapec ziskal a ako d’aleko (s.y) sa dokizal, ked’ faktor trenia o I'ad je I

Vysledok:. vey = (mgvg)/(mey) , Scy = (mKUK)Z/(ZIngmgH)

33. Debnicka s pieskom (hmotnost’ m,) je zavesena na vlakne, ktorého dizka je ¢ . Do
debni¢ky narazi vodorovne letiaca strela s hmotnostou m; = 0,001 m, a uviazne
v nej. Aka bola rychlost’ v; strely, ked’ sa vlakno po néraze vychylilo od zvislej
polohy o uhol g?

Vysledok: . v, = [(my + m,)/2g/(1 — cos B) |/m,

34.Ocelova gulka s hmotnostou m =20 g dopadla kolmo na rovinnt kovovu platitu
z vySky y; = 30 cm a po odraze dosiahla uz len vysku y, =20 cm . Aku hybnost’
Ap odovzdala platni?

Vysledok: Ap = 0,1 kg-m/s .

35.Dve telesa s hmotnostami m, a m, = 3 m; sa pohybovali proti sebe po dokonale
hladkej ploche (bez trenia) a po dokonale nepruznej zrazke sa zastavili. Aka bola
rychlost’ mensieho telesa, ak rychlost’ vac¢sieho bola v, =2 m/s ?

Vysledok: v; =6 mf/s.

36. Dve rovnaké telieska z plasteliny visia na nitkach s dizkami ¢, ktoré st upevnené
na strope v jednom bode. Jedno teliesko vychylime tak, aby nit’ zavesu bola
vodorovna a vol'ne ho pustime. Telieska sa zrazia, spoja a za¢nt sa pohybovat’ ako
kyvadlo. Do akej maximalnej vysSky h nad spodnou polohou sa mézu pri kyvani
dostat’?

Vysledok: h= 7 /4.

Préca, energia a vykon

37. Auto s hmotnostou m = 1600 kg iduce rychlostou v; = 80 km/h dokaze zabrzdit’
na drdhe s; = 50 m. Aka sila F; pritom pdsobi proti pohybu auta? Aka dlha je
brzdna draha s, tohto automobilu pri rychlosti v, =40 km/h ?

Vysledok: F; = 7901 N, s, =(1/4)s; =12,5m..
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38. Stala sila vel'kosti F = 20 N pdsobi na teleso s hmotnostou m = 2 kg. Na akej
dlhej drdhe s; sa zvacsi zaciato¢na rychlost telesa v, = 2 m/s na pat'nasobok?
Vysledok: s; =4,8m.

39. Po naklonenej rovine so sklonom g = 45° tahame nahor kvader s hmotnostou
m =5 kg az do vysky h =2 m nad p6vodnou tGroviiou. Aka velku pracu W pritom
vykoname, ak faktor Smykového trenia medzi kvadrom a naklonenou rovinou u =
0,25?

Vysledok: W =1251].

40. Aky vykon dosahuje clovek s hmotnostou m = 75 kg, ked’ pri behu po schodoch

za At = 5s vybehne vysSie o 1 poschodie (cca 3 m)?
Vysledok: P = 450 W .

41. Predpokladajme, ze motor rozbichajuceho sa auta ma staly vykon P =50 kW, bez
ohl'adu na rychlost’ auta. Kolko by autu s hmotnost'ou 1500 kg trvalo dosiahnutie
rychlosti v = 108 km/h, ak by proti jeho pohybu nepésobili sily odporu
prostredia®?.

Vysledok: At=135s.

42. Ako zéavisi od ¢asu rychlost’ a ako zrychlenie auta z predchadzajiaceho prikladu? Je
zrychlenie auta konstantné? Vysledok:

2P 2P 1
v = /—\/E, b=
m NI T

43. Automobil s hmotnostou m = 2000 kg sa pohybuje po kruhovej skasobnej drahe s
polomerom r = 100 m, pricom jeho motor vyvija stdly vykon P = 50 kW.
Vypocitajte rychlost v, , dostredivé a, , tangencialne a, a celkové zrychlenie
a. auta na konci 10. sekundy od zaciatku pohybu!

Vysledok: v, =22,36 m/s, a; =5m/s?,a,=1,1m/s?, a,=5,12 m/s?.

44. Aku velku pracu treba vykonat’ na vytiahnutie kovového valca z vody tak, aby
spodnd zékladna sa dostala tesne nad hladinu, ak valec sa hornou zakladiou
nachadza tesne pod hladinou? Valec ma polomer r=5cm, vysku h=20cma
hustotu p, = 8x10° kg/m®. Hustota vody p, = 1x10° kg/m®.

Vysledok: W=23J.

45. Gumené lanko je dlhé 30 cm a na jeho prediZzenie o 1 cm je potrebna sila F; = 2 N.
Sila potrebna na prediZenie lanka je tmerna predizeniu. Ak4 sila F, je potrebné na
predizenie lanka na dvojnasobok jeho dizky? Aka pracu W pritom vykona
vonkajSia sila?

Vysledok: F,=60N, W=9J.
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46. Aka priemerna sila F, pdsobi na strelu s hmotnostou m =20 g, ak v hlavni s diz-

kou ¢ = 50 cm nadobudne rychlost v; = 500 m/s ? Ako dlho (At) trva, nez strela
preleti hlaviiou?
Vysledok: F, =5000 N, At = 2x10°s.

47.Dve malé telieska s hmotnostami m,; a m, sa dotykaju a visia na dlhych tenkych
lankéch so zanedbate'nou hmotnostou, uchytenych v spolo¢nom bode. Teliesko
myvychylime tak, ze sa pri napnutom lanku posunie jeho poloha nahor o Ah.
Potom teliesko volne pustime a pri naraze na druhé teliesko sa tieto spoja
(nepruzna zrazka) a zacnu sa spolu pohybovat. Akt maximalnu vysku y nad
miestom zrazky dosiahnu?

Vysledok: . y = (m2Ah)/(m; + m,)?.

48. Vo vertikalnej rovine je umiestneny zliabok v tvare kruznice s polomerom R, v kto-
rom sa zotrva¢nostou pohybuje mala gulka. Aku minimalnu rychlost v, musi
gulka dosahovat’ v najvysSej polohe, aby zo Zliabku nevypadla? Aku rychlost’ v,
vtedy gul'’ka dosahuje v najnizSej polohe a aké tam mé dostredivé zrychlenie a; ?
Aky je pomer kinetickych energii gul’ky v najvysSej polohe a v najnizSej polohe?
(Pocitajte pre hodnoty R =3 m, g =10 m/s?)

Vysledoler vii=5,5.00/5 W v — 82, 3M/S, wa s = 00lm/Se= 54, = Eu/Ex'=1/5%

49.Dve telesa s hmotnostami m; a m,= 5m; nachadzajluce sa v kozmickej lodi, su
pevne uchytené vo vzajomnej vzdialenosti d tak, aby sa vzhl'adom na lod’
nepohybovali. Spojené su tenkym natiahnutym gumenym lankom. Po stfasnom
uvolneni ich uchytenia za¢nu sa k sebe priblizovat’ p6sobenim gumeného lanka.
Aky bude pomer ich rychlosti a hybnosti tesne pred zrazkou? Aky bude pomer ich
kinetickych energii? Aké Casti s; a s, pbvodnej vzajomnej vzdialenosti d telesa
do zrazky prekonaju? \Vysledok:

Vo - 1 5 e @ ! m, my

) SZ

- = Sy = = —
T > e o f e my, + m, m, + m,

50.Z pistole vystrelena strela vnikla do drevenej dosky do hibky h =4 c¢cm (hmotnost’
strely m = 0,01 kg, rychlost strely v = 200 m/s). Vypocitajte priemerna vel'kost
sily F; odporu proti pohybu strely v doske a ¢asovy interval At pohybu strely
v doske. Predpokladajte, ze strela sa v doske pohybuje konstantnym zrychlenim.

Vysledok: F =5x10° N, At=4x10"s.

51. Dopravny prostriedok sa pohybuje konsStantnou rychlostou v;, na o je potrebny
vykon motora P, . Ak chceme udrziavat’ rychlost’ na hodnote v, = 2v,, aky je
na to potrebny vykon P, motora ak predpokladame, ze odpor prostredia je tmerny
prvej mocnine rychlosti vozidla? Aky vykon P; by bol potrebny, ak by odpor
prostredia rastol s druhou mocninou rychlosti vozidla?

Vysledok: P, =4P,, P;=8P,.
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52.Pri vypnutom motore sa auto pohybuje nadol po ceste so sklonom ¢ = 6°
konstantnou rychlostou wv; = 36 km/h. Aky vykon motora je potrebny na pohyb
auta rovnakou rychlost’ou hore kopcom? Hmotnost’ auta m = 1500 kg.

Vysledok: P, =30 kW .

53.Zavazie s hmotnostou m; = 2 kg je zavesené na lanku s dizkou ¢ =15 m .
Zavazie vychylime tak, Ze lanko je vodorovné a volne ho pustime. Akou silou je
lanko napinané pri prechode zévazia dolnou polohou?

Vysledok: F=3mg = 60 N .
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